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第 一 章 ” 什 么 是 应 用 数学 ? 


本 章 旨 在 让 读者 领会 应 用 数学 的 本 质 。 我 们 试图 把 处 理 问题 
的 主要 过 程 讲解 清楚 ， 并 且 把 在 各 种 物理 问题 中 运用 应 用 数学 的 
经 验 介 绍 给 读者 ， 

我 们 并 不 打算 把 本 书写 成 一 本 方法 汇编 ， 因 为 所 谓 汇 编 无 论 
如 何 是 不 可 能 完备 的 . 相反 ,我 们 相信 ,读者 领会 应 用 数学 家 的 方 
法 之 后 ,就 有 了 一 个 充实 其 知识 的 清晰 骨架 ,同时 也 具备 了 创新 精 
神 。 这 些 东西 比 之 一 本 方法 汇编 要 有 价值 得 多 . 

1.1 节 首 先 相 当 详 细 地 论述 了 应 用 数学 的 本 质 , 随 后 概述 本 书 
所 要 介绍 的 应 用 数学 的 课题 .1.2 节 是 研究 星系 结构 的 一 个 导 引 ; 
1,3 节 分 析 了 一 群 阿 米 巴 菌 的 突然 京 集 。1.2 和 1.3 市 的 主要 目 内 ， 
是 要 使 读者 对 应 用 数学 目前 所 研究 的 问题 类 型 有 一 个 初步 感受 . 
(这 些 专题 是 作者 从 当前 感 兴趣 的 问题 中 选取 的 。) 至少 在 初 读 
时 ,读者 不 要 过 分 去 注意 细节 ,而 应 该 集中 精力 以 便 获得 一 个 总 的 
印象 . 

恒星 的 行为 与 阿 米 巴 的 行为 看 起 来 并 无 共同 之 处 。 因为 事实 
土 人 们 只 有 用 显微镜 才能 看 到 阿 米 巴 之 间 的 间隙 ， 而 最 靠近 的 恒 
星 却 有 若干 光 年 之 珊 。 但 是 我 们 将 会 看 到 ， 人 恒星 与 阿 米 巴 的 行为 
呈现 出 它们 的 质量 好 象 都 是 连续 分 布 似 的 ， 把 上 述 二 种 情况 看 作 
是 连续 分 布 ,这 正 是 应 用 数学 功能 的 一 个 极 好 例证 ， 因 而 ,把 连续 
介质 这 类 理想 数学 模型 说 成 是 “错误 的 ” ,这 种 说 法 是 不 妥当 的 . 真 
正 的 问题 是 : 这 种 理想 化 所 带 来 的 误差 对 预言 所 研究 的 现象 是 否 
造成 重大 的 影响 ? 

对 于 恒星 和 阿 米 巴 来 说 ， 连 续 介质 模型 的 理想 化 是 特别 令 人 
惊异 的 ， 因 为 首先 使 这 些 现 象 变 得 特别 明显 的 正 是 它们 的 颗粒 状 
态 。 的 确 , 水 和 空气 看 起 来 象 连续 介质 (大 多 数 人 知道 有 分 子 的 
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存在 ,是 听 说 的 。) 不 过 ， 连 续 介 质 模型 对 于 研究 水 及 这 些 介 质 的 
现象 来 说 ,当然 也 是 非常 有 用 的 ， 

1.2 节 和 1.3 节 的 例子 之 闻 的 另 一 相似 之 处 是 , 两 者 都 需要 对 
有 组 织 的 结构 给 出 解释 . 星系 风 旋 襄 图 式 单 征 从 美学 的 理由 也 需 
要 加 以 研究 ， 但 更 基本 的 理由 是 这 些 图 式 对 所 涉及 的 力 的 性 质 提 
供 了 重要 线索 ,研究 阿 米 巴 的 形态 (形状 的 形成 ) 运 动 ， 是 由 于 这 
种 运动 能 为 组 织 细 胞 的 运动 提供 线索 ， 而 组 织 细胞 的 运动 是 发 育 
生物 学 的 基本 问题 。 在 上 述 两 个 领域 中 ， 我 们 的 认识 还 是 非常 不 
够 的 . 


1.1 应 用 数学 的 本 质 


数学 起 源 于 一 些 简单 的 实际 问题 ， 例 如 在 家 族 成 员 之 间 分 配 
一 群 性 畜 (数论 ) 和 丈量 田亩 (几何 学 )。 随 之 ， 逐 步 形成 了 一 些 初 
等 观念 ,并 演化 成 逻辑 结构 ,在 早期 成 就 中 ,最 杰出 的 例子 是 欧 几 
里 德 几何 学 ， 和 希腊 人 认识 到 ,数学 定理 的 研究 ,可 以 建立 在 某 些 公 
理 的 基础 上 .不 过 ,在 很 久 以 后 人 们 才 搞 清楚 ,依靠 经 验 并 不 能 完 
全 而 决定 性 地 验证 一 些 公理 (诸如 平行 假设 )。 事 实 上 ， 也 正 是 通 
过 改变 平行 假设 才 创 立 了 非 欧 几何 学 ;从 而 派生 了 许多 重要 分 支 ， 
训 无 疑问 ,纯粹 数学 的 这 些 进 展 具 有 极为 重要 的 应 用 . 

由 于 数学 中 独立 于 理论 科学 而 发 展 起 来 的 部 分 日 益 增 大 ， 纯 
粹 数学 这 个 名 词 就 出 现 了 。 纯粹 数学 家 的 创造 性 成 果 无 疑 给 人 留 
下 深刻 的 印象 ,但 是 无 论 用 何 种 方式 来 限制 我 们 对 数学 的 研究 ,都 
是 令 人 遗憾 的 ， 把 数学 和 它 的 应 用 结合 在 一 起 研究 ， 其 内 容 更 为 
丰富 ,对 智力 的 要 求 也 就 更 高 了 .此 外 ,这 种 研究 还 可 以 促进 新 的 
数学 方法 和 理论 的 发 展 。 而 其 中 有 些 发 展 同样 又 会 在 各 种 科学 上 
得 到 应 用 . . 

应 用 数学 是 以 数学 和 科学 之 间 相 互 依 赖 这 一 精神 和 信念 为 指 
南 的 。 声称 全 部 数学 都 共有 这 种 依赖 关系 这 是 不 正确 的 ， 但 人 们 ] 
在 应 用 数学 的 研究 中 必须 优先 考虑 这 些 部 分 。 这 一 方针 是 以 下 列 
设想 为 根据 的 : 直接 从 科学 问题 的 研究 中 成 长 起 来 的 数学 领域 极 
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有 可 能 再 被 应 用 于 其 他 科学 问题 。 举 个 例子 来 说 ， 在 本 章 末节 我 
们 会 看 到 ， 偏 油分 方程 的 稳定 性 理论 可 以 应 用 于 当前 发 育 生物 学 
的 问题 。 而 这 种 理论 最 初 是 从 流体 力学 和 弹性 理论 的 经 典 领域 中 
发 展 起 来 的 . 

在 历史 上 ,数学 和 物理 学 的 发 展 具有 十 分 密切 的 联系 。 经 典 
的 例子 可 以 在 牛顿 ( 见 第 二 章 )、 高 斯 \ 欧 拉 和 柯 西 等 人 的 著作 中 找 
到 , 较 近 期 的 例子 则 遍布 于 相对 论 , 布朗 运动 、 统计 力学 及 其 有 关 
的 理论 一 一 协 变 性 、 概 率 论 和 广义 调和 分 析 的 研究 之 中 。 为 什么 
在 数学 和 物理 类 科学 之 间 存 在 着 这 样 密切 的 关系 呢 ? 

通常 给 于 这 个 哲理 性 问题 的 一 种 回答 是 2 

“上 帝 是 一 个 数学 家 ” 
换 句 话 说 ,人 们 相信 自然 界 中 存在 着 一 种 基本 的 ,和 谐 的 秩序 。 所 
以 自然 现象 的 描述 可 以 用 数学 的 逻辑 法 则 加 以 条 理化 ;然而 ,在 社 
会 和 经 济 问题 由 ,由 于 人 们 为 了 追求 最 佳 的 效益 ,人 为 地 规定 了 某 
种 逻辑 ,或许 正 是 由 于 这 种 逻辑 ,数学 才 发 挥 了 如 此 巨大 的 作用 ， 


应 用 数字 的 范围 、 目 的 与 实践 


应 用 数学 的 范围 是 非常 广 的 ， 可 以 借用 爱 因 斯 坦 的 如 下 一 段 
话 来 恰当 地 加 以 描述 : 

它 的 范围 相应 地 可 以 定义 为 我 们 全 部 知识 中 能 够 用 数学 语 - 
言 表达 出 来 的 那个 部 分 “. 

这 一 句 话 是 爱 因 斯 坦 用 来 定义 物理 学 的 。 按 照 字 义 ， 这 个 定 
义 当 然 也 包括 生物 学 、 经 济 学 .通讯 工程 等 学 科 中 的 数学 理论 ， 因 
而 用 它 来 描述 应 用 数学 则 更 为 恰当 . 

现在 我 们 试图 简要 地 氢 述 一 下 应 用 数学 的 目的 和 方法 论 ， 并 


1“ 上 这 就 是 数 一 一 毕 达 青 搁 斯 多 上帝 历 来 就 是 几何 化 的 "一 一 柏拉图 ;3“ 上 帝 历 
来 就 是 算术 化 的 ”一 一 雅 可 比 ;“ 宇 宙 的 伟大 缔造 者 现在 开始 以 一 个 数学 家 姿态 
琼斯 ， 引 语 《并 不 完全 赞同 ) 出 自 E. T。 贝尔 所 著 的 “Man of 


出 现 了 ” 
Mathematics” (London: Penguin, 1953), p21, 

2) Out of My Later Years (New York: Philosophical Library, 1950), bp。 
08. 
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把 它们 与 纯粹 数学 和 理论 科学 的 目的 和 方法 论 作 一 对 比 ， 
\、 应 用 数学 的 目的 在 于 运用 数学 来 锋 明 科学 概念 和 描述 科学 现 
象 ;并 以 此 推动 新 数学 的 发 展 。 利 用 数学 来 加 深 对 科学 的 理解 , 简 
便 起 见 ,我 们 可 以 把 这 个 过 程 分 为 如 下 三 步 ; 

(i) 用 数学 语言 表述 科学 问题 ; 

Gi) 求解 这 些 数学 问题 ; 

(ii) 用 科学 语言 解释 上 述 求解 结果 及 其 经 验 验 证 ， 

存在 着 普遍 的 误解 : 认为 第 二 步 是 最 重要 的 ,一 个 应 用 数学 
家 最 有 价值 的 东西 乃 是 运算 技巧 。 然 而 ,一 般 地 讲 , 这 三 步 是 同样 
重要 的 .在 某 一 类 给 定 的 问题 中 ,或 许 某 一 步 会 突出 来 ,显得 比 另 
外 两 步 更 为 重要 ,或 更 为 困难 . 

通晓 各 种 方法 和 熟练 运算 技巧 显然 是 必要 的 。 一 个 对 各 种 方 
法 具有 渊博 知识 的 人 可 以 为 运用 数学 的 其 他 科学 家 提供 有 益 的 帮 
助 。 但 是 ,必须 认识 到 ,作为 一 个 独立 的 科学 家 而 进行 工作 的 应 用 
数学 家 来 说 ， 仅 仅 具 有 这 种 知识 还 是 不 够 的 。 他 必须 也 能 在 下 列 
几 个 方面 运用 判断 力 , 即 在 表述 问题 方面 ,在 决定 着 手 解决 哪些 问 
题 方面 ， 以 及 选取 何 种 理想 模型 和 近似 方法 去 简化 问题 而 不 失 其 
本 质 方面 . 因而 一 个 有 抱负 的 应 用 数学 家 ， 甚 至 应 该 比 培养 运算 
技巧 更 加 刻苦 地 去 培养 正确 的 判 电力。 

最 后 ,从 数学 理论 中 提炼 出 恰当 的 科学 结论 及 衬 学 涵义 ,以 供 
经 验 验 证 ,并 尽量 把 结论 约 化 成 最 简单 的 形式 ,以 最 贴切 的 语言 来 
表达 ,这 一 步 是 最 重要 的 。 它 是 全 部 努力 的 顶峰 ,同时 也 是 将 来 前 
进 的 基础 . 这 样 便 得 到 了 新 的 认识 ,获得 了 透彻 的 了 解 ,展现 了 新 
的 前 景 ， 这 些 比 起 仅仅 导出 某 些 公式 和 编纂 某 些 有 用 的 数值 表 来 
要 重要 得 多 ,而 且 也 更 令 人 快 怀 ,当然 ,必须 把 积累 具体 的 定量 资 
料 看 作 是 达到 目的 的 一 种 手段 . 

讲 到 这 里 ， 显 然 可 知 : 对 问题 的 科学 动机 的 理解 和 运用 试探 
式 推 理 的 能 力 , 以 及 运算 技巧 ,这 些 在 应 用 数学 的 实践 中 都 是 十 分 
重要 的 .事实 上 ,上 述 三 点 比 起 完成 一 个 严格 证 明 的 能 力 来 说 ,更 
为 重要 . 在 很 多 情况 下 ， 一 个 数学 理论 的 严格 表述 可 能 要 历时 好 
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几 年 . 在 此 期 间 ， 应 用 数学 家 必须 不 管 罗 辑 结构 是 否 完 整 而 向 前 
推进 。 但 是 在 他 的 推理 中 ,他 必须 力求 正确 , 尽 可 能 地 细心 . 


谱 用 数 党 与 纯粹 数学 的 对 比 


纯粹 数学 与 应 用 数学 之 间 在 动机 和 目的 上 的 差异 ， 以 及 由 此 
5 引起 的 着 重点 和 态度 上 的 差异 ， 必 须 充 分 予以 认识 。 在 纯粹 数学 
中 ,人 们 往往 处 理 这 样 的 抽象 概念 , 逐 辑 乃 是 用 来 判断 一 个 理论 是 
否 正确 的 唯一 工具 。 但 在 应 用 数学 中 ， 经 验 验证 则 是 一 个 必需 而 
有 力 的 判 握 。 

然 铅 ,两 门 学 科 之 间 仍 然 存 在 着 密切 的 关系 。 在 某 些 情况 下 
(例如 大 体力 学 中 ), 有 一 些 严格 的 定理 能 够 得 到 证 朋 , 对 于 实用 的 
目的 来 说 ,它们 也 是 有 价值 的 。 另 一 方面 有 很 多 例子 ， 其 中 新 的 
数学 观念 和 新 的 数学 理论 是 由 应 用 数学 家 或 理论 科学 家 提出 的 ， 
分 布 理论 就 是 最 近 的 一 例 ， 

如 果 一 个 科学 问题 不 能 用 现 有 的 数学 概念 恰当 地 表 述 出 来 ， 
那 末 必 将 产生 新 的 概念 ， 冯 : 诺 依 曼 的 抽象 “ 博 奕 ” 便 是 一 例 。 如 
果 所 表述 的 数学 问题 不 能 用 现 有 的 方法 来 解决 ， 或 其 解答 的 性 质 
不 能 根据 现 有 的 理论 恰当 地 加 以 理解 ， 那 末 就 必定 要 发 展 新 的 方 
法 和 产 的 理论 .〈 许 多 非 线 性 问题 就 属于 这 一 类 。) 因 而 ， 我 们 把 
应 用 数学 的 第 四 部 分 记 之 为 

(iv) 通过 创造 、 推 广 、 抽象 和 公理 化 来 产生 科学 上 相关 的 新 
数学 

应 该 认识 到 , 当 数 学 理论 正在 发 展 时 ,最 初 所 证 明 的 少数 几 个 
定理 不 会 对 纯粹 数学 产生 重大 影响 ,但 对 于 应 用 数学 的 目的 来 说 ， 
必须 把 它们 看 作 是 有 实用 价值 的 成 就 。 另 一 方面 ,许多 第 二 流 的 
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1) 有 些 人 认为 这 第 四 部 分 才 是 唯一 的 应 用 数学 ， 并 把 前 三 部 分 看 作 是 科学 而 不 是 
数学 .。 另 一 些 人 峙 以 为 可 以 归 之 为 第 四 部 分 的 大 多 数 工 作 同 科学 没有 什 么 真 
正 的 关系 (因而 应 该 主要 根据 其 数学 价值 作出 评价 )。 作 者 并 非 教条 主义 者 。 但 
他 们 更 倾 回 于 后 一 观点 . 因而 除了 第 二 章 的 某 些 题材 外 ， 本 书 把 注意 力 集中 
在 (i) 一 (ii) 部 分 ,因为 文献 中 的 空缺 之 处 正 是 在 这 里 . 


纯粹 数学 也 是 以 应 用 数学 的 面貌 出 现 的 (反之 亦 然 )。 总 而 言 之 ; 
如 林芝 具备 良好 的 素质 的 话 ,知识 和 趣味 总 是 需要 的 。 


应 用 数学 与 理论 科学 的 对 比 


理论 科学 家 与 应 用 数学 家 之 间 的 区 别 往 往 是 模糊 不 清 的 , 因 
为 各 自 都 可 以 本 着 对 方 的 糟 神 工作 . 一 个 理论 物理 学 家 ， 当 他 不 
能 正面 攻克 问题 时 ， 有 了 时 便 得 从 事 有 关 数 学 模型 问题 的 研究 ， 为 
卫 在 理解 实际 物理 问题 鸣 数学 方面 建立 起 信心 和 和 判断， 甚至 达到 
导入 纯粹 数学 家 做 法 的 地 步 ， 应 用 数学 家 为 了 他 们 自己 的 问题 也 
往往 要 做 这 类 工作 。 同 时 ， 应 用 数学 家 还 要 从 自已 的 理论 中 引出 
科学 结论 ,以 便 与 经 验证 据 作 比较 。 为 了 有 效 地 这 样 做 ,他 必须 掌 
握 关 于 他 正在 研究 的 那个 问题 的 大 量 科学 知识 ， 

稼 常 有 这 样 的 情况 ,从 特定 课题 的 长 期 研究 中 ,一 个 理论 科学 

具有 关于 某 门 学 科 的 较 深 的 知识 。 相 反 ， 一 个 应 用 数学 家 可 以 
在 不 止 一 门 学 科 中 进行 工作 ， 并 可 使 各 门 学 科 互 相 补 充 而 得 以 丰 
语 。 的确, 在 当今 日 趋 专 门 化 的 时 期 中 ,使 各 门 学 科 互 相 补 充 而 得 
以 丰富 乃 是 一 个 应 用 数学 家 最 为 有 用 和 最 为 满意 的 洛 动 之 一 . 

一 般 来 说 ， 发 现 新 的 物理 定律 和 原理 对 (例如 ) 理 论 物 理学 家 
更 具有 吸引 力 , 因 而 他 对 有 关 这 方面 的 研究 更 具有 鉴别 能 力 , 即 使 
在 他 的 符 试 仅仅 得 到 部 分 成 功 的 时 低 也 是 如 紫 。 他 的 工作 性 质 往 
往 具 有 和 较 强 的 归纳 性 和 撕 测 性 。 应 用 数学 家 则 对 现象 的 恰当 的 数 
学 描述 更 感 兴趣 ， 他 势必 会 导出 已 知 定律 和 原理 的 许多 结果 . 

举例 来 说 ， 跟 风 的 起 源 不 会 是 一 个 近代 物理 学 家 感 兴趣 的 主 
要 课题 ， 因 为 飓风 的 机 理 大 概 完全 可 以 用 经 上 典 力 学 和 热力 学 原理 
加 以 描述 . 可 是 ,对 应 用 数学 家 来 说 ,这 仍 是 一 个 非常 具有 了 吸引 力 
的 课题 ， 因 为 他 欣赏 其 中 非 线 性 同 题 的 挑战 和 这 一 现 销 的 内 在 科 
学 意义 ， 


工程 学 中 的 应 用 数学 


理解 基本 概念 对 工程 师 来 说 ， 与 对 科学 家 一 样 有 有用。 但 对 工 
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程 师 , 埋 解 臣 本 概念 仪 仅 是 达到 下 列 且 的 的 一 种 手段 , 即 是 为 设计 
结构 ,机 器 以 及 设计 有 效 而 可 靠 地 完成 某 些 任务 的 程序 。 为 了 建 
立 起 详细 的 设计 准则 ,常常 必 不 可 少 地 要 做 浩 繁 的 数值 计算 .然而 
工程 师 至 少 也 要 懂得 本 书 所 叙述 的 建立 更 为 定性 模型 的 方法 ， 这 
榜 他 就 可 以 利用 有 关 的 理论 结果 .当然 ,作为 一 个 崇高 的 目标 , 工 
程 师 可 以 热切 期 望 ,与 他 的 同行 大 师 们 那样 ,把 应 用 数学 与 科学 的 
见解 和 实 路 性 结合 起 来 ?， . 
本 着 计划 

在 附录 1.1 中 , 读者 会 看 到 其 他 一 些 人 关于 应 用 数学 的 本 质 、 
教学 和 实 晓 的 见解 。 本 书 作者 的 观点 已 概述 如 上 ; 就 某 种 意义 来 
涪 ,本 书 的 其 余部 分 就 是 这 种 概述 的 细致 推 项 ， 

本 书 分 为 三 部 分 。 第 一 部 分 为 应 用 数学 提供 了 一 个 鸟 辐 , 相 
比 之 下 ,不 如 其 它 部 分 那么 详细 。 如 上 所 述 , 它 是 由 应 用 数学 本 质 
的 一 个 短 论 开始 的 。 接 下 去 介绍 了 应 用 数学 中 现时 研究 的 两 个 例 
子 .第 二 章 和 第 三 章 把 确定 性 过 程 与 概率 性 过 程 作 一 对 比 ; 前 者 
以 质点 动力 学 方程 为 例子 ， 后 者 以 随机 走动 的 研究 为 例子 , 第 1 
部 分 未 尾 的 两 章 讲述 了 傅立叶 级 数 ， 这 是 一 个 不 仅 仍然 有 用 而 且 
还 在 继续 发 展 的 经 典 课题 。 此 处 曾 明 的 主要 概念 是 全 加 原理 . 

第 I 部 分 试图 阐明 应 用 数学 的 某 些 重要 方法 和 思路 的 实质 . 
特别 是 第 六 章 关 于 基本 简化 过 程 和 尺度 化 的 讨论 ， 这 涉及 到 打算 
弄 清 某 些 方法 ,而 这 些 方法 过 不 久 就 会 人 人 攻 知 ”的 ,但 现 有 书刊 
中 却 很 少 论述 。 所 讲 的 那些 过 程 有 很 大 的 直观 成 分 ， 但 是 通过 详 
细 考 究 它们 的 内 容 , 仍 可 学 到 某 些 东 西 ， 

第 开 部 分 既 讨论 了 正则 扰动 理论 ,又 讨论 了 奇异 扰动 理论 , 同 
时 也 讨论 了 相 平 面 方法 。 用 两 章 仔 细 讨 论 了 一 些 并 非 无 价值 的 例 
了》 关于 这 样 的 一 位 大 师 的 一 本 饶 有 趣味 性 和 参 状 意义 的 传记 是 TT, 冯 : 卡门 《该 

书 的 主角 ?和 工 . 安 迪 生 写 的 The Wind and Beyond (Boston: Little, Brown, 

1967) ， 汉 卡门 采用 基本 的 应 用 数学 研究 去 估算 工程 系统 的 性 能 ， 因 定 在 习 


机 设计 (从 最 星期 到 陵 气 时 代 ) 以 及 涡轮 , 泵 ,、 霸 坝 、 有史 洞 各 桥 滩 的 设计 中 起 了 时 
标的 作用 .、 
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子 ， 这 些 例子 步 及 各 种 技巧 ， 能 表明 应 用 数学 在 起 作用 的 一 些 过 
程 , 其 中 的 一 个 例子 是 生理 学 中 感 兴趣 的 渗透 驱动 流 ; 男 一 个 例子 
考虑 生化 动力 学 的 某 些 重要 方面 。 整个 第 I 部 分 只 考虑 了 常 微 
分 方程 ,因而 基本 观念 是 用 比较 简单 的 行文 来 加 以 说 明 的 . 

第 II 部 分 是 连续 介质 力学 的 一 个 引 论 。 对 于 应 用 数学 家 ,在 
该 经 典 理 论 中 的 训练 是 重要 的 ,主要 理由 是 : (1) 连 续 介 质 力学 就 
其 本 身 的 作用 而 言 仍 是 一 门 重要 的 学 科 , 并 且 它 的 方法 ( 象 我 们 在 
本 卷 中 将 要 好 几 次 看 到 的 那样 ) 继 续 被 应 用 于 新 的 领域 ; (2) 在 理 
论 分 析 中 可 能 达到 的 深度 ， 必 须 用 成 熟 的 研究 领域 为 例 来 加 以 说 
明 . 连续 介质 力学 就 是 这 样 的 一 个 领域 ， 并 且 ( 不 象 量 子 力学 那 
样 ), 它 处 理 的 物理 现象 人 们 较为 熟悉 ， 

第 II 部 分 是 以 连续 介质 的 一 个 简单 而 有 启发 性 的 研究 讲 起 
的 , 它 所 涉及 的 一 维 问题 是 在 研究 弹性 杆 的 纵向 运动 中 提出 的 . 然 
后 用 两 章 叙 述 支配 一 般 连 续 介 质 行为 的 主要 场 方程 组 【例如 质量 
守恒 、( 线 ) 动 量 平衡 ] 的 仔细 推导 。 再 把 另外 的 本 构 方程 加 进 场 方 
程 ,这 样 就 对 “无 粘 ” 流 体 作 了 完整 的 数学 描述 。 第 十 五 章 处 理 涉 
及 无 粘 流动 的 各 种 例子 (分 层 流体 的 稳定 性 声波 、 物 体 绕 流 )。 最 
后 一 章 研究 位 势 理论 ， 用 格林 函数 来 分 析 声 波 通过 一 个 屏 上 的 小 
孔 所 发 生 的 衍射 现象 作为 本 卷 的 结尾 。 伪 微分 方程 是 这 一 部 分 的 
数学 核心 ， 
把 应 用 数学 统一 起 来 的 某 些 概念 

我 们 的 表述 方式 并 不 象 一 本 手册 那样 组 织 严谨 ,而 是 (有 点 象 
交响 乐 那样 ) 围绕 着 某 些 重点 主题 展开 的 。 我 们 不 去 罗列 所 有 的 
主题 及 它们 之 间 的 关系 ,这 些 留 待 读者 去 发 现 ;这 应 当 是 他 们 的 一 
部 分 训练 和 乐趣 、 不 过 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 我 们 的 用 意 、 纯 粹 


数学 家 把 偏 微分 方程 分 为 如 下 类 型 : 
,Ox On 

椭 贺 型 (例如 0 0 )， 
,Ou _ Ou _ 

抛物 型 (例如 5 0)， 


Ow 

Ox By’ 
向 应 用 数学 家 往往 宁可 采用 (与 上 述 分 类 ) 互 补 的 观点 ， 即 把 自然 
坝 宵 看 作 是 说 明 平 衡 \ 扩 散 和 波动 传播 实例 的 观点 ， 我 们 将 看 到 ， 
过 过 揭露 表面 上 根本 不 同 的 问题 的 共同 特征 ， 这 些 主题 以 及 其 他 
请 如 稳定 性 、 随 机 性 和 最 优化 这 类 主题 是 如 何 有 助 于 把 应 用 数学 


双 曲 型 【例如 


12 星系 结构 分 析 导 引 


在 本 市 中 ， 我 们 要 指出 理论 分 析 是 如 何 能 够 开始 解释 星系 结 
钩 遇 各 个 方面 的 。 正 如 所 有 自然 现象 的 数学 理论 一 样 ， 我 们 要 求 
知道 : (i) 有 关 的 基本 物理 定律 ，(ii) 所 研究 体系 的 特征 . 

要 求 《i) 可 以 简短 地 予以 说 明 , 因为 要 用 到 的 定律 就 是 经 典 
物理 学 定律 。 为 了 满足 要 求 (i), 我 们 要 向 读者 简短 地 介绍 一 下 
宇宙 的 定量 概貌 。 而 后 再 比较 详细 地 介绍 一 下 能 够 预言 横越 银 盘 
的 恒星 分 布 的 这 样 一 个 问题 的 表述 和 解答 。 最 后 , 我 们 十 分 粗略 
地 讲 一 下 关于 螺旋 结构 (这 是 许多 星系 的 一 种 特征 ) 起 因 的 某 些 新 
观念 . 


支配 星系 行为 的 物理 定律 


研究 星系 所 用 到 的 基本 物理 定律 就 是 经 典 物理 学 定律 : (i) 
所 有 经 典 力学 都 要 遵循 的 牛顿 运动 定律 以 及 牛顿 万 有 引力 定律 ; 
(ii) 麦克 斯 韦 的 电动 力学 定律 以 及 《过 ) 热力 学 定律 。 

读者 应 注意 ,以 经 验 为 基础 的 基本 定律 用 得 非常 少 。 不 过 ,为 
了 人 研究 基 些 物理 问题 , 我 们 常 需 引 入 新 的 数学 概念 .例如 ,在 本 和 
末尾 的 特例 中 ,仅仅 用 到 午 顿时 代 的 物理 定律 .但 是 我 们 欲 要 用 到 
诸如 相 空 间 以 及 相 空 间 中 的 密度 这 样 一些 更 为 近代 的 数学 概念 . 

现在 我 们 转 而 概述 一 下 关于 我 们 宇宙 的 某 些 事实 。 应 该 指 
出 ， 我 们 引用 的 定性 与 定量 的 知识 乃 是 几 世 纪 以 来 大 量 科学 努力 
的 成 果 ， 
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军 宙 的 构造 组 元 站 

我 们 膨胀 着 的 字 宙 年 龄 大 约 为 一 百 亿 (10o) 年 . 现时 , 它 大 约 
由 一 百 亿 个 星系 组 成 ,星系 便 是 它 的 构造 组 元 .这 些 星系 是 气体 和 
恒星 的 一 种 轮廓 分 明 的 集合 ,它们 大 体 均匀 地 分 布 在 (看 来 是 浩瀚 
无 塌 的 ) 宇 宙 中 . 不 过 还 有 一 定 程度 的 不 均匀 性 :星系 通过 相互 
之 间 的 引力 吸引 作用 形成 了 一 些 星 团 。 我 们 所 处 的 旺 系 银河 
系 ,就 是 由 十 七 个 星系 组 成 的 星团 中 的 一 员 . 

让 我 们 把 银河 系 的 一 些 特征 引述 一 下 ， 以 使 读者 对 于 星系 的 
本 性 有 一 个 总 印象 。 银河系 形 如 一 蒲 盘 ， 在 其 中 心 有 一 个 大 体 是 
球状 的 核 . (太阳 差不多 位 于 银河 系 的 边缘 上 , 离 中 心 约 有 10,000 
个 秒 差 距 ?.》 离 中 心 大 约 1,5000 秒 差 距 的 地 方 , 银河 系 的 物质 密 
度 变 得 十 分 小 了 .， 银河 系 处 于 旋转 之 中 ; 在 太阳 附近 的 线 速度 约 
有 250 公里 / 秒 . : 

最 近 的 恒星 约 有 4 光 年 C1.3pe) 之 遥 . 对 比 而 言 ， 冥王 星 的 
轨道 约 为 40A.U， 《2 X 10-pe)。 因而 ， 太阳 系 好 父 是 单 原子 气 
休 中 的 一 个 原子 这 种 气体 是 本 当 入 的， 至 少 在 我 科 附近 是 这 
样 。 
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星系 分 类 
根据 外 狐 , 可 把 星系 分 为 下 列 四 类 : (i) 椭圆 形 (包括 球状 ) 

的 ，(ii) 正规 螺旋 状 ( 盘 状 ) 的 ，( 直 ) 棒状 螺旋 的 ,以 及 (iv) 不 规 

则 的 ， 这 些 星系 的 例 样 示 于 图 1.1 中 庄 包 的 例 笠 示 于 状 生 的 括 

图 中 ， 

可 以 按照 诸如 图 1.2 所 示 的 命名 方案 对 量 系 加 以 分 类。 星系 

的 分 类 最 初 仅 是 根据 几何 外 狐 作 出 的 ， 而 详细 的 研究 结果 表明 几 


1) 1 秒 差 距 (pc) = 二 3X10"" 厘 米 , 地 球 绕 日 轨道 的 半径 ( 称 作 天 亮 单 位 As U. ) 对 
于 这 女 距 离 所 张 开 的 角度 为 一 秒 (以 强度 为 单位 )，. 因此 它 约 为 2 你 10:A. UU。， 
一 光 年 约 为 0.3nc。 一 个 以 I 全 / 坊 的 度 运动 的 物体 大 约 经 这 一 百 万 年 
走 了 1 秒 差距 的 距离 , 
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何 特征 是 与 其 它 物理 参数 (例如 气体 含量 ) 有 关 的 。 这 表明 ， 持 续 
其 人 ( 几 百 亿 年 ) 的 星系 外 貌 上 的 差异 是 有 其 动力 学 基础 的 ， 

盘 状 星系 由 于 要 保持 其 形状 而 必然 处 于 急速 旋转 之 中 . 球形 
星系 大 概 没 有 净 旋 转 。 不同 扁 度 的 害 圆 形 星系 具有 不 同 程度 的 放 
转 。 棒 状 星系 处 于 匀速 旋转 之 中 ， 但 不 是 绕 对 称 轴 转 动 ， 由 引力 
维系 着 的 这 种 旋转 系统 的 经 典 例子 是 由 数学 家 雅 可 比 《Jacobi 
1804 一 1851) 发 现 的 ， 


星系 的 组 成 


每 个 是 系 约 由 一 百 亿 个 恒星 (更 精确 地 说 ， 由 10 一 10+ 个 恒 
星 ) 组 成 。 我 们 的 银河 系 属于 最 大 之 列 。 太 阳 是 一 个 普通 的 恒星 ， 
年 龄 大 约 为 五 十 亿 年 。 大 质量 恒星 、 例 如 质量 40 倍 于 太阳 的 恒 
星 ,极其 明亮 ,它们 很 快 会 耗 尽 其 核燃料 ,因而 必定 形成 得 较 晚 ( 比 
方 说 是 在 过 去 一 千 万 年 这 段 期 间 内 )， 太 阳 的 演化 是 十 分 缓慢 的 ; 
它 的 核能 再 过 一 百 亿 年 也 消耗 不 完 . 

在 星系 中 还 存在 着 大 量 的 气体 一 一 在 不 规则 星系 中 可 达 百 分 
之 二 十 以 上 ,在 Se 螺旋 星系 中 要 少 些 ,而 在 Sa 螺旋 星系 中 则 减少 
到 百 分 之 一 或 二 ,在 巨大 的 椭圆 星系 中 几乎 没有 了 ， 我 们 银河 系 
的 气体 含量 约 为 百 分 之 三 到 四 . 

在 这 样 大 的 尺度 上 ,气体 就 像 是 一 种 完全 电导 体 , 昌 则 仅 有 人 少 
量 气体 电离 ,并 且 按 地 球 范围 的 标准 来 衡量 ,导电 性 也 很 小 .由 量 
际 气体 中 的 电流 产生 的 字 宙 磁 场 仅 有 几 个 微 高 斯 ( 即 10- 高 斯 ,高 
斯 是 磁场 的 cgs 单位 ). 

宇宙 线 粒 子 与 各 种 波长 的 电磁 辐射 (从 c 射线 到 X 射线, 再 到 
可 见 光 ,直至 无 线 电波 ) 弥 漫 于 星际 空间 。 这 些 对 于 气体 和 磁场 都 
可 能 有 影响 .因而 我 们 采用 “星际 介质 ”这 一 名 词 来 描述 整个 体系 ， 
它 与 恒星 体系 之 间 仅 有 微弱 的 相互 作用 。 的确， 恒星 与 气体 之 间 


图 1.1 各 类 星系 的 例 样 : (左上 因 ) 梢 圆 形 星系 Eopec. NGC 4486; 
(右上 图 ) 正规 螺旋 SC NGC5364; (中 图 》 棱 状 星 系 SBb(s)，NGC 
1300; 《下 图 ) 不 规则 星系 Irrly 大 冤 哲 伦 云 《海尔 天 文 台 担 供 照片 - ) 
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的 主要 动力 学 相互 作用 是 引力 作用 。 
恒生 体系 的 动力 守 

为 了 分 析 星系 的 结构 (例如 解释 螺旋 结构 )， 我 们 首先 必须 殷 
它 放 在 适当 的 数学 位 置 上 ，。 怎样 着 手 处 理 如 此 复杂 的 一 个 体系 
ME? | 

早已 说 过 ， 首 要 的 一 步 是 建立 一 个 理想 化 的 模型 。 只 有 把 有 
大 的 经 验 事实 以 及 支配 我 们 所 研究 的 体系 的 普遍 规律 搞 清 楚 之 
后 ,才能 着 手 完成 这 一 步 。 

表 1.1 列 出 了 关于 星系 的 一 系列 重要 事实 ， 我 们 可 以 看 到 下 
列 各 种 成 分 对 能 量 密度 的 贡献 是 依次 递减 的 : (i) 恒星 体系 ( 占 了 
特别 突出 的 比例 )，(i) 气体 《ii) 磁场 ,以 及 (iv) 宇宙 线 粒 子 
和 其 它 形式 的 辐射 . 这样 ,我 们 就 应 该 从 能 量 最 大 的 部 分 , 即 恒星 
体系 的 动力 学 的 表述 开始 ,现在 就 来 讲述 这 种 表述 。? 

家 1.1 和 急 河 系 中 的 能 是 密度 


源 由 能 基 窗 度 ( 单 位 : 10-2 尔格 /厘米 ”) 
总 辐射 (星光 ) 0.7 
气体 的 涡流 运动 0.5 
星系 旋转 的 总 能 量 1300 
于 密 线 1 


磁 疡 (107 高斯) 
引 自 P. Morrison, Rev. Mod. Phys. 29, 235 (1957). 
下 年 之 间距 离 的 数量 级 是 它们 的 半径 的 10 一 10’ 倍 (这 一 距 
谋生 得 星 最 外 层 行星 半径 的 许多 倍 )?, 相 上 距 如 此 遥远 的 这 样 一 组 恒 
笃 有 的 集合 ， 可 以 看 作 是 一 组 受到 引力 吸引 的 质点 集 。 这 样 就 可 以 
按照 牛顿 运动 定律 和 万 有 引力 定律 写 出 支配 它们 行为 的 动力 学 方 
程 组 ,在 第 二 章 中 ,我 们 将 仔细 讨论 这 种 方程 组 。 然 而 ,用 这 种 方 
法 摘 写 星系 显然 是 不 恰当 的 ， 因 为 我 们 不 能 指望 去 追踪 百 亿 个 恒 


nil——g 


1) 关于 支配 星系 动力 学 的 一 组 完备 的 方程 可 以 参阅 下 面 的 一 篇 综述 文章 : C. C。 
Lin, J. Appl. Math., 14, 876—921 (1966). 


和 144 。 


星 中 的 每 一 个 恒星 的 运动 .我们 必须 以 某 种 集体 方式 ， 也 下 二 光 
统计 摘 述 方式 去 研究 它们 . 

为 简单 起 砚 ,我 们 考虑 恒星 质量 相同 的 理想 情况 . (关于 这 一 
理想 化 的 正确 性 的 讨论 必须 留 给 这 方面 的 专著 去 完成 , ) 既 然 一 个 
下 年 的 运动 是 由 它 的 位 置 和 速度 决定 的 ， 因 而 我 们 考虑 在 一 给 定 
的 位 置 和 速度 范围 中 的 恒星 数目 。 为 了 作出 精确 的 数学 表述 ， 我 
和 把 位 置 坐 标 和 速度 坐标 合 在 一 起 ,引进 六 维 (x，7y，z3 u,v，, tw) 
站 相 空 间 ， 我 们 这 样 来 定义 时 刻 上 在 这 一 相 空间 中 的 恒星 的 相 空 
日 数 密 度 或 分 布 滔 数 g(x，y，z; u，v，w; 1)， 使 得 p(x，y， 
z; UV， WwW; 1) drdydzdudvdw 给 出 了 这 样 的 一 些 恒星 的 数目 . 它 
们 了 的 三 维 空间 坐标 分 别处 在 (x， + 十 dx )， (y, y 十 dy )， (sz，z 十 
dz) 这 一 范围 中 ,而 三 个 速度 分 量 落 在 (wu,w 十 ia)，(z zy 十 dz)， 
(w，w 十 dw) 这 一 范围 中 。 这 样 ,分 布 函 数 少 就 给 出 了 任何 时 刻 
恒星 体系 的 一 个 完备 描述 ?: 为 了 描写 动力 学 过 程 ,我 们 必须 邯 虑 
这 一 分 布 限 数 随 着 时 间 的 变化 ， 

恒星 质量 密度 p(x，y，、z，、!) 可 用 分 布 水 数 册 表示 出 : 


吧 


| gC, 人 SS, Hs 1s 到 / 1 ) dudvadu’, (1) 


p(x， ys2, 1 ) 一 1 水 | 


一 和 


式 中 mx 是 单个 恒星 的 质量 。 这 一 方程 仅仅 表示 为 了 得 出 总 的 
质量 密度 ,我 们 必须 把 具有 各 种 速度 的 所 有 恒 量 的 质量 加 起 来 . 

每 一 恒星 是 在 所 有 其 它 恒星 的 总 引力 场 中 运动 着 。 除 去 恒星 
之 间 的 切 近 磁 撞 ? 之 外 ,一 个 恒星 的 单独 运动 基本 上 只 受到 物质 的 
弥漫 分 布 ( 其 密度 由 (1) 式 给 出 ) 所 产生 的 引力 场 的 作用 。 这 种 引 
力 场 由 引力 势 V(x，y, z, 1) 的 负 梯 度 给 出 ，V(x，y, 2,7) 与 密 
度 2 之 间 的 关系 式 为 


1) 根据 13.1 及 1.5 两 节 中 的 材料 ,读者 便 能 了 解 我 们 所 以 采用 分 布 范 数 风 , 是 四 
为 就 星系 范围 而 言 , 星 际 距 离 是 小 的 ,但 是 两 次 磁 撞 之 间 的 典型 距离 则 不 小 . 

2) 关 于 切 近 碰撞 需 作 专门 处 理 ， 然 而 在 现在 讨论 的 问题 中 ， 它 们 的 净 效 应 是 可 以 
忽略 的 。 参阅 S. Chandrasekhar, Principles of Stellar Dynamics (New 
York: Dover, 1960) 
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区 (Cx，》。，g， f ) | 
=- 一 C | - p(xo, Yos Los tIAxod yod zo ， (2) 
MV (x 一 xz) 十 (y yo 十 (2 一 0 


此 处 G 是 万 有 引力 常数 (G = 6.7 Xx 107cgs 单位 )。 


这 样 , 每 个 恒星 的 运动 方程 可 以 写作 
dx dy dz 
— ==#, = 2), =— ts 
at dat di 
Mu 67 dv ,oOV dw .OV (3) 
di Or dt Oy dt Oz 


进而 再 考虑 到 质量 守恒 以 及 假定 不 存在 页 撞 ， 便 可 断言 : 相 空 间 
茶 一 部 分 中 的 质量 增加 必定 是 由 穿 过 该 部 分 的 边界 的 物质 硫 所 引 
起 的 。 正 如 练习 14.1.12 或 14.1.13 所 证 明 的 那样 ,这 党 味 看 : 
吕 + 4 他 + 如 + 全 
(+r) (4) 
: Or Ou Oy Ov Oz Ow 

注意 ,引力 场 一 VV 是 通过 (1) 与 (2) 式 与 分 布 图 数 由 联系 起 来 
的 ,因而 (4) 式 括号 中 的 各 项 是 的 二 次 型 ;也 就 是 说 ,如 果 以 oy 
《a 为 常数 ) 代替 %， 那 么 相当 于 在 这 些 项 前 面 乘 以 一 个 因子 x.， 
因此 (4) 式 是 一 个 非 线性 方程 . 

单个 恒星 运动 所 遵循 的 方程 (37, 与 所 有 恒星 集体 运动 所 遵循 
的 方程 (4) 之 间 存 在 着 密切 的 关系 。 用 偏 微分 方程 理论 的 语言 来 
说 ,方程 组 (3) 是 描述 方程 (4) 的 特征 曲线 的 ， 

倘若 知道 了 几 , 由 于 利用 (1) 与 (2) 式 可 以 算出 引力 势 , 因 而 根 


据 (4) 式 便 可 求 出 任何 时 刻 的 4. 所 以 从 发 展 的 眼光 来 看 ,一 旦 


给 定 了 某 一 时 刻 的 网 ， 可 以 认为 (47 式 充 分 描述 了 其 后 的 重 星 体 
系 。 要 想 对 上 述说 法 从 数学 理论 上 给 予 证 明 , 就 要 困难 多 了 ,尤其 
是 当 我 们 提出 像 稳定 性 这 类 问题 的 时 候 。 所谓 稳定 性 ， 指 的 是 如 
果 稍 微 改 变 一 下 最 初 给 定 的 分 布 函数 ， 那 么 解 的 变化 是 否 们 是 伺 


TO ， 


一 一 


小 的 ? 这 类 问题 往往 不 能 严格 解决 ; 但 是 应 用 数学 家 仍然 必须 把 
他 的 工作 进行 下 去 ， 当 然 ， 除 了 诉 诸 于 他 所 希望 的 但 不 是 现存 的 
数学 定理 之 外 ,他 还 要 作 另 外 的 仔细 考虑 ,从 而 对 于 他 的 工作 是 有 
意义 的 这 一 点 他 必须 有 相当 把 握 , 


模 趣 银 慢 的 恒星 分 布 


作为 应 用 上 述 方 程 组 的 一 个 比较 简单 但 是 真实 的 例子 ， 让 我 
们 游 忠 横越 银 盘 的 恒 旦 分布。 这 一 同 题 至 今 沿 未 完全 解决 ， 在 我 
们 银河 系 太 阳 的 附近 ， 看 来 存在 着 “物质 失落 ”.? 下面 给 出 的 解 ， 
通 肖 是 作为 检验 观察 结果 的 主要 基础 的 ， 

银 盘 的 半径 达 10 干 秒 差距 (一 10’ 秘 差距 ), 但 其 厚度 仅 有 600 
秒 差 距 。 因 市 在 极 好 和 的 近似 程度 上 ， 我 们 可 以 把 银河 系 在 垂 耻 十 
银 盘 方向 上 的 变化 看 作 是 十 分 局 部 的 .我 们 把 这 一 三 直方 同 取 作 
z 加 ,把 盘 心 取 为 x 一 0。 那么 在 稳 态 情况 下 ， 风 一 x，w)， 而 


(4) 式 变 为 

oF 0V op 

Oz Oz Hw " (5a) 
可 以 证 明 (16.1 节 ), 位 势 VC(z) 满足 泊 松 微分 方程 

2 一 4xGp(g), | (5b) 


现在 ， 我 们 集中 考虑 〈5a) 与 (5b》 两 式 所 提出 的 这 一 确定 
的 数学 问题 (对 于 解 的 某 些 附加 要 求 也 将 在 下 面谈 到 )。 将 分 两 步 
去 处 理 这 些 方程 

对 于 方程 (5a)， 可 以 采用 一 阶 偏 微分 方程 的 拉 格 斋月 的 标 
准 求 积 法 求解 。 让 我 们 简单 地 回忆 一 下 这 一 方法 的 要 反 ， 

对 于 下 列 形式 的 偏 敏 分 方程 


1) 机 如 参阅 ,Relativity and Astrophysics, Vol 1 CProvideuce, R. L: America 
Mathematical Societry，1967》 中 工 Woltzer 的 论文 
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P(z, wy pb) OE + Os, wb) OL 一 Rs， ws Pp), (6a) 
Oz Ow 


了 这 格 朗 日 的 特征 线 方法 是 以 下 列 特征 方程 为 基础 的 ， 
到 下. (6b) 


令 大 (gz，mw， 几 ) 一 ci 与 f(z, wD) = 0 为 (6b) 式 所 包含 的 任 
何 两 个 互相 独立 的 常 微分 方程 的 解 . 《此 处 c: 与 c; 是 常量 .) 于 是 
可 以 证 明基 和 天 便 确定 了 满足 (6a) 的 饮 数 w。 因此 记 与 所 给 
出 了 《6a ) 式 扩 描述 的 现象 的 常量 或 积分 . 曲面 f= a, f= 
的 交 线 便 是 特征 曲线 . 

(6a) 式 的 通 解 为 

F(f,, f) = 0. 
在 我 们 所 讨论 的 情况 下 ，R 二 0， 因 而 一 个 积分 关系 式 昨 
一 ci [这 显然 是 (5a) 式 的 一 个 解 ]。 第 二 个 特征 方程 为 


dz dw 7 
w —0V/0z 7) 

马上 全 可 得 到 它 的 积分 起 为 
w+ Vs) =—E, (8) 


此 处 E 是 一 个 常量 , 它 给 出 了 每 一 单位 恒星 质量 的 总 能 量 ， 因而 
(5a) 式 的 通 解 为 

5 一 KB) 一 /| w? 十 VC) |. (9) 

(9) 式 的 一 种 特殊 形式 与 观察 到 的 速度 的 高 斯 分 布 是 吻合 的 . 


我 们 应 取 
1(E) 一 doc “， (10) 


其 中 4, 与 8 是 合适 的 常数 。 常数 是 由 速度 分 布 确定 的 。 而 且 
把 (1) 式 化 为 一 维 形式 之 后 ,4 必定 通过 下 式 与 局 域 密度 联系 了 


i) 把 这 些 话 稍 作 推广 便 可 证 明 (3) 式 便 征 (4) 式 的 特征 曲线 。 这 一 点 已 在 前 面 讲 


s 1 。 


起 来: 


p= mx | _ wav. (11 
事实 上 ,我 们 求 得 的 密度 分 布 晨 下 列 形式 : 
pf(z) 一 pc ®'*), (12 ) 


其 中 po 是 了 7(z) 一 0 处 的 密度 ,在 * 一 0 处 , 即 银 盘 中 心 ， 我 们 
把 V(g) 取 作 入 .?" 量 po 与 do 及 1 的 关系 为 


Zr 
po 一 Aom Bf: (13) 


以 (12) 式 为 基础 ,可 以 通过 观察 来 确定 po，(12) 陈 是 从 (5a 
式 推 得 的 ,并 未 用 到 泊 松 方程 (3b)， 从 (12) 式 可 以 定 出 Cs , 由 
此 也 可 求 得 它 的 二 阶 徽 商 为 
aV_ 1 工 41nf(2 
de p 了 (2) (14) 
应 用 (10) 式 ,可 以 从 恒星 的 速度 分 布 中 定 出 8, 并 且 通 过 观察 
还 能 得 到 单位 体积 内 的 恒星 数目 (正比 于 p)， 这 样 便 可 计算 出 表 
达 式 (14)。 而 且 对 于 任何 种 类 的 恒星 ”我 们 部 可 以 这 样 做 ， 因而 
把 (14) 与 (5b) 两 式 合并 之 后 ,我 们 有 可 能 确定 恒星 的 总 质量 .前 
已 说 过 , 现 有 的 知识 显示 出 相当 大 的 偏差 。 按照 这 一 动力 学 方法 
所 确定 的 质量 比 直 接 观 察 所 确定 的 质量 约 大 1.7 借 ， 
方程 (5b)〉 还 未 考虑 。 为 了 作出 完整 的 分 析 , 尚 须 求 解 方 程 
SE 一 4zGooe -re (15) 


为 此 ,两 边 乘 以 4V /dz ， 再 进行 积分 就 行 了 ;不 过 疝 要 规定 


了 一 和 一 0, 在 z 一 0 处， (16) 
2 中 


”1) 由 于 位 势 的 梯度 才 是 有 意义 的 ， 因 市 只 能 把 位 势 确定 到 差 一 附加 常数 的 程 
度 


2) 根据 恒星 光谱 线 的 观察 恒星 可 以 分 为 若干 不 同 的 种 类 。 这 些 种 类 从 根本 上 说 
来 相应 于 不 同性 质 (诸如 质量 .组 分 以 及 年 代 等 ) 的 恒星 ， 
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这 是 由 于 在 银 盘 中 心 ， 引 力也 等 于 零 . 这 样 使 可 芝 不 困难 地 证 现 
密 插 的 分 布 最 终 呈 下 列 形式 (练习 1): 


上 一 sech? 二 ， (17) 
Po 20 
其 中 ~0 为 z 
zi ~— (2xrGpoB) (18) 


从 我 们 的 理论 分 析 中 可 以 得 到 些 什么 > 最 楼 紧 的 是 着 po 值 
的 理论 与 观察 之 间 存 在 着 偏差 .天 真 的 读者 可 能 以 为 这 种 偏差 证 
明了 我 们 的 分 析 设 有 什么 价值 。 但 是 事实 恰恰 相反 .实验 结 林 与 
一 种 似乎 合理 的 理论 之 闻 大 体 一 致 的 话 ， 就 会 有 基本 上 相符 的 结 
果 . 但 是 它们 之 间 产 生 了 不 一 致 ， 这 就 意味 着 还 有 比 我 们 眼睛 观 
察 到 的 更 多 的 东西 。 黑体 字 排 印 的 这 一 名 话 跟 这 儿 有 加 倍 的 天 
系 、 因 为 预言 的 质量 超过 了 观察 到 的 质量 ,这 是 由 于 必定 还 有 某 些 
未 兽 看 到 的 物质 存在 . 主要 的 两 种 猜测 认为 多 余 的 质量 或 者 是 由 
氧 分 子 或 者 是 由 了 瞳 星 提供 的 。 直 至 本 书写 作 之 时 ， 还 没有 分 辨 出 
这 些 物 质 ， 


星系 螺旋 的 密度 波 理 论 

除了 上 面 所 讲 的 以 外 ,要 对 恒星 体系 作出 更 进一步 的 分 析 , 这 
就 超出 本 书 范 围 了 、 然 而 ， 我 们 将 在 这 儿 简 短 地 报道 一 下 以 恒 插 
动力 学 和 气体 动力 学 为 基础 的 星系 螺旋 理论 方面 的 某 些 新 进展 ， 
以 此 作为 数学 分 析 威 力 的 男 一 例子 ， 

星系 光亮 的 旋 璧 是 由 年 轻 的 大 质量 恒星 构成 的 ， 大 家 知道 ， 
这 些 大 质量 恒星 在 星系 内 层 比 在 外 层 要 转 得 快 些 . 如 采 旋 惕 是 
“物质 的 , 亦 即 如 果 总 是 由 同样 的 恒星 组 成 的 话 ,那么 我 们 必 秆 会 
陷入 著名 的 “ 虹 曲 迷 径 ”(Winding dilemma) 之 中 . 对 于 鳃 5 引 曼 施 
构 样 2 而 言 , 旋 臂 越 嫌 越 紧 ， 不 过 ， 哈 勃 的 分 类 不 单 是 根据 刀 曲 的 


1)》 如 果 螺 旋 构 样 在 恒星 旋转 方向 的 尾部 是 断 开 的 "那么 称 为 “ 虎 引 的 ”(trailing)。 
反之 称 为 * 导 引 的 >” 《leading)。 由 于 差 动 旋转 的 效应 、 导 引 的 物质 嵌 旋 构 样 将 
会 是 松 锋 的 ， 
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图 1.2 哈 勃 《Hubble) 与 德 . 沃 库 勒 尔 斯 (de Vaucouleurs) 星 
系 分 类 方案 的 总 图 . (海尔 天 文 台 提 供 照 片 .) 

紧 度 作出 的 ,而 且 同 样 还 要 考虑 其 它 物理 参量 。 此 外 ,这 些 物 理 参 

量 不 可 能 像 物质 旋 臂 的 几何 形状 那样 变化 得 那么 快 . 因而 ,我 们 

必须 接受 这 样 的 假设 , 即 螺旋 构 样 是 准 定形 的 《quasi-permanent). 

二 十 世纪 二 十 年 代 , 瑞 典 天 文学 家 Bertil Lindblad 提出 ,在 恒 
星体 系 中 存在 着 “密度 波 ”, 这 是 观察 到 的 螺旋 结构 的 产生 原因 .由 
于 恒星 自 引力 〈Self-gravitation) 作用 ,存在 着 周期 性 的 暂时 集中 ， 
定性 地 说 ,它们 眼 声波 相似 ,但 这 两 种 情况 所 涉及 的 物理 机 人 制 是 不 
辣 的 。Lindblad 对 这 些 恒 星 的 集体 行为 并 未 作出 任何 详细 的 数学 
分 析 . 因而 他 对 密度 波 只 能 作出 一 般 的 揣测 ， 其 中 难免 有 不 正确 
“的 地 方 。 因 而 他 的 思想 在 很 长 时 期 中 未 被 大 家 所 接受 。 

二 十 世纪 六 十 年 代 ， 林 家 轴 和 Frank H. Shu 使 密度 波 理论 
获得 了 新 生 。 他 们 成 功 地 计算 了 银河 系 的 一 种 螺旋 结构 , 跟 观 察 
结果 符合 得 很 好 。 这 一 方法 还 被 应 用 于 其 它 星 系 ， 推 出 了 其 它 若 
干 观 察 结果 ,并 跟 天 文 资料 作 了 核对 。 (参阅 图 1.3.) 关于 这 一 理 
论 铺 况 的 总 结 报告 ， 可 以 参考 在 国际 天 文 协 会 的 第 十 四 届 全 会 上 
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图 1.3 这 是 与 摩 画 相 同 的 一 张 照片 ,不 过 加 上 了 一 些 曲线 , 用 以 标 
记 册 D. 3$，、Mathewson，P。C，van der Kruit, 与 W. N. Brouw 
观察 到 的 同步 加 速 疾 发 射 的 峰 人 入 和 位置， 曲线 与 尘埃 经 迹 相 符合 ,这 
是 有 利于 星系 螺旋 的 密度 波 理 论 的 强 有 力 的 明证 。 本 图 得 到 了 许 
可 :是 从 Astron,，ana Astrophys. 17，468 《1972) 上 复制 下 来 的 ， 
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的 B. J. Bok 与 林家 谢 所 作 的 全 会 报告 .了 这 里 ,只 要 注意 到 下 太 
一 点 便 已 足够 了 : 密度 疲 的 理论 研究 提出 了 富有 挑战 性 的 数学 | 
题 . 事实 上 ， 这些 数学 问题 是 与 研究 电磁 等 离子 体 中 的 波动 时 所 
碰 到 的 数学 问题 是 相 类 似 的 . (与 此 相似 ,一 个 恒星 体系 可 以 称 作 
是 “引力 等 离子 体 ”.) 因 而 ， 溉 了解 星 系 就 需要 对 一 些 上 为 准 解 的 
一 类 问题 作出 广泛 的 数学 分 析 . 同 时 ,这 对 于 在 其 它 重 要 问题 中 有 
用 的 某 些 数学 方法 和 理论 的 研究 ,也 有 促进 作用 . 


练 习 
1. (a) 推导 出 穿越 银 盘 的 恒星 密度 分 布 的 关系 式 (17)。 试 画 岂 
了 略图， 
(b) 求 得 引力 势 的 分 布 : 
V(z) 一 4xGpoz? ln cosh—. (19) 


(c) 求 出 “远离 银河 平面 处 的 引力 场 。 讨 论 一 下 远 的 合 义 
是 什么 ? 
1.3 粘 昔 阿 杀 巴 的 聚集 


我 们 在 本 节 中 要 建立 一 个 数学 模型 ， 以 描述 粘 菌 阿 米 巴 的 聚 
芋 ， 忆 而 我 们 对 近来 发生 移 学 肥 关注 的 一 个 现 家 全 有 了 卫 和 了 

, 《发 育 生物 学 包括 胚胎 学 ,后 者 研究 单个 细胞 如 何 发 育成 一 个 
喇 录 的 县 胎 的， 但 也 包括 那 种 还 不 能 说 成 胚胎 的 较 简 单 的 有 机 体 
的 发 育 过 程 . ) 我 们 首先 介绍 一 些 粘 菌 阿 米 巴 方面 的 事实 ， 这 是 我 
们 数学 模型 的 依据 . 


关于 粘 菌 阿 米 巴 的 一 些 事实 ? 
我 们 先 来 描述 处 于 孢子 阶段 的 粘 菌 阿 米 巴 的 生命 循环 ， 此 时 


1) 发 表 在 Highlights of Aitronomy, Vol II. (Dordrecht, Holland: D. Reidel 
Pubtishing Company，1971)。 关于 螺旋 结构 的 一 般 知识 ,包括 对 于 密度 波 理 
论 的 描述 ,可 以 参阅 B. J Bok 在 dmer. Scientist 60, 708 一 22 (1972) 上 
的 论文 “Updating Galactic Spiral Strancture”. 

2)“ 哲 学 无 不 以 对 现象 的 认识 为 依据 ,不 过 要 想 从 这 种 认识 中 得 到 好 处 ， 就 绝对 必 
第 成 为 一 个 数学 家 ” 丹尼尔 ， 伯 和 努 利 . 转 引 自 CG. Truesdell, Essuys in the 
History of Mecianics (New York: “nrninger. 1968) 一 书 的 p. 318, 


ep 
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每 个 阿 米 巴 在 保护 层 中 整 伏 着 ， 在 顺利 的 条 件 下 ， 一 个 阿 米 巴 便 
从 它 的 孢子 中 钻 出 来 。 阿 米 巴 是 一 种 形状 不 定 的 单 细胞 有 机 体 ， 
大 小 约 为 10 微米 ( 即 10 习 厘米 ) 数 量 级 , 它 依靠 伸 开 伪 足 ( 它 自 己 
的 可 伸缩 的 部 分 ) 蠕 动 . 

阿 米 巴 性 喜 污 物 或 类 便 ， 它们 吞噬 细菌 为 食 ， 是 地 球 食物 链 中 
的 重要 一 环 。 如 果 食 物 丰 富 ， 阿 米 巴 便 不 断 吞食 ， 通 过 有 丝 分 列 
(分 裂 为 二 ) 的 方式 繁殖 起 来 。 如 果 食 物耗 尽 了 ， 那 么 它 就 处 于 一 
个 分 裂 间 期 (interphase period)， 无 规则 地 并 且 有 点 儿 虚 弱 地 蠕动 
着 ,或 多 或 少 地 遍布 在 一 块 对 它 有 利 的 地 方 。 在 这 一 时 期 中 ,食物 
供应 的 中 断 促使 阿 米 巴 产生 了 某 种 变化 。 这 种 内 部 变化 的 细节 还 
不 清楚 ,但 是 可 以 毫 不 困难 地 观察 到 它 所 引起 的 惊人 的 外 部 现象 
几 小 时 后 , 阿 米 巴 开始 聚集 到 若干 集中 点 上 。 典型 之 处 在 于 ?: 其 
分 布 多 少 是 有 规则 的 ， 相距 几 百 微米 《参看 雇 页 上 的 照片 。 图 

给 出 一 个 关于 聚集 开始 时 是 什么 样子 的 观念 ,这 是 在 细胞 密度 
以 低 的 情况 之 下 .) 

聚集 过 程 完成 之 后 ,已 经 集中 于 一 点 (在 实验 室 的 实验 中 ， 集 
中 点 的 数目 从 几 个 到 200,000 个 ) 的 阿 米 巴 形 成 了 一 个 多 细胞 的 
聚集 体 ， 虽 然 在 这 一 聚集 体 中 ， 以 前 自由 生活 着 的 阿 米 巴 仍 保持 
着 它们 的 细胞 壁 , 但 是 这 一 聚集 体 以 整体 的 方式 蠕动 。 然 后 , 这 一 
聚集 体 停 住 了 ， 并 且 紧 起 一 根 囊 柄 ， 圳 柄 了 顶端 有 一 个 装 孢子 的 圆 
球 。 至 此 ,完成 了 一 个 循环 . 

造成 阿 米 巴 有 组 织 聚 集 的 原因 何在 ? 这 是 一 个 重要 问题 ， 因 
为 "有 目的 ”的 运动 在 发 育 过 程 中 是 常常 出 现 的 。 在 一 个 发 育 着 的 
有 机 体内 部 进行 这 种 运动 是 相当 难以 观察 到 的 ， 而 粘 菌 阿 米 巴 的 
细胞 愿意 在 实验 盘 中 表演 一 番 , 使 我 们 易于 观察 它们 ,还 可 以 用 它 
们 做 实验 ， 

已 经 发 现 ， 阿 米 巴 喜欢 朝 着 由 它 自已 分 这 的 一 种 化 学 物质 的 


1) 细胞 构成 的 粘 质 型 有 好 几 种 ， 不 同 种 类 的 特性 各 不 相同 【参阅 本 TT. Bonner 
The Celliuiar Siime Molads 一 节 j， 我 们 所 描述 的 是 研究 得 最 多 的 一 种 ， 邵 
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图 1.4 阿 米 巴 刚 开始 聚集 时 的 布 居 。 图 中 以 一 条 100 微米 的 线段 作为 标尺 
《B. Shatfer 供 贸 ) 


浓度 较 高 的 地 方 电动 ， 对 于 某 些 种 类 而 言 ， 这 种 诱饵 物 最 近 已 被 
证 认为 环 状 的 3, 5' 腺 - 磷 《AMP)*， 这 是 一 种 具有 许多 重要 生物 
功能 的 化 学 物质 ，( 由 于 E. W. Sutherland 的 工作 阐明 了 环 状 
AMP 的 某 些 作用 ， 因 而 他 荣获 了 1971 年 诺 贝尔 奖金 的 医学 奖 . ) 
并 卫 还 知道 在 一 定量 的 诱饵 物 中 加 进 一 点 儿 某 种 物质， 它 便 失 效 
了 . 这 一 点 归 之 于 能 够 改变 AMP 的 特性 的 一 种 酶 的 活性 . 

大 体 说 来 ， 阿 米 巴 是 由 于 它们 朝 着 诱饵 物 浓度 高 的 地 方 蠕动 
而 聚集 的 但是， 开始 里 动 的 时 刻 是 由 什么 决定 的 呢 ? 聚集 中 心 
的 间距 由 什么 决定 的 ?我们 能 否定 量 地 描述 这 一 过 程 ? 为 了 回答 
这 类 问题 ,就 需要 一 个 数学 模型 。 我 们 着 手 建立 一 个 可 以 合理 地 

* 通常 记 作 cAMP, 这 儿 的 符 与 AMP 的 含义 中 并 未 包括 “ 环 状 一 - 词 一 一 译 肴 竺 ， 
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假定 它 与 这 一 现象 有 关 的 最 简单 的 数学 模型 2， 如 若 这 一 模型 前 
分 析 对 读者 起 了 鼓励 作用 ,那么 读者 以 后 可 作 详 细 钴 醋 . 为 此 ,可 
以 参阅 刚才 所 5 的 文章 以 及 后 来 在 该 杂志 上 接连 发 表 的 许多 作者 
的 文章 . 


数学 模型 的 表述 


由 于 阿 米 巴 之 间 的 距离 小 于 聚集 中 心 之 间 的 典型 距离 ， 因 而 
我 们 采用 连续 介质 模型 。 假定 聚集 过 程 发生 在 〈*，,y) 平面 上 . 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 各 种 量 在 7 方向 没有 变化 ,而 只 需要 考虑 * 
方向 的 变化 。 练习 3 表明 这 种 单 维 假定 完全 不 影响 定 物 的 本 质 ， 
但 能 使 解释 变 得 更 为 容易 ， 

令 ua(*，1) 表示 时 刻 t、 位 于 x 处、 单位 面积 上 的 阿 米 巴 数 
目 . 状 虑 位 于 0 夺 * 所 to 二 Ax 区 域 中 的 阿 米 巴 ,此 处 Ax 为 任意 
一 个 数 《不必 是 小 的 )， 现在 我 们 写 出 这 一 区 域 中 的 普遍 平衡 定 
律 ; 这 一 定律 说 的 是 : < 的 数目 在 区 域 中 的 净 变 化 事 等 于 字 过 区 
域 边界 的 的 流量 再 加 上 这 一 区 域 中 «的 净 产 生 率 ”在 现在 的 情 
况 下 ,a 指 的 是 阿 米 巴 ,而 阿 米 巴 的 净 产 生 率 等 于 出 生 率 减 去 死亡 
率 。 不 过 平衡 定律 是 “普遍 的 ”， 它 可 以 应 用 于 任何 一 种 物质 。 因 
为 一 个 区 域 中 的 物质 除了 产生 出 来 的 或 穿 过 区 域 边界 流 进 去 之 
外 ,怎么 还 能 通过 其 它 方式 增加 呢 ? 

为 了 进行 下 去 ， 我 们 必须 定义 通 量 密度 / (x ,, !)， 这 个 量 
给 出 a 通过 直线 + 一 x， 上 的 单位 长 度 的 净 穿 透 率 ， 如 果 朝 着 * 
增加 的 方向 穿 过 的 阿 米 巴 多 于 朝 着 x 减 小 的 方向 穿 过 的 阿 米 巴 的 
话 ,那么 把 定义 为 正 的 。 再 令 8(x, 1) 为 单位 面积 中 a 的 净 产 
生 率 . 那么 就 可 写 出 所 需 的 平衡 定律 了 。 考虑 图 1.5 中 的 长 方 
形 , 便 得 


9 xotAx 

By a(x, t)dx = J(xo, 1) — J(x0 + Ax,1) 
-to 

1) 这 些 持 料 肾 自 E. F. Keljer 与 L、A. Segel 的 一 篇 论文 , 参 J.theoret. Bial 


26, 349- 415 (1970), 
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Xo Xo + Ax 


图 1.” 往 沿 着 yy 不 发 生变 化 的 情况 下 ,平衡 定律 (G3) 研究 了 
长 度 为 人 A+、 宽 度 为 1 的 一 个 长 方形 中 的 质量 变化 率 。 


图 1 .5 《2) 式 定义 的 函数 和 下 的 一 种 可 能 曲线 ， 对 于 s>>0, 图 象 给 出 负 值 ,这 是 
因为 如 果 阿 米 巴 的 密度 在 x 越 大 的 地 方 越 高 的 话 ,那么 通 量 应 是 向 左 ( 负 ) 的 ， 
对 于 * < 0 的 情况 * 可 作 类 侯 的 解释 . 


二 人 “0Gr par (1) 
宜 用 积分 中 值 定理 (附录 13.2 ) 把 上 式 改 写 为 
3 [aCxis Az] = Jx0, 2) — Jro t+ Ar, 7) 


十 CO(Cx2， 1 )Ax; 
Xo 和 ro 十 Ar, vo 和 ro 十 人 YX， (2) 


+ 27 * 


肉 边 除 以 Axr 以 后 取 Ax 一 0 的 极限 ， 便 得 到 微分 形式 的 普遍 平 
衡 定 律 : 


Oa(m3 1) Oxo 1) 4 oC, 1), x 任意 (3) 
0! Ox 


在 阿 米 巴 的 情况 下 ,由 于 食物 中 断 ， 可 以 不 考虑 再 生 , 因 为 儿 
平 不 再 有 阿 米 巴 产生 了 。 也 可 以 不 海上 蕊 死亡 ， 因 为 在 我 们 芳 虑 的 
时 间 间 隔 中 , 死 得 很 少 ， 放 到 
0 三 0., (4) 
为 了 得 到 通 量 密度 / 的 表达 式 ， 计 我们 先 孝 虑 不 存在 诱饵 物 
的 情形 ， 此 时 ， 阿 米 巴 几乎 作 无 规则 的 运动 。 由 于 这 种 扩散 类 
型 ”的 运动 ， 密 集 的 阿 米 巴 将 趋 回 于 散 开 。 这 就 存在 一 种 无 规 流 
J,， 使 阿 米 巴 从 浓度 高 的 区 域 流 问 浓度 低 的 区 域 。 * 处 的 通 量 大 
小 似乎 依赖 于 x 与 邻近 氮 之 间 的 浓度 益 。 我 们 用 9a/6x 来 表征 
上 述 浓度 差 (这 是 最 简单 的 选择 ), 并 假定 


J(x, 1) =F |， (5) 


玉 是 其 一 亢 数 . 当 4 三 前 数 时 ， 了 一 0。 一 一 这 是 因为 在 无 规 运 
动 的 情况 下 ， 问 左 运 动 的 阿 米 巴 跟 向 右 运 动 的 一 般 多 .在 这 一 情 


况 下 ， 2 = 0， 因 而 根据 (5) 式 ,唯一 明智 的 假定 是 


0 

F(0) 一 0. 《6) 

这 样 ,F 的 图 象 必须 具有 图 1.6 所 示 的 形状 。 对 于 足够 小 的 * 值 ， 

我 们 可 以 把 图 象 近似 为 一 条 直线 。 命 直线 的 斜率 为 一 4*, 我 们 便 
得 到 关于 FF 的 最 简单 的 合理 假定 FG) 一 一 pw; 即 


J,(xs 1) =—. 全。 (7) 


~ 
把 (3)《4) 与 (7) 式 合并 起 来 ,我 们 便 人 得 


Oa © Oa 
0 (po). 8 
Of Or 3 (8) 
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方程 (8) 是 扩散 方程 ,将 在 第 三 章 开始 时 再 作 详 细 研 究 。 这 一 
方程 道 常 用 来 擎 写 无 规 运 动 的 任何 粒子 体系 的 浓度 变化 ， 空 气 中 
的 烟 粒 即 是 一 例 〈 参 第 三 章 )。 常数 决定 了 无 规 运动 的 急剧 程 
度 ,通常 称 作 扩 散 率 ， 这 里 我 们 把 称 作 游 动 性 《motility)。 这 个 
生物 学 名 词 通常 只 在 定性 描述 中 运用 ,这 样 便 有 精确 的 含义 了 ， 

方程 (8) 是 在 假定 不 存在 诱饵 物 的 情况 下 推 得 的 ， 再 考虑 到 
趋 药 性 〈chemotaxis)， 这 是 由 化 学 浓度 的 变化 所 引起 的 定向 运动 ， 
我 们 在 (7) 式 的 J, 中 加 进 一 附 加 项 J.。 令 plx, 1!) 为 诱饵 物 的 密 
度 . 象 前 面 那 样 进行 论证 ,我 们 就 从 最 初 假定 J 是 诱饵 物 梯 度 
8p/6x 的 函数 得 到 至 少 在 小 梯度 值 下 Jj. 正比 于 诱饵 物 梯 度 的 假设 . 
如 果 阿 米 巴 密度 大 两 倍 ,而 梯度 值 固定 的 话 ,那么 净 通 量 密度 亦 应 
大 两 倍 。 因 而 比例 因子 应 该 是 4 的 倍数 。 我们 便 得 到 如 下 假设 : 


J = Xa——. (9) 


因子 xX 是 趋 药性 强度 的 量度 . 注意 : 与 (7) 式 相反 ,(9) 式 中 不 存 
在 一 个 负 号 . 这 是 因为 阿 米 巴 倾 网 于 朝 着 遂 饵 物 浓 度 局 的 地 方 运 
动 ( 并 且 背 着 阿 米 巴 浓度 高 的 地 方 运动 )。 

假定 (3) 式 中 的 总 通 量 7 是 无 规 贡献 部 分 J, 与 趋 药 页 献 部 分 
J 之 和 ,这 就 得 到 关于 阿 米 巴 密度 变化 的 最 后 方程: 


Oa © ( Oa ae ) 
0 (po — xa re). 
O! Ox Ox | Dr (10) 


我 们 把 4 与 + 取 为 正 的 常数 。 考 虑 到 可 能 会 出 现 的 和 X 随 ?的 
变化 是 并 不 困难 的 ， 不 过 这 仅仅 使 得 以 后 分 析 中 的 某 些 细 市 有 所 
改变 而 已 [练习 2(a)] .注意 ,即使 4 与 X 为 常数 ,(10) 式 也 售 有 一 
(平方 ) 非 线性 项 Xe(8po/18x)， 因 为 此 项 跟 两 个 未 知 国 数 < 与 
9p/9zx 的 乘积 成 正比 。 [这 一 平方 非 线性 也 出 现在 我 们 关于 星系 
结构 的 研究 之 中 一 一 与 方程 (2,4) 后 面 的 讨论 作 一 比较 ]。 一般 说 
来 , 非 线性 项 使 得 数学 分 析 变 得 更 为 困难 ,因而 更 富有 挑战 性 ， 昌 
值得 付出 更 大 的 努力 . 

我 们 还 需要 一 个 关于 诱饵 物 密度 ? 的 方程 。 它 与 普遍 形式 
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(3 ) 一 样 : 


0 Oj, 

8 本 -ot 二 
(下 标 “a” 表 示 诱 饵 物 . ) 象 (7) 式 一 样 ,诱饵 物 分 子 的 无 规 运动 也 
是 洁 通 量 正 比 于 梯度 来 人 莫 写 的 : 

0 
j=—D Be- 

由 于 阿 米 巴 产生 分 泌 物 的 结果 , 净 产 生 项 0。 具有 正 的 贡献 f。。 此 
处 f 是 单位 阿 米 巴 密度 的 分 泌 率 ， 诱饵 物 活 性 的 衰减 是 怎样 的 
呢 。 如 在 放射 性 或 某 些 自发 过 程 中 那样 。 我 们 把 衰减 率 取 作 与 诱 
饵 物 的 存量 成 正比 ,比例 常数 为 +、 这样, 9, 二 fo 一 hp, 所 要 求 
得 的 9p/8: 的 方程 为 


Do 一 Op 
Em kp B22? (11) 


关于 两 个 未 知 函 数 ax， 1) 村 p(X, t) 的 假 微 分 方程 (10) 与 
(11) 给 出 了 我 们 所 处 理 的 问题 的 基本 表述 ， 


精确 解 ， 均 习 态 


可 以 十 分 容 多 地 找到 方程 (10) 与 (11) 的 一 个 准确 解 ， 这 是 
均匀 态 : 
a=a pp (12) 
a 与 m 为 弟 量 。[ 当 (12) 式 成 立时 ,我 们 称 系 统 处 于 均匀 访 . ] 把 
(12) 式 代入 (10) 与 (11) 式 之 后 ,我 们 发 现 ,如 果 : 
fa = kpo (13) 
那么 (12) 式 确实 是 一 个 解 ， 
等 式 (13) 在 物理 土 是 合理 的 ,因为 它 表 示 了 在 均匀 态 中 诱饵 
1) 如 前 记述， 实际 上 衰减 是 由 了 梅 的 作用 引起 的 。 如 果 采 用 米 凯 立 斯 - 孟 坦 动力 学 


(第 十 章 )， 本 把 & 取 作 4 的 某 一 范 数 。 但 是 这 并 个 影响 分 析 过 程 的 雪 点 [练习 
2(b)]. 
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萄 的 分 沁 率 必定 被 衰减 率 恰 好 抵消 
把 于 集 的 开始 当 作 失 稳 问题 来 分 析 


我 们 把 均匀 态 看 作 是 聚集 前 的 分 裂 期 间 。 阿 米 巴 和 诱饵 物 的 
密度 难免 有 小 扰动 ,这 种 小 扰动 的 增长 造成 了 均匀 态 购 仆 坏 ,我 们 
用 它 来 摹 写 聚集 的 开始 .也 就 是 说 ， 我 们 把 素 集 的 开始 看 作 是 均 
习 态 的 茶 种 失 稳 ， 关 于 失 稳 的 研究 构成 了 应 用 数学 的 一 个 经 典 部 
分 ( 参 11.1 与 15.2 节 )。 可 以 认为 ,由 于 在 分 裂 期 间 中 表征 阿 米 巴 
性 质 的 诸 种 参数 w&, xX 以 及 f 有 了 变化 , 才 出 现 了 失 稳 . 

失 稳 理论 的 基本 观念 是 这 样 的 : 假定 在 某 一 起 始 时 刻 ， 系 统 
的 状态 与 均匀 态 之 间 有 了 一 点 微小 的 抗 动 (例如 ,假定 阿 米 巴 发 生 
了 一 种 局 部 伐 聚 ,同时 诱饵 物 随 之 也 有 局 部 浓 集 . ) 随 着 时 间 的 推 
移 , 这 种 小 扰动 究竟 趋 于 消失 呢 , 还 是 变 得 更 加 厉害 ?在 前 一 种 情 
况 下 ,我 们 说 均匀 态 对 于 小 扰动 是 稳定 的 ,在 后 一 种 情况 下 ， 就 说 
是 不 稳定 的 。 由 于 扰动 是 不 可 避免 的 ， 所 以 不 稳定 态 是 观察 不 到 
的 。 在 失 稳 情 形 下 ,情况 会 进展 ,所 以 均匀 态 会 被 某 一 其 他 状态 所 
代 竺 ， 

为 了 作 称 定性 分 析 , 我 们 引信 变量 wa 与 p', 其 定义 为 

af(r， 1 ) 一 ao 十 a'(x, 1 ) ， p(X， 1:)= p+ p(x, t ) (14) 
例如 ,此 处 a 二 a 一 a。， 它 是 偏离 均匀 性 的 量度 ; 因而 可 以 把 它 
看 作 是 阿 米 巴 密度 中 的 扰动 . 

为 了 求 得 a 与 o 的 方程 ,我 们 把 (14) 式 代 人 (10) 式 与 (1) 式 

中 去 。 从 前 者 得 到 

Sk 0 -x|(o to) +o. oe|. (15) 
这 一 方程 是 非 线 性 的 ， 因 为 存在 着 二 次 项 a'(B’p'/8x) 与 (6a"/ 
Bx')(8p'/8x'). 我 们 将 假定 扰动 (及 其 微 商 ) 是 微小 的 ， 在 这 种 情 
沁 下 把 。 与 称 作 微 扰 ， 某 些 项 中 的 微 扰 是 二 次 的 , 另 一 些 项 中 
则 是 线性 的 . 《15) 式 中 两 个 小 项 的 乘积 比 之 仅 含 单个 微 扰 作用 的 
男 一 些 项 说 来 是 可 以 忽略 的 ,因而 消去 所 有 非 线 性 项 之 后 ,方程 便 
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线性 化 了 ， 作 为 (10) 式 的 线性 变 式 ,我 们 便 得 


Oa _ ,On yy, Op 

1 7 "Or \19) 
至 于 (11) 式 ,把 (14) 式 代入 后 运用 (13) 式 ,可 得 

op 一 ju 一 Op 

By fo Ap +D A ? (17) 


这 已 是 线性 的 了 . 
这 样 ,我 们 面临 一 对 常 系数 的 线性 偏 微分 方程 ， 我 们 猜 而 它 
们 有 如 下 形式 的 解 


a = Cisingxe’'’, p' = C,sin qre”', (18) 

此 处 Ci 与 Ca 为 稍 数 :。 倘 括 
(ao + pg Ci — Xaog C; 一 0， (19a) 
一 fC, 十 (十 8 十 D9)C: 一 0. (19b ) 


易于 看 出 [练习 1(a)] 的 确 存在 着 形 如 (18) 式 的 解 ,上 面 的 代数 方 

程 组 具有 平庸 解 Ci 二 C; 一 0. [从 (18) 式 可 以 看 出 ,这 仅仅 证 骨 

了 可 能 存在 着 微 扰 恒 等 于 零 的 准确 解 . ] 在 非 平 庸 解 的 情况 下 ， 系 
数 行列 式 必 须 为 零 .， 这 样 便 得 到 下 列 5 的 二 次 方程 : 
bo+ec=0; b+ (TD)g, 

c 二 pq9'(k 二 Dg) 一 Xaoj9 (20) 

可 以 证 明 上 述 二 次 方程 具有 实数 解 [ 练 习 1(b)]. 为 了 保证 稳定 性 ， 

两 个 根 必须 是 负 的 ,这 样 指 数 因 子 exp (ot) 便 使 微 扰 豆 减 ， 人 不 难 

证 明 ( 练 习 1), 稳定 性 的 充分 条 件 是 “> 0， 这 就 要 求 

Xaof 一 wk 十 Dg), 9 0. (21) 

由 (18) 式 可 知 , 2x/9 是 我 们 所 研究 的 微 扰 的 波长 ， 既 然 上 与 《是 

正 的 ,那么 (21) 式 右边 随 着 4 减 小 而 单调 下 降 , 直至 &\ 《的 下 确 

界 ， 因 而 ,波长 2x/9 越 长 , 微 扰 越 危险 [因为 (21) 式 越 容易 被 破 


1) 作出 娟 (18) 式 这 样 的 假设 的 原因 将 在 15.2 节 中 更 充分 地 加 以 讨论 。 在 这 儿 我 
们 要 提 到 :如 果 (18) 式 中 是 余弦 的 话 ， 其 结果 是 完全 一 样 的 (参阅 练习 3)， 运 
用 全 里 叶 分 析 ( 如 第 四 、 五 章 所 讨论 的 那 料 ) 道 过 把 正 约 解 半 加 起 来 可 以 得 到 页 
普遍 多 扰动 


® S22 。 


未]， 我 们 断定 ,只 要 
Xaf > 1， (22 ) 
LR 
便 可 能 是 失 稳 的 ,因为 此 时 在 9 值 充 分 小 的 范围 中 , (21) 式 不 成 
YJ. 


对 于 分 析 进 行 解释 


从 上 述 分 析 中 得 到 的 关于 聚集 的 看 法 阐述 如 下 。 在 分 裂 期 间 
的 早期 ,不 等 式 (22) 不 成 立 , 因 而 均匀 态 是 稳定 的 。 由 于 饥 俄 的 刺 
激 受 到 触发 之 后 ,各 种 参数 逐 浙 有 了 变化 。 最 终 (22) 式 得 以 满足 ， 
聚集 便 开 始 了 。 我 们 把 “聚集 领地 ”的 大 小 看 作 是 失 稳 的 波长 ; 上 
述 分 析 预 言 了 领地 的 大 小 在 一 定 意义 上 是 “十 分 大 的 ”. 

对 于 失 稳 判 据 (22) 式 可 作 如 下 解释 ， 假 设 阿 米 巴 和 诱饵 物 在 
某 些 点 上 有 了 浓 集 。 具有 游 动 性 & 的 阿 米 巴 作 无 规则 “扩散 ”， 使 
得 这 种 浓 集 趋 于 散 开 ,诱饵 物 的 衰减 (其 强度 以 《量度 ) 也 有 同样 
作用 . 较 大 的 上 与 《意味 着 维持 稳定 的 作用 较 强 ， 因 而 4 与 《的 
增加 意味 着 失 稳 判 所 (22 ) 式 更 加 难于 满足 ,这 是 合理 的 . 

与 此 相反 ,由 于 趋 药性 (强度 x), 诱饵 物 的 局 部 浓 集 趋向 于 使 
阿 米 巴 朝 着 浓 集 的 地 方 运动 。 阿 米 巴 的 浓 集 也 会 使 得 诱饵 物 的 浓 
度 增 加 ， 这 是 因为 有 了 高 度 局 部 浓 集 的 分 泌 源 ， 这 一 效应 的 强度 
是 以 aof 量度 的 。 这 就 解释 了 消除 稳定 作用 的 因子 of 与 X 出 现在 
(22) 式 分 子 中 的 原因 。 如 果 消 除 稳 定 的 作用 超过 了 稳定 的 作用 ， 
那么 失 稳 就 产生 了 . 

也 许 不 作 数 学 分 析 , 也 能 得 到 前 面 作出 的 关于 聚集 的 解释 . 然 
而 典型 之 处 在 于 ,只 有 通过 某 种 计算 之 后 ,看 来 才能 识别 现象 的 物 
理 本 质 。 另外, 判 据 (22) 是 一 个 能 够 进行 实验 检验 的 定量 结果 
尚未 作出 充分 的 定量 检验 ,但 是 已 经 观察 到 在 聚集 开始 的 时 候 , 趋 
药 灵敏 度 X 与 诱饵 物 分 泌 率 f 大 约 上 升 了 100 倍 。 正 如 我 们 在 星 
系 结构 中 讨论 的 那样 ， 未 来 的 定量 检验 可 能 会 暴露 出 认识 上 的 缺 
陷 , 这 在 定性 考 起 中 是 从 未 显示 出 来 的 。 
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上 述 分 析 是 根据 发 表 在 1970 年 理论 生物 学 杂志 上 的 一 篇 (前 
已 引 过 的 ) 论 文 作出 的 。 自 此 以 后 ,由 不 同 作 者 撰写 的 关于 粘 亢 阿 
米 巴 方面 的 若干 文章 已 经 发 表 在 上 述 杂 志 或 其 他 杂志 上 . 他们 处 
理 了 如 下 题材 : 〈i) 对 化 学 动力 学 过 程 作出 更 为 准确 的 模拟 ,因而 
对 前 面 所 预言 的 “十 分 大 的 领地 大 小 ” 作 了 可 能 的 改进 。 (当然 还 
讨论 了 其 它 问题 ); Gi) 如 雇 画 所 示 的 诊 集 的 趋 从 类 型 ;以 及 (iii) 
诱饵 物 脉 冲 式 分 泌 的 影响 和 忍耐 期 ， 进 一 步 的 工作 无 疑 是 考究 非 
线性 效应 的 . 关于 粘 菌 阿 米 巴 和 其 他 集体 趋 药 运动 方面 适合 于 数 
学 工作 者 阅读 的 两 篇 综述 文章 发 表 在 Some Marhematical Ouesitions 
in Biology, Vol IH (Providence, R. I.: American Maihematica!l Soci- 
cty，1972 )， 


练 习 


1. (a) 证 明 (19 ) 式 . 
(b) 证 明 二 次 方程 (20) 的 根 是 实 的 . 
(c) 证 明 : 当 旦 仅 当 上 与 < 都 是 正 数 的 话 ， 两 个 根 才 是 人 负 
的 . 
(d) 证 明 : 由 于 f,D, 与 X 为 正 , 所 以 如 果 c > 0， 则 2>0. 
由 此 推出 (21) 式 . 
2. 研究 一 下 ,出现 下列 情况 时 :分 析 过 程 有 何 更 改 . 
(a) 如 果 & 与 X 是 ?的 通 数 . 
(b) 如 果 训 与 f 是 P 的 函数 . 
3. 如 果 考 塌 到 二 维 的 变化 ,那么 支配 方程 (10) 与 《11) 式 为 下 式 所 
代替 : 
Oa 0 
3 — V(tVa— Xavp), 3 
假定 扰动 项 具有 sin (4x 十 47 十 9) 的 空间 依赖 关系 ， 此 处 
和， 9; 与 9 是 常数 ， 试 证 : 如果 9 一 4 十 4， 则 扰动 周期 
仍 是 2r/19 ,而 失 稳 条 件 仍 为 (22 ) 式 . 
4. 和 和 定义 为 Xaof/ 大 一 1 十 A， 且 假设 A 是 正 小 量 。， [参照 (22 ) 
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一 fa 一 Ap 十 DVp， 


式 . ] 忽略 入 的 高 次 项 , 找 出 二 次 方程 较 大 根 的 近似 值 ， 推 出 增长 
得 最 快 的 扰动 的 波长 近似 地 为 2r(2D/RA)。 


附录 1.1 天 于 应 用 数学 的 某 些 见解 


论 应 用 数学 的 特点 


我 … 把 应 用 数学 形容 为 连接 纯粹 数学 与 科学 技术 的 桥梁 我 
改 意 把 这 一 桥梁 描绘 成 是 连接 这 两 个 活动 领域 的 ， 而 不 是 从 一 个 
领域 通 向 另 一 领域 ,这 是 因为 桥梁 上 的 交通 是 双向 的 , 它 对 于 科学 
技术 的 重要 性 是 显而易见 的 ;但 是 , 它 对 于 纯粹 数学 的 重要 性 也 不 
亚 于 前 者 ， 如若 没有 来 之 于 应 用 的 刺激 ， 那 么 纯粹 数学 将 会 显得 
位 日 无 力 ， 
一 一 选 目 W. Prager 的 导 评 ”, 载 于 Quart, Appl. 
Math.30，1 一 9 (1972)， “关于 应 用 数学 未 来 的 讨 
论 会 专辑 
如 霖 入 们 要 根据 应 用 数学 家 对 于 数学 的 贡献 来 判断 他 们 功绩 
的 话 ， 那 么 就 象 是 根据 历史 学 家 对 于 历史 的 贡献 去 判断 他 们 的 功 
绩 ; 不 应 该 要 求 前 者 更 多 些 .他 们 都 把 很 多 创造 性 的 努力 花费 在 解 
祥 上 了 .对 于 初 看 起 来 极其 复杂 或 者 降 汲 难 解 的 许多 问题 ,试图 把 
数学 观念 用 在 它们 上 面 以 求 适 合 于 任何 一 种 样式 ， 这 对 大 多 数 人 
来 说 万 是 一 种 振奋 人 心 的 挑战 ;而 我 认为 ,这 正 是 应 用 数学 的 精 萃 . 
一 一 选 自 R. W. Brockett 的 “The Synthesis of 
Dynamical Systems , 同上 , pp. 41 一 50 
因而 这 里 有 三 个 计算 方面 的 课题 一 一 算法 的 复杂 性 、 运 算 系 
先 的 模型 建立 以 及 数据 结构 的 建立 ， 它 们 能 够 用 到 的 数学 都 比 现 
侍 已 经 用 到 的 多 得 多 ， 在 这 些 课题 中 所 需要 者 远 比 近似 分 析 这 类 
数学 工具 要 多 ,一 一 近似 分 析 在 物理 科学 中 已 取得 了 如 此 的 成 功 . 
然而 ,这 些 课题 将 成 为 广阔 的 用 武之 地 ,将 有 很 多 人 致力 于 它们 的 
工程 发 展 和 它们 的 应 用 一 一 这 一 用 武之 地 将 比 我 们 现在 已 经 开拓 
的 大 多 数 数学 领域 都 要 大 ， 我 以 为 ， 我 们 将 扩大 我 们 关于 什么 是 
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应 用 数学 的 观念 ,把 这 些 课 题 包括 在 其 中 . 
一 一 选 目 H. Cohen,“ Mathematical 
Applications, Computation, and Com- 
plexity 。 同上 ,pp. 109 一 121 
我 感到 ,应 该 从 动力 学 ”及 运算 ”的 角度 把 应 用 数学 ”定义 
为 将 数学 应 用 到 其 他 学 科 的 过 程 一 一 以 及 对 这 种 过 程 的 研究 .应 
用 数学 ” 即 是 应 用 数学 家 ”所 干 的 行当 ;而 应 用 数学 家 ”是 这 样 一 
些 人 ,他 们 走出 去 闻 其 他 学 科 中 试图 运用 数学 的 科学 家 进行 讨论 ， 
并 有 目 同 那些 对 学 科 本 身 已 有 充分 的 知识 、 能 够 从 更 深 的 层次 上 去 
理解 问题 的 科学 家 进行 讨论 ， 
一 一 选 自 P. Herman “Comments on the COSRIMS 
Report ， 载 于 Amer. Maih. Montihly. 517 一 21 
(1970 年 5 月 号 ) 
论 纯粹 数学 、 应 用 数学 以 及 理论 科学 之 间 的 关系 
我 认为 ,数学 观念 来 之 于 经 验 这 样 一 种 说 法 ,相对 来 说 很 接近 
于 真理 一 一 真理 是 太 复杂 了 ,我们 只 能 做 近似 …… 但 是 ,一 旦 这 些 
观念 被 构想 出 来 以 后 ,学 科 就 开始 了 它 固有 的 生命 ,而 且 可 以 把 它 
们 比拟 为 一 个 被 由 纯粹 美学 动机 所 狠 使 的 创造 工作 者 …[ 然 而 ] 当 
一 站 数学 学 科 远 离 了 它 的 经 验 源泉 … 就 会 产生 一 种 巨大 的 危机 ， 
即 学 科 会 沿 着 阻力 最 小 的 方向 发 展 ， 川 流 远 离 了 它 的 源头 ， 将 会 
分 离 成 一 复 簇 秆 小 的 支流 ， 因 而 学 科 就 会 成 为 一 推 无 组 织 的 繁琐 
细 币 ， 
一 一 选 自 John von Neumann, “The Mathematician ,， 
重新 刊载 于 World of Mathematics (New York: Simon 
& Schuster, 1956), p. 206]1 
应 用 数学 ”是 那些 自 户 为 “纯粹 ”数学 家 的 人 和 针对 那些 他 们 认 
为 是 不 纯粹 的 人 的 一 个 轻 藏 之 词 。 数学 过 去 是 、 现 在 是 而 且 永 远 
是 纯粹 的 数学 .“ 纯 粹 ”这 一 形容 词 力 是 多 余 的 ,数学 的 精 蕉 就 是 
一 种 抽象 ,这 是 靠 想象 创造 出 来 的 ， 是 经 过 严格 冶炼 成 的 ; 而 纯 
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粹 数学 "这 -一 名 词 乃 是 上 世纪 病态 的 创造 物 , 它 好 象 是 一 个 杀 父 办 
犯 一 一 否认 它 自己 是 从 人 类 知觉 中 产生 成 长 起 来 的 、 这 是 为 了 县 
命 高 雅 而 创造 出 来 的 一 个 名 词 . 
一 一 选 自 C. Truesdell “The Modern Spirit in 
Applied Mathematics ， 载 于 [CSU Rev. World 
Se. 6，195 一 205 (1964 ) 
数学 语言 适合 于 物理 定律 的 公式 化 ， 这 一 奇迹 乃 是 大 自然 给 
予 我 们 的 了 不 起 的 礼物 ， 对 此 我 们 既 不 理解 亦 非 受 之 应 得 。 我 们 
应 该 表示 感激 ,并 且 希 望 在 未 来 的 研究 中 它 仍然 保持 这 种 作用 ,不 
管 是 好 是 坏 , 不 管 是 我 们 感到 高 兴 或 者 迷惑 ,我 们 项 望 它 会 扩展 到 
其 他 广阔 的 知识 领域 中 去 ， 
一 一 选 自 E. P. Wigner “The Unreasonable 
Effectiveness of Mathematics in the Natural 
Sciences 。 载 于 Commun. Pure App!l. Math. 
13,1—14 (1960) 


论 应 用 数学 的 教学 与 实践 


数学 家 总 是 喜欢 把 他 们 的 思想 晶 品 表述 成 一 种 演绎 性 的 普遍 
理论 ,并且 把 个 别 数学 现象 降格 成 一 个 例子 . 而 昌 从 于 教条 形式 
的 读者 也 就 很 容易 接受 这 种 灌输 .然而 ， 活 生生 的 数学 的 发 展 源 
泉 是 自然 科学 中 这 样 的 一 些 特殊 问题 ,了 解 这 些 回 题 开 个 很 难 ,但 
是 要 求解 它们 是 很 困难 的 ,要 求 采用 具有 更 为 普遍 意义 的 新 方法 ，; 
只 有 了 解 了 这 一 宗旨 以 后 ,才能 摆脱 偏见 ， 
一 一 选 自 R. Courant 所 著 的 Dirichiet s 
Principle (New York: Wiley-Interscience, 
1950》 一 书 的 前 言 中 的 论点 
在 下 述 观 点 上 取得 了 完全 一 致 的 意见 ， 这 就 是 当今 的 数学 学 
生 没有 学 到 足够 的 应 用 知识 …… 而 且 也 一 致 同意 ， 一 个 数学 家 至 
少 应 该 熟悉 一 个 应 用 领域 ， 
一 选 自 国家 研究 委员 会 数学 科学 分 会 的 
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1970 一 1971 年 度 报告 ， 即 研究 生 与 博士 毕 
业 生 教育 委员 会 以 及 大 学 生 教 育 委 员 会 的 
联合 报告 

世界 正在 变 得 越 来 越 复杂 。 我 们 正在 迅速 地 陷入 一 种 不 堪 忍 
骂 的 、 甚 至 是 危险 的 境地 。… 数 学 是 唯一 的 学 科 , 它 宽广 得 足以 防 
止 这 一 点 。 不 是 实际 上 讲授 的 那 种 数学 ,而 是 所 有 应 用 领域 所 刺 
激发 展 起 来 的 一 门 新 数学 。 我们 必须 把 它 作 为 一 门 基 础 科学 来 讲 
授 , 它 给 人 以 必 不 可 少 的 思想 模式 和 工具 ,去 处 理 现实 世界 : 物理 
世界 以 及 人 类 创造 的 世界 ， 

一 一 选 自 A. Engel， 所 写 的 “The Relevance of 
Modern Fields of Applied Mathematics for Mathe- 
matical Education ， 载 于 Educ. Siudies Maih. 
2，257 一 69 (1969) 

在 数学 课 上 通常 讲授 的 都 是 问题 ， 然 而 对 于 这 些 同 题 是 从 何 
而 来 ， 以 及 答案 可 以 用 来 干什么 ， 这 方面 却 讲 得 不 多 了 。 据 我 们 
看 ,这 一 被 忽略 的 内 容 是 值得 讲授 的 。 这 对 于 那些 要 想 当 数 学 家 
的 学 生 尤 其 显得 重要 ， 因 为 它 会 向 他 们 解释 为 什么 电子 计算 机 并 
不 是 正在 使 数学 家 陷 人 失业 的 困境 。 这 对 于 那些 正在 希 研 数学 比 
重 较 大 的 科学 的 学 生 说 来 也 是 重要 的 ,因为 这 会 使 他 们 明白 ,电子 
计算 机 不 是 正在 剥夺 他 们 学 很 多 数学 的 特权 《或 许 有 人 把 它 视 作 
义务 )， 
z 一 一 选 自 R，Hooke 与 D. Shaffer 所 着 的 

Maih and Afier Math. (New York: Walker 
and Co. 1965) 一 书 的 第 4 页 

我 以 为 ， 作 为 试图 跨 人 应 用 领域 的 数学 家 ， 我 们 需要 茶 种 训 
练 。 你 所 需要 的 训练 是 ， 一旦 当 你 发 现 了 所 要 处 理 的 真正 有 关 的 
物理 现象 是 什么 以 后 ,就 能 够 解决 数学 问题 ,尔后 继续 去 寻找 新 的 
物理 现象. 

一 一 选 自 H. B. Keller “Symposium on Mathematical 
Professional Societies and Their Present Role” 中 的 论 
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去 ， 载 于 国家 研究 委员 会 数学 科学 分 会 的 1970 一 
1971 年 度 报告 ,第 50 一 51 页 

只 是 把 数学 的 外 表 洗 刷 得 雪亮 :但 不 深 和 问题 实质 的 广 苔 ， 在 
应 用 中 并 非 必 不 可 少 的 . 

一 一 选 自 U. Grenander 的 “Computational 
Probability and Statistics ”一 文 , 载 于 SIAM 
Rev. 15, 134—91 (1973) 

件 多 青年 数学 家 过 多 地 抱 这 样 的 态度 ， 他 们 总 是 去 找 出 【 科 
学 家 ] 正 在 说 的 话 中 有 哪些 是 错误 的 ， 而 不 是 看 到 哪些 是 对 的 ;而 
我 以 为 应 用 数学 的 一 个 重要 之 点 在 于 试图 对 于 那些 正确 的 东西 作 
出 一 后 理解 . 

-一 一 选 自 E, W，Montroll 的 “Education in Applied 
Mathematics” 一文 (SIAM 主办 的 一 次 会 议 的 文集 )， 
裁 于 SIAM. Rey、 9, 326 (1967) 

大 体 而 言 ;由 核心 数学 家 组 成 的 社团 已 经 作出 决定 ,它们 没有 
责任 提供 有 关 数 学 应 用 的 训练 ;同样 也 可 以 大 体 上 说 ,关于 方法 论 
方面 的 许多 训练 已 经 成 为 应 用 数学 社团 的 责任 了 。 重要 的 问题 
是 : 这 些 社 团 是 否 将 把 下 列 训练 纳入 自己 的 工作 ， 这 种 训练 可 以 
为 人 们 提供 启发 性 的 、\ 创 造 性 的 推理 ， 这 对 于 科学 、 技 术 以 及 最 终 
对 整个 社会 的 进步 是 必需 的 ; 或 者 它们 是 否 准 备 隐 退 到 一 种 与 世 
隔绝 的 偏见 之 中 ， 在 研究 和 训练 中 只 管 抽象 方面 ? 如 果 情 况 真 是 
如 此 的 话 ， 那 么 当代 以 及 可 能 以 下 几 代 的 学 生 将 会 几乎 得 不 到 在 
技术 、 科 学 、 环 境 修复 以 及 医学 发 展 中 所 需要 的 这 样 或 那样 的 训 
练 . 

我 们 的 会 议 冠 以 应 用 数学 的 未 来 "的 名 称 。 我 的 观点 是 ， 如 
若 在 回答 上 述 问题 时 ,我 们 选择 了 后 者 ,那么 应 用 数学 不 会 再 有 富 
有 生命 力 的 未 来 一 一 它 只 能 成 为 数学 的 一 个 葡 殖 力 很 差 的 犹 小 角 
落 ; 尽 管 这 门 学 科 正 处 于 辉 烛 时 期 ,可 它 已 经 人 口 过 剩 ， 不 可 能 如 
愿 以 偿 地 再 生育 了 . 但 是 ,如 果 我 们 作 前 一 神 选 择 , 也 就 是 在 它 的 
全 部 其 他 活动 中 ， 如 果 应 用 数学 社团 能 够 对 于 那些 恰好 处 十 定量 
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化 阶段 的 学 科 的 数学 化 作 由 创造 性 的 贡献， 如果 筷 们 热心 于 找 忠 
复 洒 现象 的 近似 模型 (从 而 虽然 镍 牲 了 组 小 的 精确 性 ,但 解释 起 米 
要 容易 些 ), 如果 它们 能 够 去 寻找 一 些 技 巧 ， 借以 可 以 更 加 容易 地 
知道 给 定数 学 模型 的 含义 ， 那 么 应 用 数学 家 将 会 把 一 直 延 续 至 今 
的 挑战 ,智力 成 就 ,对 社会 的 页 献 继 承 下 去 ,在 他 们 退休 深 前 ,他 们 
也 一 直 能 享受 主要 是 数学 家 和 物理 学 家 才 有 权 孚 受 的 那 种 乐趣 ， 
一 一 - 选 上 自 G. F. Carrier “Hauristic Reasoning in 
Applied Mathematics ,， 载 于 特辑 “Symposium on 
the Future of Applied Mathematics Quart. App!l. 
Mash. 30, 11—15 (1972) : 
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第 二 草 ”确定 性 系统 和 常 微 分 方程 


在 本 章 中 ,我 们 主要 以 质点 动力 学 为 例 ,说 明 应 用 数学 范围 之 
内 的 某 些 问 题 。 我 们 的 根本 目的 是 要 分 析 应 用 数学 处 理 问 题 的 过 
程 。 当 前 ,我 们 最 关心 的 事情 不 是 给 读者 扩充 知识 ;因而 全 面 说 明 
某 些 方法 将 留待 以 后 再 进行 . 

我 们 先 要 考察 -下 描述 行星 运动 的 开 普 勒 定律 与 牛顿 万 有 引 
力 定律 公式 体系 之 闻 的 关系 .行星 和 慧 星 的 轨道 是 用 相当 精巧 的 
方法 求 得 支配 方程 的 经 典 解 而 推算 出 来 的 。 不 过 ， 当 考虑 相对 论 
效应 时 。 想 去 求 出 精确 解 就 不 再 是 一 个 最 佳 方案 了 。 这 时 应 该 采 
用 扰动 法 ;另外 ,要 想 计 算 其 他 行星 对 于 某 一 行星 绕 日 轨道 的 比较 
小 的 影响 时 , 也 要 采用 扰动 法 . 

为 了 说 明 怎样 根据 一 定 的 需要 去 设计 实际 的 计算 步骤 ， 我 们 
相当 详细 地 讨论 了 扰动 理论 ， 大 体 说 来 ,借助 扰动 理论 ,可 以 算出 
一 个 小 扰动 对 于 某 一 已 知 状态 的 影响 。 巧妙 地 变更 扰动 理论 的 形 
式 ,往往 可 以 得 到 异常 有 价值 的 知识 。 但 是 ,指望 用 几 页 篇 幅 去 概 
括 这 些 内 容 ， 这 是 办 不 到 的 ;我 们 打算 在 本 卷 中 另 尽 章 节 加 以 介 
绍 ,而 本 章 仅 仅 起 到 初 示 端 倪 的 作用 。 

质点 动力 学 是 确定 性 过 程 的 一 个 例子 ,所 谓 确 定性 过 程 , 即 是 
只 要 给 出 有 关 这 种 过 程 目前 状态 的 足够 知识 ， 那 就 可 以 完全 确定 
它 的 未 来 。 无 论 是 要 详细 算出 这 种 过 程 的 结果 ， 还 是 仅仅 从 原理 
上 考察 一 下 ,总 会 磁 到 某 些 纯粹 的 数学 问题 。 因 而 在 本 章 未 尾 ,我 
们 将 讲述 并 证 明 某 些 有 关 定理 ， 这 就 是 常 微 分 方程 组 的 存在 性 定 
理 , 唯 一 性 定理 ,以 及 对 于 某 一 参数 的 连续 依赖 性 定理 ， 


2.1 行星 轨道 
字 定 浩瀚 无 殷 , 夜 空 群星 灿烂 ; 仰望 这 一 大 自然 的 壮丽 景象 ， 
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不 论 哪 一 时 代 的 人 们 老林 为 之 动情 ! ” 当 人 们 作 了 仔细 观测 以 

后 ， 他 们 发 现 有 些 “ 星 星 ” 是 漫游 者 一 一 叫做 行星 〈 在 希腊 文中 
riavjrns 一 漫游 者 ). 的 确 , 行星 轨道 的 记录 ， 构 成 了 科学 资料 中 
最 早 的 重要 积累 之 一 

在 中 国 的 第 一 部 通史 “史记 ?( 大 约 写 于 公元 前 二 世纪 ) 中 ， 有 
一 卷 记载 了 天 体 观测 结果 ， 当 时 认 出 了 五 个 行星 ， 并 已 知道 木星 
的 周期 几乎 恰好 是 1 12 年 。 这 是 波 特 定律 《Bode's law) 的 一 个 特 
例 5. 

在 西方 , 哥 白 尼 (1473 一 1543)、 第 谷 (1546 一 1601) 和 伽利略 
(1564 一 1642) 先 后 对 于 行星 运动 作 了 精密 观测 。 第 谷 所 收集 的 大 
量 观测 资料 商定 了 著名 的 开 普 勒 《1571 一 1630) 定律 的 基础 。 尔 
后 ,又 在 开 普 勒 定律 的 基础 上 ,牛顿 (1642 一 1727) 借助 于 当时 新 
发 明 的 微 积 分 发 现 了 万 有 引力 定律 
开 普 勒 定律 

开 普 勒 定律 的 原始 说 法 可 以 表述 如 下 : 

I. 行星 绕 日 运动 的 轨迹 是 一 椭 贺 ， 而 太阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦 
点 上 . . 

II.， 如 果 从 太阳 到 行星 画 一 和 拓 径 ,那么 这 一 舌 径 在 相同 时 间 内 
自 这 相等 的 面积 

， 绕 轨道 运行 一 周 的 时 间 ( 妈 周期 ) 的 平方 与 椭圆 长 轴 的 立 
ba 

1) 太阳 系 行星 图 的 半径 可 以 十 分 精确 地 用 公式 0.4 十 0.3X2* 以 天 文 单位 给 出 

对 于 水 星 \ 金 星 \ 地 球 , 火 星 , 小 行星 等 , # 值 分 别 为 一 0,0>1 ,2,…7,8. 辕 

二 性 和 海王 量 并 不 广 格 遵从 这 一 定律 ， 这 一 事实 大 概 嫉 示 着 莫 王 星 原先 是 海王 

2) 生 申 后 来 写 这 ‘ 开 普 勒 知道 ， 行星 轨 道 不 是 贺 形 而 是 卵 形 的 ,并且 徕 想 它 是 

椭圆 的 ， 这 种 说 法 是 正确 的 、 但 是 开 普 勒 的 猜想 不 是 随便 作出 的 。 这 一 猜想 

来 之 于 一 种 预感 ， 这 种 预感 是 当 他 面 对 忆 前 的 全 部 理论 和 第 合 的 新 数据 。 进行 

积极 探索 的 产物 ，” 

这 段 引 文摘 自 1972 年 3 月 号 Scientific American CVol. 226,p. 92) 上 CC. 


威尔逊 所 写 的 “ 开 善 勒 是 如 何 发 现 他 的 头 两 条 定律 的 ”一 文 . 威 尔 还 在 总 结 中 
进一步 作出 如 下 评论 : 
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我 们 采用 以 太阳 为 原 扣 的 极 坐 标 《r , 6) 进行 数学 表述 ， 我 
们 把 有 所 有 的 行星 其 至 太阳 本 身 都 当 作 质 后 来 处 理 . (注意 ,这 是 进 
行 数学 表述 时 所 作 的 一 种 近似 或 理想 化 ， 这 种 近似 是 合理 的 ， 央 
为 太阳 的 半径 比 太阳 到 行星 的 距离 要 小 得 多 。) 如 朵 用 表示 天 


径 在 单位 时 间 内 扫 过 面积 的 二 倍 。{ 并 像 牛 顿 那样 ， 我 们 宜 用 符 


号 .代表 -和 ) 那么 开 普 勒 第 二 定律 便 可 表述 为 : 在 行星 的 轨道 
上 ,rzt)，9(z) 有 如 下 关系 : [人 参 练 习 1(aj)] 

"0 = h， 六 是 请 数 ， (1) 
为 了 对 这 个 结果 作出 一 个 简单 有 益 的 解释 ， 我 们 5| 进 负 卡 尔 坐 标 
(x、，y)。 这样 可 把 (1) 式 写作 : 


Xxy— yt = 有 h, (2) 
再 对 + 进行 微 商 ，, 便 得 : 
x — y= 0, (3) 
如 果 我 们 定义 和 天 量 ?Y 和 ss 为 
tr 一 Xi 十 7 8 一 一 7 十 zx]， (4) 


那么 rs 一 0, 这 就 是 说 s 垂直 于 位 置 矢量 ?Y。 但 根据 (3) 式 ， 
r,s 一 0。 因而 ?在 r 方 加 上 。 这 就 是 说 ， 如 果 “ 等 面积 ”结论 成 
立 , 那 么 行星 的 加 速度 总 是 指向 (或 缘 向 ) 太 阳 的 ,如 若 把 上 述 推理 
步 又 倒 过 来 做 ,就 能 证 明 : 把 结论 反 过 来 讲 , 也 是 正确 的 . 

从 这 里 我 们 学 到 了 一 操 东 西 ， 这 就 是 数学 结果 的 解释 与 它们 
的 表述 形式 有 很 大 的 关系 。 尽 管 方程 (1) 和 (3) 是 等 价 的 ,但 它们 
使 我 们 借助 完全 不 同 的 解释 和 看 法 ,看 到 了 同一 现象 的 不 同 侧面 . 
此 外 疝 须 广 意 运算 技巧 的 重要 性 ， 


“不 过 ,他 ( 开 普 勒 ) 的 全 部 推理 的 基础 是 他 最 早 所 觉察 到 的 速度 与 距离 之 
旧 反 比 关系 的 重要 性 ， 这 一 反比 关系 力 是 一 种 有 朝 一 日 会 导致 角 动量 守恒 定律 
的 先兆 , 正 是 十 述 预感 ， 引 导 开 普 勒 通过 长 达 900 页 的 计算 得 到 了 比 已 有 的 任 
何 理论 部 时 优越 的 一 个 行星 理 沦 ，… 搬 开机 遇 与 幸运 不 说 ， 开 普 勒 取 得 成 功 的 
归于 是 : 他 认为 事物 是 可 知 的 那 种 信念 ; 他 对 事业 的 献身 精神 ， 这 促使 他 作 了 
四 年 时 间 的 推理 和 计算 ;最 后 一 点 是 ,他 最 初 得 到 的 预感 的 正确 性 , 以 及 借助 于 
这 种 正确 颈 感 从 事物 的 于 头 万 绪 中 理 出 头绪 的 能 力 . ” 
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开 普 勒 第 -- 定 律 告 诉 我 们 ,可 以 用 简单 的 公式 
p 
和 1 十 ecos0 (5) 
描述 行星 的 轨道 ， 式 中 请 > 0, 0 二。 二 1]。 上 式 便 是 长 半 轴 为 
p/(1 一 ec 的 椭 贺 方程 的 标准 形式 . 稍 加 运算 { 参 练习 2(a)], 便 
可 证 明 , 径 向 加 速度 为 
a = F710 = 一 (6) 
pr 
因此 ,加 速度 反比 于 径 向 距离 的 平方 请 注意 ,我 们 在 这 里 一 扩 也 
设 有 涉及 天 体 之 间 的 作用 力 。[ 像 (6) 式 那样 的 陈述 ,仅仅 描述 运 
动 的 几何 符 性 ,或 者 说 它 是 由 几何 特性 得 到 的 ,因而 人 们 把 这 样 的 
陈述 称 为 运动 学 的 陈述 。] 
晤 和 是 个 别 行星 的 特征 .利用 开交 勒 第 三 定律 、 可 以 证 
明 比 值 如 /p 对 所 有 行星 者 是 相同 的 [ 参 练习 2(b)]， 因 而 对 于 行 
星 的 运动 ,就 有 


kK 
dr EF (7) 


式 中 太 是 一 个 普 适 常数 . 


万 有 引力 定律 


根据 开 普 勒 定律 ， 我 们 推 得 了 所 有 行星 的 加 速度 遵从 平方 反 
比 定律 ， 其 比例 常数 相同 ， 和 牛顿 反 上 述 结果 跟 他 的 第 二 运动 定律 
合并 起 来 ,并 且 假 定 选 加 原理 (也 就 是 两 个 太阳 的 作用 是 单个 太阳 
作用 的 两 倍 ) 成 立 ,从 而 推 得 了 万 有 引力 定律 的 现 有 形式 : 


GMm 
F,—— (8) 


式 中 F, 是 两 个 相距 ?+ 的 点 质量 M 与 m 之 间作 用 力 的 大 小 ;G 是 一 
个 普 适 常数 ,作用 力 是 吸引 力 ， 

说 洛 优美 的 数学 处 理 令 人 人 惊异， 尤其 是 当 把 这 种 理论 与 宛 长 
之 昧 的 观察 结果 相 比 较 时 ,更 是 如 此 . 不 过 ,如 若 没 有 这 种 完 长 乏 
际 的 观 紧 结果 ,能够 想到 这 一 强 有 力 的 定律 吗 ? 显然 这 是 不 可 能 
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的 。 另 外 ,如 著 没 有 当时 新 发 明 的 微 积分 技巧 ,也 不 可 能 作出 所 需 
的 计算 . 

万 有 引力 定律 确实 是 自然 定律 中 最 卓越 的 定律 之 一 ， 它 为 什 
么 是 普 适 的 呢 ? 它 的 宪 次 为 何 恰好 等 于 2? 更 加 突出 的 是 ， 根 据 
广义 相对 论 ,这 样 一 个 优美 的 原理 可 以 被 另 一 原理 所 代替 , 它 更 为 
深 广 ,并 且 假 若 不 是 更 加 优美 的 话 ， 至 少 也 是 同等 优美 。 因 而 ,可 
饼 毫 不 夸张 地 说 ,上 帝 是 一 个 数学 家 ! 

从 演算 角度 我 们 看 到 ,为 了 达到 我 们 的 结论 ,必须 自始至终 记 
住所 得 结果 的 物理 解释 ,并 且 要 有 十 分 纯熟 的 运算 技巧 

从 万 有 引力 定律 的 历史 中 ,还 可 以 得 到 另 一 教训 , 即 进一步 证 
明 需 要 有 恰当 的 观念 ， 并 且 精 通 数学 技巧 。 牛顿 把 他 的 定律 应 用 
到 月 球 绕 地 球 的 运动 上 ， 并 把 月 球 上 的 加 速度 眼 地 面 上 一 个 物体 
的 加 速度 (可 以 直接 观测 ) 相 比较 ， 以 此 来 检验 他 的 定律 ， 如 果 不 
知道 连续 分 布 在 一 个 球体 内 的 物质 的 引力 势 的 话 ， 就 不 可 能 作出 
这 一 比较 ， 现 在 大 家 都 知道 ， 这 种 物质 分 布 所 产生 的 引力 吸引 作 
用 与 物质 集中 于 球 心 所 产生 的 引力 吸引 作用 是 等 价 的 。 牛顿 未 能 
一 开始 就 证 明 这 一 点 ,因而 使 他 推迟 了 大 约 20 年 才 发 表 了 上 述 比 
较 结果 . 


人 凤 问 题 : 行星 与 车 坚 的 轨道 


我 们 从 牛顿 定律 (8 ) 或 者 运动 学 定律 (6) 出 发 ,试问 行星 是 如 
何 运 动 的 。 我 们 发 现 : ”Qi) 我 们 能 够 求解 微分 方程 而 得 到 满意 的 
答案 ; (ii) 并 不 是 所 有 轨道 都 呈 李 圆 ， 某 些 轨道 呈 双 曲线 ， 另 一 
些 轨道 呈 抛 物 线 一 一 大 自然 提供 了 这 样 的 例子 ,就 是 在 星 轨 道 . 正 
如 我 们 即将 看 到 的 那样 ,求解 有 关 的 微分 方程 ,需要 相当 好 的 运算 
技巧 ， 
数学 器 题 的 表述 便 是 求 出 下 列 两 个 二 阶 微 分 方程 的 周期 轨 
道 : 
dr ‘gd0\° GM 
i (a (9a) 
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1 2 / ,4d0. 
.r= 0, (9b 
”ar | 2 ) 9b) 


式 中 左边 的 表 式 是 极 坐 标 系 中 的 加 速度 分 量 (a,, so6)， 为 了 求 得 
行星 运动 的 罗 道 ,必须 对 (9) 式 进 行 积分 , 以 求 得 一 对 函数 +(1)， 
6()。 看 来 没有 直接 的 解析 方法 完成 这 一 任务 。( 可 以 应 用 数值 
积分 法 做 到 这 一 点 ， 但 是 势必 不 能 了 解 和 洞察 问题 . ) 摆 脱 这 一 轩 
难 的 灵巧 方法 是 寻求 > = (6) 形式 的 轨道 。 即 便 如 此 ,下 面 我 们 
将 会 看 到 ,为 了 求解 最 后 的 微分 方程 ,也 还 要 作 一 巧妙 的 变换 . 

可 以 把 方程 (9b) 积分 一 次 ,得 到 r 间 一 h, 是 一 常数 。 (76 
这 一 物理 量 叫做 运动 常数 或 运动 积分 )。 这 样 , 重 新 又 得 到 了 等 面 
积 定 律 (1)， 现 在 ;我们 可 以 利用 (1) 式 把 (9a) 式 中 对 于 时 间 的 微 
商用 对 于 角度 变量 9 的 微 商 来 蔡 代 了 。 所 得 的 方程 仍 很 复 落 ， 不 
过 引 人 和 变量 


= 
之 后 , 便 可 把 它 简 化 。 这 样 做 了 以 后 ,我 们 得 到 
du GM 
0 十 天 一 一 pi (10) 
(10) 式 的 通 解 为 [习题 3 (bj)] 
«= “GMI[I -+ ecos(0 — 0,)], (11) 


式 中 <。 与 90, 是 积分 常数 . 

(11) 式 的 解 对 于 8 是 周期 性 的 ， 不 过 不 是 所 有 的 轨道 都 具有 
周期 性 。 当 。 二 1 时 ,(11) 式 便 是 所 观察 到 的 椭 贺 轨道 .但 是 当 < 
> 1 时 ,对 于 6 的 某 些 值 , x 可 以 为 零 , 因 而 行星 会 跑 到 无 穷 远 去 ; 
这 时 轨道 是 双 曲 型 的 。 在 临界 情形 。 = 二 1 时 , 便 得 到 抛物 型 轨道 . 
积分 常数 9, 是 不 重要 的 , 因为 它 仅 仅 表明 对 称 轴 的 取 值 为 6。 


根据 广义 相对 论 来 得 的 行星 轨道 
当 我 们 按照 广义 相对 论 考虑 生 顿 力学 的 修正 时 ， 可 以 证 明 行 

星 轨道 方程 (10) 变 为 下 列 形式 : 
du um CM (+ et), (12) 


式 中 8 是 一 小 参量 (这 里 仍 未 计 及 其 他 行星 的 影 啊 )。 由 于 这 一 方 
程 对 于 x 是 非 线 性 的 ,对 它 进 行 积 分 便 更 为 困难 . 然而, 末 用 椭 敬 
函数 仍然 可 以 做 到 这 一 点 ， 为 了 求 得 形式 上 更 加 方便 的 解 ， 将 用 
“扰动 理论 ?来 处 理 这 一 问题 。 这 一 理论 所 依据 的 事实 是 ， 一 个 级 
分 方程 的 解 连续 地 依赖 于 一 个 连续 地 进入 这 一 微分 方程 的 参量 . 
(我 们 即将 进一步 讨论 这 些 问题 。) 在 现在 的 情形 下 : 当 一 0 有 时， 
这 一 方程 的 解 是 已 知 的 。 由 于 * 是 连续 依赖 于 8 的， 内 而 把 8 一 
0 的 解 作 一 适当 修正 , 便 能 得 到 小 的 解 ， 

采用 扰动 理论 求 得 的 结果 表明 ,轨道 仍然 十 分 接近 一 个 椭圆 ， 
日 是 经 过 一 个 周期 之 后 ， 近 日 点 《最 接近 太阳 的 拟 ) 有 一 个 值 为 
2rgo 的 进 动 。( 求 得 这 一 结果 的 一 种 方法 在 2.2 节 中 给 出 ，) 观 
察 到 这 一 进 动 构成 了 广义 相对 论 的 主要 实验 验证 之 一 ”。 


关于 方法 选择 的 侠 论 

采用 详细 的 数值 积分 法 或 者 用 椭圆 函数 来 考察 (12) 式 的 解 ， 
同样 也 能 得 到 进 动 。 然 而 ,就 其 形式 的 明显 性 而 言 , 哪 一 种 方法 都 
不 如 扰动 理论 ， 而 且 在 这 一 情况 下 , 后 者 也 是 极其 准确 的 。 在 另 
一 些 情况 下 ,借助 于 近代 计算 机 去 分 析 一 个 表述 得 很 好 的 问题 , 通 
常 能 够 得 出 比 近似 分 析 法 更 加 准确 的 数值 结果 ， 然 而 要 想 从 大 量 
数值 资料 中 抽出 有 用 的 普遍 知识 ,通常 是 困难 的 ,除非 人 们 已 经 通 
过 普遍 的 分 析 研 究 洞察 了 问题 。 不 过 从 另 一 方面 看 来 ， 探 索性 的 
数值 研究 有 时 成 为 成 功 的 分 析 工 作 的 一 种 极其 宝贵 的 先导 .因而 
把 各 类 方法 得 当地 使 用 实在 是 最 为 重要 的 . 


NM 个 粒子 : 一 个 确定 性 的 体系 
现在 让 变 们 来 考虑 在 引力 作用 之 下 的 NN 个 粒子 组 成 的 一 个 体 


1) 方程 (12) 已 由 K. 史 瓦 西 导出 。 关于 相对 论 性 近日 点 的 进 动 方面 的 实验 与 理 
论 的 比较 现状 如 下 。 对 于 水 星 而 言 , 效 应 最 显著 (每 百年 是 43 骂 秒 ), 观察 结果 
与 爱 因 斯 坦 理 论 相符 ， 但 是 目前 尚 有 争议 , 因为 太阳 有 可 能 是 扁平 的 ， 这 也 许 
就 为 替代 爱 因 斯 坦 理论 留 下 了 余地 ， 请 参阅 KNerdrvedt,，“ 引 力 理论 : 天 二 
太阳 系 实验 的 经 验 现状 “，Screzce 178，1157 一 1164(1972) 
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系 ; 例 如 ,由 太阳 及 九 大 行星 组 成 的 太阳 系 。 令 粒子 c 的 位 置 矢量 
利 速 度 矢量 分 别 表 作 re 和 ve(ac 一 1, 2,，.……，N). 这 样 ， 第 < 个 
柱子 所 遵循 的 运动 方程 为 

1IuF。 一 下 c=1,2,...,N, (13) 
其 中 


F, = D2, Fos; (14) 
Ba 


这 也 就 是 由 所 有 其 他 粒子 所 产生 的 作用 在 第 @ 个 粒子 上 的 力 Fos 
的 合力 .按照 牛顿 定律 , 即 是 


Gmo 
Fs = 一 一 一 和- (ro TY rg) 一 上 (15) 
| r。 本 re| 


它们 仅仅 依赖 于 粒子 的 位 置 坐标 。 在 另外 的 物理 条 件 下 ， 可 能 存 
在 着 一 种 外 力 场 或 力 , 它 们 或 许 也 依赖 于 粒子 的 速度 (例如 当 粒 子 
是 市 电 的 ;而 且 存 在 有 一 个 主导 磁场 时 )。 不 过 ,一 般 说 来 ;没有 真 
正 依赖 于 粒子 加 速度 的 力 . 

因而 我 们 有 

F,= F(t, rs, Vi) a, ,Y= 1, 2, ..., WN, (16) 

在 这 种 最 普遍 的 情况 下 ,我们 仍 可 把 运动 方程 (13) 写成 一 个 一 阶 
微分 方程 组 : : 
dv。 
at 
a, 8,7y =1,2,...,N. (17a, b) 
我 们 有 6N 个 变量 (rs。, Ve); xc 一 1，…，N。 我 们 希望 一 旦 给 
定 了 所 有 粒子 在 任何 时 刻 的 瞬时 位 置 和 速度 ， 束 可 以 确定 这 一 体 
系 其 后 的 行为 。 从 数学 上 说 来 ,这 意味 着 如 采 在 下 列 条 件 

t= 1 Hr = re Ve VO oe=m1,2,..., N (18) 
下 去 解 出 方程 (17) 的 话 , 它 的 解 应 该 是 很 好 确定 的 了 。 上 述 条 件 
h 做 初始 条 件 ， 而 我 们 刚才 所 提出 的 问题 叫做 一 个 党 微分 方程 组 
的 初 值 问 题 ， 

事实 上 ,正如 我 们 将 在 2.3 市 中 做 到 的 那样 ,可 以 证 朋 初 值 间 
题 具 有 一 个 唯一 确定 的 解 ， 这 一 下 明基 有 深远 的 后 此 ， 因 为 它 使 
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dr , 
oy = ce 人 (ty rpg, Vi), 了 一 Ves 


得 某 些 哲学 家 建立 了 确定 性 的 宇宙 观 。 如 果 根 据 任 一 瞬间 的 构造 
能 唯一 地 确定 宇宙 的 演化 ， 那 么 就 可 以 讨论 一 下 “自由 意志 ”还 有 
什么 置身 的 余地 呢 ? ? 

不 过 ,从 实用 观点 (而 不 是 哲学 观点 ) 看 来 ,现在 的 存在 性 和 唯 
一 性 理论 也 是 重要 的 。 计算 机 的 出 现 希望 在 作出 大 量 计算 之 前 ， 
兢 保 一 个 问题 得 以 精确 地 表述 . 至 少 在 计算 机 发 展 的 现 阶 段 ,我 
们 不 能 指望 机 器 去 检测 原始 表述 中 的 困难 ， 尔 后 再 提出 适当 修改 
的 建议 ， 实 际 上 , 常 要 用 试探 法 ,因为 要 想 证 明 全 部 所 需 的 定理 这 
是 不 可 能 的 。 不 过 ,有 经 验 的 意见 要 比 推测 更 优越 ,而 且 从 实用 观 
点 看 来 ,在 缺乏 严 客 指引 路 线 的 情况 下 ,运用 切实 判断 的 能 力 或 许 
是 一 个 应 用 数学 家 最 宝贵 的 财富 之 一 . 


线性 


我 们 对 于 线性 作 一 简介 ,作为 本 节 的 结束 ,以 便 保 证 对 于 一 个 
重要 概念 作出 理解 . 我们 将 以 微分 方程 组 为 例 来 说 明 这 一 概念 . 

如 条 xs) 一 ax 十 2，a 与 2 为 前 数 ， 那 么 7 一 1(%) 的 图 形 
是 一 直线 ， 由 于 这 一 原因 , f 称 作 一 个 线性 函数 . 当 上 一 0 时 , 函 
数 称 为 齐 次 的 ;否则 是 非 齐 次 的 . 

线性 齐 次 函数 《〈 常 称 线性 的 ) 具有 特别 简单 的 性 质 。 如 果 
L(x) 一 aox， 则 

L(x 二 2)= L(x) Lr), Llcer) = cL(x), (19a,b) 
或 者 等 价 地 有 ， 

Leoni tt cr) = cL ) + cL(x,) (20) 

此 处 cs 和 c; 是 任意 基数 ; x 与 x; 是 4 的 任意 值 . 

令 x(z) 是 一 个 4 个 元 素 的 列 和 拓 量 (nw x 1 矩阵 ), 依赖 于 标 
量 /，。 定 义 一 个 具有 矢量 数值 的 函数 L(x》 如 下 


L(x)= 2 A.x (21) 
dt 


| 


1) 无 需 多 说 ， 我 们 仅仅 触及 了 哲学 立场 的 表面 情 次 ,我 们 不 想 进一步 去 退 究 这 一 
问题 . 
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此 处 的 微 商 正如 通常 那样 是 对 分 量 逐 一 进行 的 ,并且 此 处 的 全 一 
ALz) 是 一 个 x xz 年 阵 , 它 与 工 相 乘 ， 注 意 信 不 依赖 于 区 . 
疯 数 上 也 具有 线性 . 因为 如 果 x 与 y 是 任意 的 (可 微 ) 和 拓 量 
因数 ,并 且 o 是 一 标量 (通常 是 一 实数 ), 那 么 
| _LCx + y) 一 L(xz) 二 LI)， Lax) =—oL(x). | 
(22a, b) 
臣 们 也 有 〈20) 式 的 类 似 等 式 , 这 是 关于 所 谓 x 与 y 的 线性 组 合 
cx 十 By( 此 处 6 是 男 一 标量 ): 
LCax + By) = oL(x) + pL(y).| (23) 
读者 或 许 已 经 过 到 过 十 分 重要 的 线性 性 质 (22) 或 (23) 的 许多 
结果 中 的 基 些 结果 了 。 这 儿 、 我 们 宜 于 给 出 有 关 常 微分 方程 组 的 
一 个 例子 。 利 用 定义 (21)， 
L(x)=0 
是 一 阶 微分 方程 的 一 个 线性 ( 齐 次 ) 组 。 性 质 (22a) 意味 着 两 个 解 
之 和 亦 是 一 个 解 ,因为 
L(x)=0, L(y)=0 
意味 着 
L(x+y)=Lx)+Ly)*= 0. (24) 
性 质 (22b) 意味 着 一 个 解 与 标量 的 积 仍 有 是 一 个 解 ,因为 
L(x) 一 0 意味 着 L(x) = 二 aL(x) 一 0， (25) 
相似 地 ,两 个 解 人 或 许多 解 ) 的 线性 组 合 亦 是 一 个 解 。 
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1. (a) 方程 (1) 通 常 是 在 极 坐 标的 初等 处 理 中 推 得 的 。 如 果 你 不 
熟悉 这 种 推导 ,请 目 行 推 寻 一 下 。 
(b) 证 明 (2). 
(c) 证 明 (1) 是 由 (3) 推 得 的 。 
2. 《a) 证 明 (6). 
(b) 证 明 (7)。 
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3. (a ) 证 阴 (10 )， 


4. 


0. 


(b) 证 明 (11). 
课文 中 关于 开 普 勒 定律 的 讨论 , 是 把 太阳 和 行星 看 作 是 一 个 质 
所 来 处 理 的 。 写 出 关于 这 种 处 理 的 合理 性 的 简短 论证 . 


. 《4a) 当 工 由 (21) 式 所 定义 时 ,证 明 (22) 与 (23) 式 ， 


(b) 普遍 地 证 明 : 当 且 仅 当 (23) 式 成 立时 ,(22) 式 也 成 立 、 

(c) 证 明 : ”如 像 (21) 式 的 线性 方程 组 的 许多 解 的 一 个 线性 组 
合 也 是 一 个 解 . 

在 (9) 式 的 方程 中 消去 0， 以便 得 到 关于 径 同 运动 的 一 个 微分 


方程 。 把 它 积 分 以 便 推 得 径 问 运动 的 开 普 勒 表示 式 


r= a(l—ecosE), 7 =—=(1— TT)—E—esinkF. 

此 处 a 是 椭圆 的 长 半 轴 ,< 是 候 心 率 ，z 是 轨道 的 频率 ,了 工 是 近 
日 后 的 进 动 周期 ,而 E (叫做 偏 角 心 反 常 ) 是 一 个 参量 ,每 走 一 
团 , 它 的 取 值 汽 围 为 (0, 2x). 《位 置 角度 9 即 是 所 谓 真 实 的 反 
常 ; 量 值 M = EE 一。 sin EE， 随时 间 而 线性 变化 ， 叫 做 平均 反 
常 。) 

企 推 寻 中 , 先 应 得 到 下 列 形式 的 能 量 方程 ， 

dr ae 一 (7 一 人 
dt ) 4 ria(l— ee’) 
为 此 , 请 注意 在 近日 后 和 远 日 点 〈 即 分 别离 太阳 最 近 和 最 远 的 
位 置 ) 处 的 径 回 速度 为 零 。 


2.2 扰动 理论 初步 ,包括 关于 周期 轨道 的 庞 加 莱 方 法 


在 本 章 开始 之 时 ,我们 考虑 了 围绕 一 个 固定 不 动 的 太阳 运转 


着 的 单个 行星 。 随 后 关于 NN 个 粒子 之 间 的 相互 作用 的 讨论 使 我 们 
想起 ,我 们 较 早 的 考虑 ”中 忽略 了 行星 之 闻 的 相互 作用 ， 在 以 前 工 
作 的 基础 上 ， 我 们 可 以 这 样 来 处 理 这 个 问题 ， 即 用 一 个 基本 力 场 
FW (由 太阳 引起 的 ) 作为 作用 在 第 a 个 行星 上 的 力 Es 的 “近似 ”， 


[ee | 


1) 还 忽略 了 大 阳 的 运动 * 只 有 引 人 另 一 套 狐 立 变量 才能 研究 这 种 效应 
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并 且 把 其 它 行星 的 作用 视 作 “小 扰动 >， 为 了 表述 这 一 过 程 ， 我 们 
可 以 用 下 式 
F(1) = Fe + 4[F, — FO] 

来 替代 (1.13) 或 (1.17a) 的 右边 ,并 且 容 许 参数 4 在 区 间 (0, 1) 之 
间 变 化 。 ?把 4 = 二 0 与 4 = 1 时 分 别 所 得 的 解 进 行 比较 ,那么 便 得 
到 了 扰动 引起 的 效应 . 

实际 上 ， 在 确定 小 扰动 对 于 行星 运动 的 作用 时 涉及 到 一 些 特 
殊 的 困难 . 这 里 因为 扰动 的 作用 是 在 许多 周期 中 累积 起 来 的 ， 而 
我 们 不 希望 单个 轨道 有 很 大 的 改变 。 庞 加 莱克 服 了 这 一 困难 ， 在 
把 寻常 形式 下 的 理论 加 以 介绍 之 后 ,我 们 将 简短 地 讨论 一 下 他 的 
思想 . 


扰动 理论 : 初步 者 虑 


为 了 浴 清 刚才 讨论 过 的 观念 ,让 我 们 考虑 一 个 最 简单 的 例子 ， 
这 岗 是 单个 营 微 分 方程 


全 一 f(x, ye) (1) 


在下 列 初始 条 件 
y= 当 X= 0 (2) 
的 求解 问题 我 们 希望 考究 一 下 其 解 yX(x, 8) 对 于 在 (1) 式 中 出 
现 的 参量 8 的 依赖 关系 . 
假设 已 经 知道 了 8 一 0 时 的 解 Y(x, 6)”。 假定 当 8 的 值 充分 
小 时 , y(x， 8) 可 以 展 为 8 的 泰勒 级 数 : 
y(x, E) = yx, 0) + ey (rx, 0)+.…: 


+ 8"y'" (xX, 0) 十 ………。 / (3) 
yx, 0 ) 一 一 (5) (4) 


1) 作 如 下 的 想像 昌 则 不 是 必要 "但 是 很 有 教 益 . 这 就 是 当 久 连续 地 由 0 变 到 1 时 ， 
太阳 系 从 只 有 一 个 单个 行星 的 体系 ， 经 过 具有 其 他 小 质量 的 行星 的 中 间 体系 ， 
一 直 过 渡 到 我 们 生活 着 的 真实 体系 . 

“) 这 样 做 并 未 谨 失 普遍 性 ,如 果 知 道 了 86 一 8。 时 的 解 ,那么 可 以 定义 一 个 新 参量 
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现在 如 果 我 们 把 (3) 式 代入 (1) 式 ， 且 把 方程 视 作为 8 的 一 个 恒 等 
式 .我 们 将 发 现 我 们 能 够 得 到 一 个 关于 y” 的 线性 微分 方程 的 序 
列 . 例如 , 若 把 * 或 更 高 阶 的 所 有 项 略 而 不 计 后 ,我 们 就 有 


dy dy -| +。， 一 f(x, ?0 十 gy 十 - 5 ) 
dx dx 
— f(x, y", 0) 十 efylx, y™, 0)y™ 
十 Efe(x, yo , 0) 十 .…， 
其 中 我 们 已 用 泰勒 定理 把 1 作 了 展开 .。 令 & 的 等 次 究 相 等 后 ,我 
们 得 到 


‘0 

2 — f(x, y®™, 0), (5a) 
XX 
(1) 

本 本 jy(x, y"， 0)y™ 十 f(x y"， 0)， 等 寺 . (5b) 


(5a) 的 解 已 经 假定 知道 了 。 把 这 一 解 代 人 到 (5b) 中 后 ， 便 得 到 
了 关于 修正 项 y 的 一 个 确定 的 方程 ， 

既然 原来 的 条 件 (2 ) 并 不 依赖 于 s, 因而 对 于 随后 的 修正 项 所 
加 的 初始 条 件 为 

yu xo, 0) = 0, yoro, 0) 一 0 yxzo 0) = 0. 

(6) 

注意 : 在 (6) 式 的 合适 的 初始 条 件 下 ,采用 积分 法 能 把 (5b) 
明显 地 解 出 。 事 实 上 ,计算 表明 , 所 有 项 y(x, 0) 满足 下 列 形式 
的 方程 : 


(#) 
VY Ay" + B®, n= 1, 2, **…， (7) 


i 
此 处 , 4 对 于 所 有 *# 而 言 都 是 f(x, yo 。0) ,而 Bm 依赖 于 * 以 及 
yo) 以 前 的 所 有 y 中 ， 因 而 ,一 旦 找到 了 yo， 在 原则 上 求 得 更 高 级 
近似 的 问题 是 比较 简单 的 ,因为 借助 于 积分 法 就 可 以 得 到 (7) 式 的 
明显 解 . | 
在 扰动 法 的 其 他 情形 下 ,包括 涉及 偏 微分 方程 的 情形 ,都 可 找 
到 此 类 简化 特性 ， 
例 1 微分 方程 


3 


4 


了 一 上 上 十》 
企 初 始 条 件 
和 0) 一 0 
下 的 解 为 


y 一 0 一 tanys 
当 |s| 匀 1 时 ,在 同样 的 初始 条 件 下 , 试 求 
d 


-1+(l+e)y 
Ux 


的 一 级 近似 的 解 ,并 把 它 与 准确 解 作 一 比较 . 
求解 概要 扰动 问题 的 准确 解 为 
y(x,E)= (1 二 8) tan[(l 6) xr]. 
把 这 一 解 对 于 8 的 戎 次 作 泰 勒 级 数 展开 后 给 纪 


y(zx， e) 一 tnz + e (Txsccr— tnx )+ 。。。 


让 我 们 暂且 去掉 准确 解 , 并 假定 
y(x, £) = yo(x) + ey (xr) 十 …，。 
代入 (11) 趟 后 ,我 们 得 到 
dy te dy 十 一 1 十 (1 十 8)[(y°Y 
dx dx / 


十 2syoy0 十 .….], 
故 有 
dy 
yO 十 2y yd, 


x 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


[情况 常常 像 这 儿 那 样 ,通过 直接 代 人 要 比 代 人 如 像 (5b) 那样 的 
普遍 公式 更 加 易于 得 到 所 希望 的 扰动 方程 . ] 把 y” 的 微分 方程 
重新 整理 成 标准 形式 ,并 且 利 用 y (一 tanz 的 事实 , 我 们 得 到 ， 


(1) 
4 一 2yvtanx 一 tan Xx, 
dx 


这 一 方程 有 下 列 积分 内 于 


exp(— 21tandr) = cos x, 
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(12) 


事实 上 ,可 把 (12) 式 写作 


a 2 。 2 
— [ycos x] == cos x tan’ x = sin’ x, 
9 


现在 ,易于 看 出 y* 的 解 就 是 上 面 所 给 出 的 . 

读者 应 把 上 列 计算 的 细节 补 上 (作为 练习 2)， 我 们 希望 已 经 
给 出 了 怎样 去 完成 直 捷 了 当 的 扰动 计算 的 一 个 完整 观念 。 不 过 ， 
详细 的 “训练 ”和 进一步 的 讨论 将 在 第 七 章 中 给 出 . 
单 摆 

理论 工作 者 常会 发 现 ， 考 虑 一 种 能 够 具体 形象 地 把 我 们 所 要 
研究 的 特性 展示 出 来 的 装置 ， 这 是 很 有 用 的 ， 弹 纂 -质点 -阻尼 系 
统 即 是 这 种 装置 之 一 。 正 如 大 多 数 读者 将 会 知道 的 那样 ， 在 最 简 
单 的 情况 下 ,这 一 体系 遵循 一 组 具有 常 系数 的 二 阶 常 微分 方程 ; 因 
而 这 就 为 那 种 到 处 出 现 的 方程 的 性 质 提供 了 一 个 具体 的 示例 。 在 
这 儿 我 们 将 要 考虑 这 种 理想 化 的 装置 的 男 一 例子 ， 即 单 探 。 这 一 
例子 在 本 书 中 还 要 多 次 讲 到 .在 这 儿 考 虑 单 摆 。 是 想 以 此 作为 一 
个 示例 ，(i) 说 明 这 样 一 个 事实 ， 即 当 我 们 去 表述 简化 了 的 物理 
模型 时 ,往往 意 含 着 用 到 了 扰动 理论 ; (ii) 说 明 小 扰动 的 大 积累 效 
应 以 及 由 庞 加 莱 发 明 的 描述 这 一 效应 的 方法 ， 像 (iD 那样 的 效应 
以 及 同样 的 计算 方法 (但 是 形式 上 欠 明 显 ) 是 同行 星 轨道 有 关 的 ， 

初等 物理 教科 书 中 所 进行 的 标准 讨论 是 , 当 振幅 小 时 ,把 单 摆 
问题 妇 结 为 简 谐 运动 问题 ， 而 我 们 模糊 地 感到 如 若 需 要 就 可 改进 
这 种 近似 。 在 标准 讨论 中 ,把 单 摆 作为 一 个 理想 物体 去 处 理 ;根据 
定义 ,这 是 由 国定 长 度 为 工 的 \ 刚 性 的 \ 笔 直 的 \ 无 重量 的 一 根 杆 以 
及 一 端 具有 一 个 质量 为 思 的 质点 所 构成 的 。 这 根 杆 在 悬 点 上 绕 着 
一 根 水 平 轴 自 由 地 旋转 

上 面 的 楼 体 字 表示 在 描述 模型 时 所 作 的 理想 化 。 要 想 估计 由 
于 这 种 理想 化 所 带 来 的 误差 是 很 困难 的 (例如 ,如 若 杆 稍 有 弹性 的 
话 , 它 就 能 产生 扭曲 振动 ,纵向 振动 和 弯曲 振动 。) 不 过 ,我 们 将 考 
虑 -- 种 更 便于 分 析 的 近似 ， 把 时 刻 * 时 杆 的 倾角 表示 为 9(?)。 若 


对 | 


Mg sin 0 择 狂 :质量 m 


了 | 
10 me CO 各 


a 


| 
| 
| 
I 


图 2.1 作用 在 质量 为 六 的 单 摆 上 的 力 * 由 黑 箭 头 表示 . 其 
大 小 已 标 出 ， 驴 上 的 张力 了 等 于 mgeos9。 大 小 为 mgsin8 
的 未 被 抵 销 的 切 向 力 引 起 了 摆 锤 的 加 速度 . 


令 sz) 表示 摆 锤 沿 着 逆 时 针 方向 摆 离 垂直 点 的 距离 , 则 有 9L ==;s. 
令 m(d'sJar) 等 于 作用 力 沿 着 摆 锤 路 径 的 切 向 分 量 ,我 们 便 得 到 
直列 运动 方程 
mL0 = — me sin0, (13) 
此 处 & 是 重力 名 速度 。 沿 着 弦 方 向 的 张力 并 不 进入 方程 ， 这 是 因 
为 它 作 用 于 与 摆 锤 路 径 正 交 的 方向 上 . (参看 图 2.1) 
还 能 把 运动 方程 写成 下 列 稍 有 不 同 的 形式 : 


5 oising 一 0 对 于 :> 0， 此 处 oo 一 上 | (14) 

为 了 得 到 一 个 确定 解 , 我 们 可 以 加 上 下 列 初始 条 件 
日 一 a， 0 一 0， 当 ! 王 加 时 ， 
方程 (4) 与 (15 ) 便 是 我 们 所 要 讨论 的 数学 问题 的 表述 。 
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(15) 


关于 单 摆 运动 的 逐次 逼近 法 
通常 在 处 理 这 一 问题 时 ,引信 近 似 sing 。 9。 那么 (14) 式 成 


为 
0 十 co 和 一 0， (16) 
其 解 [ 使 之 满足 条 件 (15)] 由 下 式 给 出 
O00 = a cos wot 十 Cp 3 (17) 


LO0 


由 此 可 以 得 到 一 个 明显 的 结论 ， 不 管 初始 条 件 如 何 ， 摆 作 有 周期 运 
动 , 其 周期 为 


1/2 
p=— 2r(E) . (18) 
Cn 有 


从 而 ,如 果 我 们 要 想 去 追踪 质点 经 过 了 许多 周期 的 运动 的 话 ， 
这 一 近似 解 并 不 恰当 了 ;因为 由 (18) 式 给 出 的 周期 并 不 是 精确 的 ， 
按照 精确 的 ”方程 (14), 运 动 的 确 是 周期 性 的 ,但 是 正确 的 周期 是 


P 一 Pi. 二 a — kk sin 中) “dy, (19) 
NX J0 


此 处 过 一 sin (gp) 而 0。 是 振荡 的 振幅 [ 亦 即 16(o| 的 极 大 
值 ]: 
0» 二 max|9(z)|, (20) 
在 每 一 次 摆动 中 ， 根 据 近 似 解 将 会 错 估 了 两 次 极 大 振幅 之 闻 的 时 
由 , 即 产 生 了 一 个 增 量 P 一己.[ 在 振幅 为 2。 二 10° 一 x/18 弧度 
的 情况 下 ,周期 误差 约 有 2% ( 见 练 习 4)，] 因而 只 有 在 经 过 若干 
周期 N 后 , N(P 一 Po) 比 之 了 很 小 的 情况 下 ,可 望 近似 方程 (16) 的 
解 才 与 (14) 式 的 解 近似 地 相同 . 
为 了 改进 近似 ,我 们 可 以 把 (14) 式 写成 下 列 形式 

6+ wl = wi(0 一 sinO), (21) 
并 且 利 用 (17) 式 的 一 级 近似 0, 取 9 一 sin9 之 ,一 sin ,从 而 
得 到 (21) 式 右边 的 合理 的 准确 值 ， 这 样 做 的 合理 性 可 以 通过 下 列 
论证 知道 ,(21) 式 右边 , 即 ， 
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2 . 了 9 日 
wi(0 一 sinb) = wo 9 一 90+ 二 一 让 十 …) 


Oi 
hr (22) 
是 9 的 数量 级 ， 而 左边 是 6 的 数量 级 。 因而 要 想得到 一 个 原始 
近似 6.(z) 时 ,可 以 统统 不 管 较 小 的 右边 值 。 雁 把 9 = 2 代入 石 
边 ,等 等 ,就 会 得 到 更 好 一 后 的 近似 . 这 样 对 于 首次 要 想得到 的 改 
进 了 的 近似 9.(z)， 可 望 满 足 
0 + op, 一 wi(0, 一 sin0,); 0.(0) = a, 0.(0)= 2， 

(23a, b,c) 
不 过 ,利用 粗糙 近似 6 要 想 精 确 地 计算 出 《23a) 的 右边 值 , 这 就 
5 起 了 一 个 难以 求解 的 问题 ,这 是 不 必要 的 。 我 们 也 许 能 想到 ,如 
有 果 采 用 《22) 式 所 指出 的 近似 ,并 不 失去 准确 性 ,从 而 我 们 以 下 式 代 

蔡 (23) 式 ， z 
6, 十 wi = of 人 0.(0) = a, 0.(0) = OQ. (24) 


从 原则 上 说 来 。 重 复 上 述 过 程 ， 就 会 逐次 得 到 更 为 精确 的 近 
似 。 正 因为 如 此 ,这 一 方法 称 作 选 代 (iteration， 根 据 拉丁 字 iterare 
再 造 的 ), 或 逐次 近似 ， 

在 下 面 要 讨论 的 改进 最 低级 近似 9, 的 另 一 种 方法 中 , 也 会 引 
起 问题 (24)。 因 此 ,我 们 推迟 去 考虑 (24) 式 的 解 . 

注意 ， 在 第 七 章 中 ,将 对 和 迭代 法 作出 更 为 透彻 的 讨论 ， 


应 用 于 单 把 问 题 的 扰动 级 数 
B( 门 一 2, / (25) 


此 处 9% 是 (20) 式 中 定义 的 极 大 幅 . 认 二 观 上 看 0 似乎 给 出 了 
角 位 移 的 月 然 的 比较 标准 。 新 变量 日 满足 1@| 委 1， 并 且 证 明 在 
合计 各 种 项 的 大 小 时 , 它 是 有 用 的 。 在 6.3 节 中 , 将 进一步 论证 关 
十 这 类 变数 改变 的 合理 性 ， 
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采用 (25) 式 ,原始 方程 (21) 变 为 
9 + wi = wi — 0 sin 0,0) wo + “**, (26) 


我 们 应 注意 ;既然 1@| 和 1, (26) 式 右 边 具有 0z 的 数量 级 “我们 
已 假定 这 一 量 值 与 1 相 比 非常 小 . 
为 简单 起 见 , 广 我 们 考虑 这 样 的 情形 , 亦 即 把 单 皖 从 静止 状态 
放 开 的 情形 。 从 物理 上 看 ,显然 有 9 一 a。、 因 而 我 们 所 要 考虑 的 
问题 变 为 
8 十 0 旨 = wi(O 一 crtsin 0) 


了 2 从 十 1 
一 ol (— 1)"t(a)" 于 (27a) 
nA 二 1 


(272 + 1)! 
8(0) = 1, 0(0) = 0. (27b，c) 
为 了 找 出 (27) 式 的 一 个 解 ,我 们 写 出 
四 一 DUO oo) 一 Bo) 十 a90( TF a T+... (28) 


同时 根据 我 们 早先 讨论 过 的 扰动 理论 的 精神 ,把 (28) 式 代 人 (27a ) 
中 ,得 到 一 个 无 穷 的 方程 序列 。 各 级 近似 的 初始 条 件 为 
6eo(0) = 1, 000) = 0: (29a) 
Bo(0) =0, 6m(0) = 0, 对 于 wn 守 1, (29b) 
在 这 一 公式 中 ,已 经 明显 地 表示 出 了 方程 的 解 是 依赖 于 振幅 a 的 ， 
请 注意 ,如 果 和 忽略 了 拓 幅 的 所 有 更 高 次 虹 , 我 们 便 得 到 通常 的 简 谐 
振动 。 
为 了 保证 我 们 的 方 裤 取得 成 功 ， 我 们 或 许 希 望 去 和 弄 明 百 级 数 
(28 ) 是 收敛 的 。 但 是 ,结果 表明 这 是 一 个 不 正确 的 前 提 条 件 ,因为 
这 既 非 必要 亦 非 充分 。 即 便 这 一 级 数 发 散 ， 仍 然 可 以 用 作 一 个 新 
近 级 数 ( 参 第 三 章 )。 男 一 方面 ， 收 合 性 也 不 能 确保 其 可 用 性 。 世 
许 为 了 得 到 合理 的 精确 性 ,要 把 过 多 的 项 取 和 才 行 。 
事实 上 ,可 以 证 明 倘 大 4 充分 小 的 话 “， 在 任 一 有 限 区 间 0 所 
1) 粗略 地 说 ,“ 具 有 数量 级 ”的 意思 是 “大 约 一 样 大 小 >。 不 过 给 出 在 这 一 者 义 上 的 
“数量 级 ”的 精确 含义 是 有 用 的 ,参阅 附录 3.1， 


2) 这 一 点 可 以 从 (27a) 式 的 右边 对 于 复 变 量 a 的 解析 依赖 关系 中 加 以 考虑 。 这 一 
普遍 理论 已 超出 现 有 讨论 的 范围 了 .可 以 参看 Coddington and Levinson(1925)， 
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: 委 了 中 级 数 (28) 一 般 是 收敛 的 ,然而 ,这 不 能 保证 这 一 解 可 以 用 
许多 局 期 中 。 看 出 这 一 氮 的 一 种 方法 是 直接 计算 ”, 结 采 表 了 明 


OM) = coswnt, OM7) 0 (30) 
因而 @% 满足 : 
8, + w:9, = cos CD07 (31) 
利用 一 个 三 角 和 恒等式 ,我 们 可 以 把 (31) 式 改写 为 
9, 十 wiO, 一 外 ( cos 3cool 十 3cos wo! ) (32) 


这 是 一 个 具有 常 系数 的 非 齐 次 线性 方程 。 右 边 即 是 需要 借助 于 答 
定 系 数 法 的 简单 类 型 . “共振 ”项 cos (wor) 的 存在 致使 我 们 在 解 中 
要 加 入 一 个 t 因子 的 贡献 。 而 结果 的 确 表明 (32) 式 以 及 初始 条 件 
(29b) 的 解 为 


1 : 1 1 。 
ON) = 一 - cos wot 一 —— cos3wot + 一 wol sin wot. 33 
192 ”192 16 (33) 


在 (33) 式 中 值得 注意 的 是 正比 于 cos3wot 的 项 。 在 这 一 振动 
中 更 急剧 的 "高 次 谐 波 ”项 的 出 现 是 一 种 典型 的 非 线 性 现象 . 

不 过 , 与 isin wot 成 正比 的 项 是 我 们 感 兴趣 的 核心 。 在 对 于 
修正 项 a@" ”有 页 献 的 各 项 中 , 单 就 这 一 项 而 言 ， 它 对 于 时 间 的 
所 有 值 说 来 并 不 是 一 致 地 小 的 ， 相 反 , 对 于 长 时 间 上 se oilte 一 说 
来 ,我 们 必须 券 虑 到 一 种 久 期 项 ", 它 远 非 是 一 个 小 的 修正 ,而 已 经 
变 得 像 @8 "一样 大 小 了 。 当 发 生 这 种 情况 时 ， 近 似 的 整个 基础 就 
不 正确 了 。 因而， 只 有 在 @ 本 身 成 为 一 种 合理 近似 的 时 间 间 了 
内 ，、98” 土 a8” 这 一 近似 才 是 对 @” 的 一 种 改进 ， 《练习 5.) 
我 们 尚未 击 中 问题 的 要 害 . 


1) 有 些 读 者 可 能 从 已 经 给 出 的 单个 例子 中 完全 咎 握 了 直截了当 的 扰动 理论 的 息 
路 .他们 能 够 运用 此 法 去 尝试 证 明 (30)、(31) 以 及 《33) 式 .。 和 而 另 一 些 读者 ,不 
论 是 在 现在 或 以 后 ， 可 能 宁愿 去 精读 第 7.1 节 , 在 此 节 中 作出 所 要 的 详细 计 
算 . 

2) 在 拉丁 文中 ,“Saeculum” 意 指 “ 一 代 " 或 “年 代 ”; 因 而 把 “Secular( 久 期 )” 这 一 名 
词 应 用 到 缓慢 变化 的 过 程 上 ， 


® 60 。 


处 加 菜 的 扰动 理论 

在 周期 运动 的 所 有 情形 下 ， 运 用 未 加 修正 的 扰动 方法 都 会 失 
败 。 庞 加 莱 * 在 对 行星 轨道 进行 扰动 研究 时 ,发 展 了 一 种 修正 的 扰 
动 理论 ,克服 了 上 述 困难 ， 这 一 理论 的 关键 是 引入 一 种 参量 表示 ， 
以 识别 由 《197 式 指 出 的 周期 改变 。 这样 ,就 把 在 计算 中 可 能 出 现 
的 任何 久 期 项 移 去 了 . 


解 @(:, a) 的 庞 加 莱 表 示 是 
= V(r) + a V(rT) 十 atr) 二..…., (34a ) 
1 一 荆 十 ai) 十 az) 十 ， (34b ) 


其 中 是 一 个 参量 。 这 一 方法 的 思想 是 让 解 Bow(r) 取 作 (34a) 
那样 的 作为 变量 r 的 简单 形式 。 不 过 把 时 间 标 度 作 了 改变 ， 免 除 
了 解 中 的 缺陷 。 我 们 希望 消去 所 有 久 期 项 ， 并 在 很 好 的 近似 上 得 
到 正确 的 周期 (19)。 计 算是 十 分 繁复 的 ,不 过 注意 到 级 数 (34) 实 
际 上 应 该 是 e, 就 可 以 简化 。 结果 表明 我 们 可 以 把 所 有 修正 项 取 
作 的 一 个 常数 倍数 。 这 样 


1 一 ZL 二 ob 十.…)， 记 是 一 常数 ， (35) 
因而 发 现 @" 的 方程 为 (练习 6) 
4 十 wiO® 一 2%h, 一 ( cos 3ool 十 3cos wor ), 
(36) 
或 利用 (30) 式 ,为 
dO) 


1 003 
+ ci 的 一 (二 — 2h | s Wol 十 -cos 30wor, 
了 On wn 8 2 [COS oo 74 C05 930 


正如 在 (33) 式 中 那样 ,右边 的 coscot 将 导致 一 个 不 希望 出 现 的 久 
期 项 , 它 正比 于 isin wot。 不 过 ,现在 我 们 若 取 


1) 庞 加 莱 (Poincaré 1854 一 1912》 力 是 本 世纪 交替 时 期 居于 世界 领先 地 位 的 数 
学 家 ， 
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六 一 一 。 (37) 


则 可 如 免 这 一 点 ， 因 而 在 这 一 近似 中 , r 的 周期 为 2x/w。。 但 : 
的 周期 为 《2xwo)(1 十 a 有 如)。 这 应 当 与 (19) 式 相 比 较 . 

利用 精确 积分 得 到 单 摆 周 期 后 (练习 9)， 读 者 便 能 更 好 地 领 
会 为 什么 必须 改变 时 间 标 度 .。 一 个 更 为 有 趣 的 例子 是 不 及 水 星 轨 
道 近日 点 的 进 动 的 (练习 10).。 读者 或 许 会 发 现在 细 读 过 7.1 市 中 
关于 单 摆 的 扰动 理论 的 详细 讨论 后 ,去 做 练习 10 就 更 加 容易 了 . 


庞 加 莱 方 法 的 推广 


求解 特殊 间 题 仅仅 是 认识 过 程 的 序曲 一 一 达到 目的 的 手段 . 
特别 是 从 解决 一 个 特殊 问题 所 得 到 的 教训 往往 能 够 通过 普遍 原理 
表述 出 来 ,并 且 能 够 发 展 成 普遍 理论 ,以 便 加 深 我 们 的 理解 ， 但 是 
这 不 是 始终 能 以 形式 上 的 方式 做 到 的 , 庞 加 莱 理 论 即 属 这 种 情况 . 

由 庞 加 莱 引 进 的 参量 表示 所 取得 的 成 功 ,已 经 使 得 它 被 应 用 
到 其 他 类 型 的 常 微分 方程 ， 以 便 消除 性 质 相似 的 许多 困难 . 从 根 
本 上 说 来 ， 需 要 在 独立 变量 的 定义 域 中 通过 映射 或 畸变 去 移动 解 
的 表面 。 不 过 ， 要 想 对 所 有 能 够 用 这 一 方法 求解 的 问题 进行 分 类 
J 尝试 ,并 未 取得 很 多 成 果 . 

我 们 没有 讲 到 严格 论证 可 以 使 用 庞 加 莱 方 法 的 任何 定理 。 事 
实 上 ,在 许多 情况 下 ,都 可 得 到 这 类 定理 .尽管 如 此 ， 对 于 庞 加 莱 
方法 的 价值 几乎 不 容 置疑 的 许多 情况 ,仍然 没有 包括 在 现在 的 严 
格 处 理由 。 把 有 价值 的 思想 了 最终 表述 为 定理 的 形式 往往 是 不 现实 
的 ,其 中 一 个 原因 是 要 想 去 证 明 所 希望 的 推广 了 的 定理 十 分 困难 . 
其 更 为 微妙 的 原因 力 是 ,把 确定 的 定理 罗列 出 来 似乎 了 结 了 论题 ， 
而 一 个 应 用 数学 家 总 是 力图 通过 把 已 知 结果 进行 适当 的 修正 和 推 
广 去 开辟 新 的 应 用 领域 


练 寺 
1. 证明 ( 7) 式 成 立 。 
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>， 把 求解 例 1 的 细节 补 上 . 

. 证 明 (19) 式 成 立 。 开 始 时 ,以 @ 乘 (14) 式 . 

. 证 明 在 (20) 式 下 面 所 讲 的 关于 周期 误差 的 那 段 话 的 正确 性 . 候 
设 9 一 0. 

. 考虑 (33) 式 中 所 给 出 的 a*8@” 帮 是 对 于 80 是 一 个 小 修正 的 
时 间 区 域 ， 证 明 这 一 区 域 基本 就 是 在 (20) 下 面 所 讲 到 的 周期 
数目 入. 和 

. 把 庞 加 莱 方 法 一 直 进行 到 (36) 式 的 微 商 。 

[这 样 就 立即 得 到 主要 结果 (37) 式 .。] 

, 证 明 : 当 把 庞 加 菜 方法 进行 到 底 后 , 更 为 普遍 的 假设 (34 和 bp) 即 
化 为 (35 )。 

. 设计 一 个 有 摆 的 大 座 钟 。 有 5 英尺 长 并 且 单 摆 的 端点 的 最 太 
振幅 为 1/ 2 英尺 .证 明 周 期 了 一 2x《L/g)” 的 线性 近似 不 是 
括 够 好 的 [HOPojjack， Edarc， Stud. Maih. 2, 393—404 
(1969)]。 为 此 ,时 出 并 利用 不 等 式 


(o — O°)a'!sinag 2c0sY 一 2cosa 
1 o 
委 (x 一 9 (1 一 一 .sin- 二 】 
< 人 一 6 人 (1 一 工 sm 全)， 


并 把 它 应 用 到 给 出 精确 周期 的 积分 形式 中 ， 得 到 


1 cos0c 一 工 一 Te 二 二) _ 1 
12 7。 sin c 


此 处 了 是 精确 周期 ,而 % 是 最 大 的 角 位 移 . 提示 : 利用 (sinx)/ 
x 在 * 二 0 点 具有 局 部 极 值 这 一 事实 ,去 证 明 


| sin wx 


. A 
sin xdx 之 
8 


| rdx, |x| 委 wa 魏 一 
e 2 


还 证 明 

1 — CoOSX 之 2 (=) sin’ = 
把 它 从 0 到 x 并 且 再 从 到 4 进行 积分 。 
. 证 明 
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a’0 


— 十 wisin0O=0 
dr 
”的 第 一 次 积分 为 
> ( 特 ) 一 wi( cos0 一 cosa) = 2co; (sin’ 一 sin’ 一 - » 


”此 处 “是 极 大 振幅 ， 证 明 进 一 步 作 变换 


。 。 研 。 
sin ©- mm Sn 一。 Sn 
2 2 


mi 


I 
tx x) (1] —R sin Gg) “ag, 


此 处 = sin' (a/2)， 从 耐 求 得 振荡 周期 作为 绿 的 宫 级 数 . 
10. 广义 相对 论 的 一 个 实验 验证 是 水 星 近日 点 的 进 动 。 按照 这 一 
理论 ,轨道 方程 是 (1.12) 式 : 
lz 2 -2 
yc + ex), a GMh 
它 与 经 典 形 式 的 差别 在 于 sx 这 一 项 ， 在 牛顿 情况 下 (8 一 0)， 
解 为 
Uu= mW, 二 all+ ecos(g — po)], 
此 处 “是 偏心 率 ， 而 如 决定 了 近日 点 的 位 置 。 证 明 : 在 第 一 
级 近似 下 , 两 个 相继 的 近日 反之 间 的 角度 为 2xae 。 下 面 是 一 
种 证 明 方 法 . 
如 果 相 对 论 方程 的 解 由 下 列 形式 给 负 
t= ao +t acospg acos20p 二 
并 且 我 们 假设 
pm 二 go 二 ezoo 十... 
ak mi 十 gal 十 gla 个 十， 


则 


p= —a’, 


2.3 ” 常 微 分 方程 组 
本 节 的 目的 是 要 举例 说 明 我 们 在 第 一 章 中 列 出 的 关于 应 用 效 
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学 的 第 四 部 分 : 求解 科学 问题 的 愿望 是 如 何 促进 某 种 数学 理论 产 
生 的 ;我 们 还 机 说 明 借 助 于 这 种 理论 去 求解 科学 问题 的 方法 . 

在 开始 讨论 时 ， 我 们 先 叙述 一 下 与 力学 中 的 初 值 问题 有 关 的 
某 些 定理 .随后 再 给 出 证 明 〈 我 们 尽 可 能 使 这 儿 给 出 的 证 明 对 于 
求解 过 程 是 确实 有 用 的 )。 在 本 市 末尾 ,我 们 将 简短 讨论 一 下 这 种 
证 明 对 于 应 用 数学 家 有 何 价值 这 样 一 个 一 般 问 题 ， 


初 值 问题 定理 的 陈述 


在 菜 些 点 P(1,2,, 22> “*°* ;zz ) 的 《n 十 1 ) 维 空间 中 ,对 于 一 个 
给 定 ( 初 始 ) 扩 P(t, 61362。 ,Ln) 而 言 ， 所 谓 一 个 常 微分 方程 组 


一 
di 
的 初 值 问 题 , 即 是 找 出 阴 数 
sm =— mf), m= 1, 2,."*, 1, (2) 
使 之 满足 (1) 式 ,并 且 


在 1 一 5 处 ,gn(1) 一 tn mm 一 1 2 2。 (3) 

现在 我 们 来 叙述 一 下 并 随后 证 明 一 些 适用 于 初 值 问题 的 定 
理 。 在 叙述 这 些 定理 以 及 以 后 的 讨论 中 ,我 们 常用 xz 和 “来 表示 
变量 组 (21, zz ，zn) 和 (如 如 +, Cn). 

定理 1( 存 在 性 ) 假定 函数 ” f(:, z) 在 下 面 定义 的 一 个 逢 
形 区 域 中 连续 

R: | 一 z| 委 o | 只 一 站 | b= 1,2,..., 1 (4) 
这 意味 着 对 于 尺 中 的 PC, z4, z;，,"… ,zs) 说 来 , 存在 一 个 上 界 M ， 
使 得 


If|M, k= 1, 2 7。 (5) 
进而 假定 每 一 个 到 在 R 中 满足 下 列 Lipsehitz 条 件 : 
[f(2; By Ba2g 7 0) OO— ft; gy 2 i 2) | 


< 妇 天 [| 到 一 2 十 | 束 一 四 | 十 …: 十 |z,-… zl]. (6) 


1) 茶 些 数 学 家 总 是 把 函数 f 跟 了 沪 数 在 * 的 数值 区 分 开 来 ， 我 们 并 不 觉得 强调 这 一 
区 别 有 付 么 好 处 . 


» 635。 


(如果 每 一 个 函数 有 都 具有 连续 的 偏 微 商 ， 那 么 就 意味 着 存在 
Lipschitz 条 件 ,) 那么 在 区 间 1z 一 t+| 肆 中 ,就 有 初 值 问题 的 一 
小 解 , 此 处 


& = min (4 2). | (7) 


解 淆 数 [(2) 式 的 水 数 g,,] 具有 连续 的 一 阶 徽 商 。 

定理 2 (唯一 性 ) ” 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 . 

只 有 当 我 们 造 出 这 样 的 一 个 示例 之 后 ， 才 能 领会 定理 2 的 重 
要 性 ， 这 一 示例 就 是 当 ( 当 然 是 这 样 ) 定 理 1 中 的 条 件 并 不 全 部 三 
足 时 ， 就 有 不 止 一 组 活 数 满足 同一 方程 和 初始 条 件 。 下 面 我 们 会 
给 出 这 种 例子 的 . 

接 下 去 ,我 们 把 初 值 问题 推广 为 


二 一 大 (it zz，1)， 在 :一 7 处 zx 二 x， (8) 


这 里 方程 的 右边 依赖 于 参量 4. 

定理 3 人 对 于 参量 的 连续 依赖 ) 令 冰 数 大 (:，z:1) (一 1， 
2，.……，72) 满足 定理 1 中 所 述 的 要 求 . 而 且 让 这 些 溪 数 在 某 一 
领域 14 一 | 二 。 中 连续 地 依赖 于 参量 14， 此 处 和 < 者 是 
各 数 。 那 么 , 解 函 数 也 是 和 的 某 一 邻 域 中 的 连续 团 数 ， 

定理 3 可 以 用 来 证 明 解 是 初 值 rz, “) 的 连续 函数 。 可 以 把 
这 一 连续 依赖 性 视 作 是 解 对 于 初 值 改变 的 稳定 性 ， 这 是 就 下 列 定 
理 的 意义 上 说 的 . 

定理 3〈 稳 定性 ) 令 z, 一 gm(1; 各) 表示 第 m 个 解 消 数 ， 
正如 标明 的 那样 依赖 于 初始 条 件 。 那 么 对 于 给 定 的 任何 8 盖 0 和 
固定 的 时 间 7T(T 宇 r)， 存 在 一 个 6 二 6(g，T)， 使 得 每 当 
[一 < 委 385， 在 和:! 委 了 中 有 go Cm) 一 So 人 
tm)| < 8. 

定理 3 表示 了 我 们 的 下 列 直觉 : 当 函 数 (4， z，4) 稍 有 改 
变 (由 于 参量 1) 时 , 解 也 应 改变 得 很 小 。 我 们 对 于 初始 条 件 的 相 
应 希望 也 由 定理 3 表达 了 出 来 ， 现在 让 我 们 更 加 小 心地 看 一 下 
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对 于 一 个 参量 的 依赖 特性 . 

我 们 把 初始 条 件 当 作 固 定 的 ， 从 而 来 考 虚 解 sm 一 8,(1，4) 
对 于 1 的 依赖 . 可 以 预期 ,这 一 依赖 特性 与 (8) 式 中 国 数 大 (rz， 
1) 的 特性 是 相同 的 . 这样 ,如果 大 在 4 二 的 邻近 对 1 解析 ( 即 : 
如 有 果 对 于 某 一 *， 当 0 委 1 一 1 二 + 时， 它们 有 收 伍 的 泰勒 级 
效 ), 那 么 解 肖 数 g。 应 该 具有 同样 的 特性 。 对 于 线性 微分 方程 ,这 
一 点 一 般 是 正确 的 。 也 就 是 说 ,方程 

5 一 40 1)z + b(t, 4) (9) 
的 解 对 于 4 是 解析 的 ,只 要 4(:，14) 和 28(x，12) 对 于 1 是 解析 的 
就 行 ,哪怕 它们 只 是 对 于 : 连续 。 (注意 : 当 线 性 方程 的 系数 连续 
时 ，Lipschitz 条 件 目 动 满足 .) 非 线性 情形 要 略微 复杂 一 些 ， 根 据 
对 于 (2.1) 式 扰 动 解 的 求解 经 验 ,我 们 可 以 知道 


一 f(x, 》， gE ). 


用 现今 的 术语 来 说 ,这 里 的 形式 运算 ?与 函数 有 (1，z，4) 对 于 > 
以 及 14 解析 这 一 事实 有 关 ， 为 了 使 讨论 简单 些 , 我 们 只 把 注意 力 
局 限 在 对 4 的 一 阶 微 商 ， 
如 采 形 式微 分 是 对 的 ,我 们 就 可 期 望 函 数 
Um( t, 1) 二 过 gm(t, 4) (10) 


满足 这 样 的 微分 方程 , 它 可 以 从 原始 方程 (8) 通 过 对 14 微分 而 形式 
地 求 得 的 ,这 时 要 记 住 h 和 xm 都 依赖 于 ?3。 进 行 微分 后 得 到 


du > SA ] Of 
zi “ ep (11) 


注意 ,(11) 式 是 关于 {zx) 入 一 个 扩 柱 系统 ,它们 的 系 才 孙 玫 是 ， 


1) 这 可 以 看 作 一 个 单一 方程 或 一 个 线性 方程 组 ， 在 后 一 情况 下 ，4 是 矩阵 ，z 和 
b 是 向 量 . 
7 所 请 站 式 返 算是 这 村 一 种 运算 ， 它 在 适当 的 但 尚未 折 定 的 条 件 下 假定 是 正 克 


3) 对 个 方程 逐次 进行 参数 微分 ， 构 成 了 一 种 完成 扰动 运算 的 出 色 方 法 的 基础 
+ 67 。 


的 已 知 函数 。 这 是 因为 集 {sm(1，1)} 是 已 知 的 。 如 果 初 始 值 fn 
与 参数 4 无关, 那么 关于 {w} 的 初始 条 件 是 
up 一 0. (12) 
根据 以 上 讨论 ,我 们 可 望 和 月 
定理 4 设 xz 二 1) 个 函数 


Bf Bf, ml 2 ... 
Bz D1 ， ; Rs m 9 


是 变量 :，{zm} 和 参数 1 的 连续 函数 ， 则 定理 3 中 的 解 兄 数 
zm(t，4) 对 1 是 可 微 的 ,而 且 偏 导数 (10) 满 足 微分 方程 (11) 和 初 
始 条 件 (12). 

现在 给 出 上 述 所 有 定理 在 单 变量 情形 的 证 明 ， 人 至 十 多 变量 情 
形 下 的 推广 ,几乎 直 近 可 得 ， 


n 


叭 一 性 定理 的 证 明 


通常 ,唯一 性 定理 是 最 容易 证 明 的 ， 在 现在 的 情形 下 ,我 们 将 
发 现 , 证 明 中 所 用 到 的 概念 对 于 存在 定理 的 证 明 也 是 有 用 的 ， 
考虑 方程 


2 fz, y) (13) 


并 且 寻 找 一 个 解 ,使 其 满足 初始 条 件 x 一 xj 7 一 为 令 g(x) 为 
这 样 的 一 个 解 ， 则 


g(r)= flx, g(x)], (14) 
从 而 
g(x) 一 y+ | g(t)1ar. (15) 
如 果 另 有 一 个 满足 相同 初始 条 件 的 解 G(x)， 于 是 
GC#) — p+ | fe, GO)] ds , (16) 


若 从 (16) 式 减 去 (15) 式 , 则 有 
Gx) 一 8 一 | [fs, Gc) 一 Ko sd (17) 
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可 以 借助 于 Lipschitz 条 件 来 估计 右边 的 积分 值 : 
Az, G)— Hs g)| <KIG(z) — (72). (18) 
因 雍 


IGCC 一 ga SK) 16 -ea (9) 


在 区 间 (x。，x) 中 ，| G(x) 一 g(x)| 有 一 个 最 大 值 ， 我 们 记 以 
1G(x) 一 SGz) 川 ， 于 是 ,从 (19) 式 得 到 

[G(x)— g(x)| 委 ]c(Gz) — g(r) :KIx—xol, (20) 
故 有 

GCx) 一 gr 川 委 |GcGx) — ex Kr 一 zl， (21) 
或 

[1 — K(x — x0o)] * |G(x) — g(x) | 0. 
假如 我 们 现在 把 区 间 《x，x。) 取得 充分 小 ,比方 等 于 (2K)"'， 就 
能 使 第 一 个 因子 为 正 的 。 因 此,(21) 式 要 求 
[G(x) — g(x))| = 0, 

则 立即 得 到了 所 机 求 的 结果 。 虽 


存在 性 定理 的 证 明 


我 们 已 经 看 到 ,微分 方程 (13) 的 初始 值 问题 的 解 满 足 积分 方 
程 (15)。 反之 ,如 果 有 了 积分 方程 (15) 的 一 个 解 , 那 么 也 就 有 了 侯 
分 方程 的 一 个 解 ， 它 满足 所 设 的 初始 条 件 。 这 一 点 可 以 通过 直接 
运算 (练习 1) 来 证 实 ， 于 是 ， 只 要 证 明 积分 方程 的 解 的 存在 定理 
便 足 够 了 . 

为 了 证 明 (15) 式 有 一 个 解 , 采 用 逐次 逼近 法 ， 我们 从 至 少 靖 
足 初 始 条 件 的 粗糙 近似 y 一 加 开始 ". 然后 计算 衣 数 序列 


yo 一 为 十 | fs pd, 
yx) 一 加 十 | fli, y(#)1ar, 


1) 当然 , 作 此 特殊 的 初始 近似 并 不 是 必要 的 例如、 取 (22) 式 定义 的 yi(x) 为 初 
始 近 似 , 显 然 ,可 得 相同 的 最 终结 索 。 
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ss (22) 


蝇 各 加 和 和 征 


我 们 将 证 明 , 在 一 个 适当 地 限定 的 区 间 |x 一 xo| < ec 内， 这 个 序 
列 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 。 其 中 ， 可 以 象 在 定理 1 中 所 规定 的 
那样 ,xc 一 min (6, 乡 ). (这 里 M 是 (5) 式 中 引信 的 [天 和 的 上 界 .) 
之 所 以 要 限制 在 区 域 5/M 内 ， 仅 仅 是 因为 我 们 希望 逐次 遥 近 式 
(22) 不 超出 |y 一 加 | 过 5 的 界限 ， 在 此 界限 内 ,可 确保 的 连续 
性 .此 外 ,对 x 的 范围 没有 进一步 的 限制 ， 
为 了 证 明 由 (22) 式 所 定义 的 函数 序列 在 区 间 lz 一 zl 之 。 
内 一 致 逼近 于 一 个 极限 。 我 们 来 考虑 相继 两 个 函数 之 差 。 对 于 
yi(x) — Yos 有 
nO — gl) Ms gla < MI — wl, (23) 


式 中 M 是 (5) 式 中 首次 提 及 的 函数 f 的 上 界 . 
| yaw) 一 ys。_iCx)| < | lfLz， ya-1(2)1 
一 ft, ys-2C2)]|ar. 《24) 
我 们 要 把 上 式 右 方 的 差 与 差 y。_1(7) 一 y,_2(?) 联系 起 来 。 这 个 
关系 式 是 由 Lipschitz 条 件 提 供 的 : : 
[fis 1C2] — ftsys -200 委 天 | 7 人 
ya-z(z) | (25) 
这 样 ,就 能 建立 起 递 推 关系 
Dr — yo (1 < EK) 1 — ys) la (20) 
合用 (23) 式 和 (26) 式 , 便 有 [练习 3(c)]， 
yy) | < EE (27) 
但 是 ,， 《27) 式 的 右 方 是 M/K 乘 以 ex-al 的 级 数 展开 式 的 第 


s J 。 


项 。 困 此 ,对 于 w->o0 时 yn(z) 的 极限 ,采用 引进 一 个 级 数 表示 
式 的 方法 , 即 引 进 


yo 十 >) [yx) — yx)]. (28) 


这 个 级 数 绝对 一 致 收 合 ， 因 为 它 的 各 项 以 另 一 具有 相同 性 质 的 级 
数 的 相应 项 为 上 界 。 于 是 ,对 于 基 个 函数 )。 我 们 有 limys(x) 一 


y(x)， 进 而 ,通过 检验 方程 序列 ,(22) 的 极限 形式 可 以 证 明 ，y(x) 
满足 积分 方程 (15)。 现在 , 剩 下 来 只 要 证 明 积分 过 程 的 反 注 以 及 
取 极限 都 是 正确 可 行 的 。 但 是 既然 积分 是 在 有 限 范围 内 进行 的 ， 
这 一 点 就 可 从 人 所 周知 的 一 些 定理 直接 得 到 。D 

证 明 的 关键 过 程 是 把 微分 方程 转化 为 一 个 积分 方程 ， 然 后 应 
用 逐次 逼近 法 。 积 分 表述 有 两 个 优点 : 〈I) 初始 值 是 自动 地 被 结 
合 进去 的 ; (IL) 积分 过 程 使 函数 更 为 光滑 ,并 且 避 兔 了 关于 导数 
是 否 存在 的 问题 . 

证 明 过 程 需 要 很 多 技巧 。 由 于 在 其 它 问题 中 ， 也 常常 会 碰 到 
类 似 的 步 邓 , 因 此 ,以 某 种 形式 将 这 些 步骤 加 以 总 结 。 这 样 做 有 其 
方便 之 处 ,否则 老 是 要 重复 。 这 是 需要 发 展 函数 空间 理论 的 理由 
之 一 ,在 这 种 空间 中 ,有 一 个 重要 概念 一 一 模 。 定 义 ( 以 各 种 方法 》 
这 一 概念 是 用 来 代替 寻常 Euclide 空间 中 的 距离 概念 的 。 另 一 理 
由 是 可 以 用 寻常 的 几何 观念 来 得 到 抽象 距离 的 性 质 的 直观 认识 . 

在 我 们 讨论 的 情况 下 ,一 个 可 能 的 模 是 首次 在 (20) 式 中 用 到 
的 量 lg Cx) 一 G(x)H.“ 亩 离 * 的 男 一 可 能 度量 是 由 下 式 定 义 的 量 
D | 


1 b 
D'— |) [cco — gOP az (29) 


也 就 是 说 ,DD 是 G 和 & 之 差 的 均 方 根 。 这 里 ， 这 个 模 并 非 目 然 出 
现 , 但 是 在 第 4、5 二 章 内 将 要 用 到 它 ， 

第 部 分 的 附录 12.1 给 出 了 关于 水 数 空间 以 及 有 关 概 念 的 
一 些 细节 . 《特别 是 附录 中 的 方程 (59) 给 出 了 距离 的 抽象 特性 , 它 
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己 由 刚才 所 定义 的 两 个 模 举例 说 明 过 了 .) 在 第 工 部 分 第 十 二 章 中 
关于 变 分 法 的 那 部 分 材料 提供 了 例子 来 说 明 运 用 此 种 概念 所 获得 
的 统一 性 和 明晰 性 ， 


对 于 一 个 参数 或 初始 条 件 的 连续 依赖 关系 


在 我 们 着 手 证 明定 理 3 和 定理 3 之 前 ， 首 先 让 我 们 注意 到 : 
如 条 做 分 方程 
多 = f(x, y, 41), (30) 


在 彻 始 条 件 y 一 和 《〈 当 x* 一 xo 时 ) 下 的 解 连续 地 依赖 于 2， 则 它 
连续 地 依赖 于 (xo， yo )， 我 们 能 够 引信 人 新 变量 (8, 1) 一 (x 
x09 7》 一 加)， 并 且 在 初始 条 件 1 一 0 人 (《 妆 二 一 0 时 ) 之 下 求解 方 
程 


i 十 zxoy 7 十 yy， 7) (31) 


(31) 式 右 问 的 孙 数 对 于 《xo，) 连续 ， 
现在 回 到 (30) 式 .让 我 们 用 下 询 积 分 表达 式 来 处 理 它 : 
yx 4)= yo 十 | jf{[x, y(x+, 414), 4] dx. (32) 
考虑 两 个 解 Yix，4) 和 XAx*，h) 以 及 它们 的 差 。 我们 有 


yz, 1) — yz, 40) — | {fr, xs 2)s 2 


— flx, y(x, 10)， 1]}ax 十 | {f[Ix, y(x, 40), 4] 
— fx, y(x, 40), tho]} ax 。 (33) 
可 以 借助 于 Lipschitz 条 件 来 倘 计 上 式 右 边 第 一 个 积分 值 ,用 
1 的 简单 连续 性 来 估计 第 二 个 积分 值 。 这样， 采用 与 证 明 唯 一 性 
定理 时 用 过 的 类 似 论证 ,有 [练习 3(a)] 
iyCx, 4)— yr, 40) KIx — xo) : |y(x, 4) 
一 yx， A + 51x 一 zxo|， (34) 
式 .中 
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上 rz，Yr，)o)，12) — fxr, yr, 10), 4)| < 6. (35) 
对 于 jx 一 wo| 三 (2K)7 ,可 以 证 明 [ 练 习 3(b)]:(34) 式 意 
yx, 4)— yr, ho)| S26)|x 一 zol。 (36) 
量 6 可 以 任意 小 ,只 要 1 一 ?ol 充分 小 . 

对 jx 一 | 的 限制 并 非 决 定性 的 ， 因 为 我 们 可 以 用 有 限 多 
修 上 述 类 型 的 区 间 ,来 覆盖 任何 有 限 区 间 |x 一 zl 二 a。， 从 一 个 
区 间 到 另 一 个 区 间 ,我 们 或 许 不 得 不 容许 初始 条 件 存在 着 差别 ,但 
征 这 个 蔚 值 具有 8 的 数量 级 ， 让 于 只 有 有 限 多 小 这 途 的 区 赣 ， 央 

此 积 索 起 来 的 差 值 偿 是 8 的 数量 级 ,并 且 不 影响 我 们 的 讨论 ， 


可 微 性 
我 们 秀 虑 这 样 一 对 微分 方程 
7 了 f(r, 》， 1 ) (37) 
dx 
和 | 


fx ys Mu + alr, 7, 1) (38) 


式 中 fx，y,4), fyC(x，y， 14) 和 (x,y, 14) 都 是 连续 站 数 . 注 
意 ,(38) 式 是 通过 对 (37) 式 进行 形式 微分 ,并 将 8y/64 记 为 «以 
后 得 到 的 . 

若 虑 (37) 式 的 一 个 解 Mr，1)。 对 于 7 一 Xx，12)， 我 们 还 
考虑 满足 初始 条 件 xo。，4) 一 0 的 (38) 式 的 一 个 解 。 方程 中 出 
现 的 那些 函数 的 连续 性 保证 了 这 些 解 的 存在 “。 我 们 要 证 明 

u(xX, 4)= 2 3. (39) 


证 明 的 困难 部 分 在 于 确定 偏 导数 6y/64 的 存在 性 。 我 们 将 通过 
直接 计算 当 A1 一 0 时 Ay/A4 的 极限 值 来 完成 这 一 证 肖 . 


1) 对 于 (38) 式 * 由 于 其 右边 关于 独立 变量 # 是 线性 的 ， 所 以 Lipschitz 条 件 定 请 
足 的 ， 
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令 
Ay 一 y(x, 4 ) y(x, 40 )， Af 一 /fx， yx, 40 ) ， 1 
一 所 xz， y(x, 1 ) 10 ] 。 


从 (33) 式 得 
Ay -| ; Ay ”Al 
和 1 | 记 (r， ?了 ， 1 ) 入 1 dx 十 | A dx ， (40) 


式 由 ,7 为 介 于 yx，4ho) 和 y(x，4) 之 间 的 一 个 中 间 值 。 我们 
理 。 且 还 有 


s(x, 41) 一 | flx, yx ho)s hoJuCxs ho) dx 


十 | pr， y(x, 4o), Nol dx 。 (41) 
结合 (40) 式 和 (41) 式 ,就 得 到 差 值 
w=u(x, 40) 一 其 za 14) Hx ho) 2 la) (42) 
的 积分 方程 
w= | f(x, 3, iw dx 十 也 ， (43) 
其 中 


D 一 | [fCx， ) 3 1) 一 f(x, y， 1)]u dx 


十 | | fx y(4, X00), 1 )— 会 dx 


由 于 水 数 朱 和 到 的 连续 性 , 我 们 可 以 让 A4 充分 小 向 使 得 量 D 任 
意 小 ， 婚 然 |fy(x，3，4)1 以 KK 为 上 界 , 则 由 (43) 式 能 够 证 明 
lim w = 0， (44) 


信人 -0 


其 推理 与 前 述 的 相同 ， 读 者 应 该 能 够 完成 这 一 证 明 ( 练 习 4). 
非 唯一 性 的 例子 
当 淖 到 了 一 些 不 满足 Lipschitz 条 件 , 从 而 不 存在 唯一 性 的 例 
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子 以 后 ;人 们 便 会 对 Lipschitz 条 件 下 的 唯一 性 定理 的 用 途 有 进 -一 
步 的 了 解 。 考虑 微 分 方 各 


人 f(x, y), (45) 
其 中 
ffx, y) = 3 (xz， 力 天 (0，0)， (46a) 
% 十 7》 
/(0, 0) = 0. (46b) 


容易 证 明 ，f1C(x，y) 在 (x,，y) 一 (0,，0) 处 连续 但 不 满足 Lips- 
chitz 条 件 。 对 于 所 有 有 限 的 实数 值 < 
y 一 “一 Mx 十 (47 ) 

是 方程 (45) 的 解 ， 于 是 存在 着 无 穷 多 个 满足 初始 条 件 〈* ，y) 一 
(0，0) 的 解 。 所 有 积分 曲线 在 原点 的 斜率 为 零 . 

既然 (45) 式 并 未 给 出 积分 曲线 在 《x，y) 一 (0，0) 处 曲率 
的 唯一 值 ,根据 这 一 启发 性 的 观点 ,使 我 们 容易 理解 唯一 性 的 不 存 
在 。 的 确 ， 解 曲线 的 曲率 在 该 点 是 没有 定义 的 。 这 是 因为 解 曲线 
的 斜率 的 导数 是 由 (*，y) 一 (0，0) 时 下 式 的 极限 给 出 的 : 


rr 


+ 一 0 x xz4 十 7 
对 这 种 情形 ， 我 们 用 下 面 就 要 讲 到 的 有 限 差分 法 仍然 可 以 证 
表 存 在 性 定理 。 因 为 唯一 性 不 存在 ， 所 以 对 于 每 一 个 解 必 须 事先 
指定 (明显 地 或 隐 含 地 ) dy/ dx ”的 初始 值 , 


有 限 差 分 法 
有 限 差分 法 是 从 数值 积分 的 观点 对 微分 方程 进行 求解 的 一 种 
自然 方法 。 它 局 时 给 出 了 计算 解 ， 无 其 是 借助 于 现代 计算 机 计算 
的 一 种 实用 方法 ， 给 出 了 证 明 存在 性 定理 的 一 个 途径 为 了 对 这 
个 方法 有 所 了 解 ,我 们 再 次 从 积分 表述 开始 . 
) 一 为 十 | 了，7(5)]45， G48) 


sa FF. 


把 区 间 《x6，x*) 分 成 和 个 长 度 为 4 的 子 区 间 , 而 把 土 式 写作 
y 一 为 十 | fs, CO]4 十 十 | [CE)]4. 


(49) 
这 仍然 是 精确 的 .但 现在 就 来 近似 地 计算 《49) 式 每 一 个 积分 的 
值 ,把 它们 写作 


| ,fl[8, y(#)]as 一 hf(xr, yx) (50) 


式 中 的 yi 是 在 (49) 式 中 反复 使 用 (50) 式 的 近似 式 直至 点 xx 处 
y 的 值 ; 即 ,我 们 有 


yi 二 Yo 十 | f(xos yd 


yz = YY 十 | HKCxi， yi)at, 
seues. / (51) 
y(x) = ys = yoi + ) fxn_1s ya)dE. 


因而 , 解 就 是 图 2.2 中 所 示 的 折线 C4。 可 以 把 它 作为 真实 积分 曲 
线 C 的 一 个 近似 .由 于 在 每 一 步 近似 中 , 都 有 一 个 误差 .因此 , 按 
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图 2.2 最 简单 的 有 限 差分 法 给 出 了 拆 线 CL， 作 为 对 微分 方程 真 
实 解 C 的 一 个 近似 ， 
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照 (51) 式 的 计算 过 程 运算 下 去 ,总 的 积累 误差 就 会 使 近似 曲线 C， 
越 来 越 偏 离 真正 的 曲线 C， 初 看 时 ， 人 们 可 能 会 认为 这 是 难以 容 
忍 的 ,实际 上 ,由 于 在 每 一 步 中 ,的 误差 具有 大 的 数量 级 [局 部 公 
式 误差 是 OC 如)]， 因 此 ,可 以 证 明 积累 误差 具有 的 数量 级 【而 
积累 公式 误差 是 0(4)]。 人 们 的 确 可 以 证 明 ; 当 Lipschitz 条 件 
满足 时 ,近似 解 收敛 于 唯一 的 真实 解 。 甚 至 当 Lipschitz 条 件 不 满 
足 时 ,还 是 总 能 挑选 一 个 部 分 序列 ， 它 收敛 于 一 个 解 ;但 是 却 不 能 
保证 有 唯一 性 了 . 

只 要 如 取得 充分 小 ,积累 公式 误差 0(4) 就 可 以 任意 小 。 但 
是 那样 的 话 , 在 一 个 给 定 的 x 区 间 内 求解 将 需要 大 量 的 运算 ,而 且 
积累 舍 人 误差 将 会 大 到 不 可 接受 的 地 步 .为 获得 较 高 的 精度 ,在 求 
(49) 式 中 的 积分 值 时 ,人 们 可 能 会 采用 较 高 阶 的 近似 。 但 是 这 样 
一 来 ,对 于 一 个 给 定 的 区 间 , 运 算 将 变 得 更 长 ,从 而 花 更 多 的 时 间 ， 
而 且 可 能 引起 更 多 的 舍 人 误差 .读者 可 以 在 关于 数值 方法 的 书 中 
找到 有 关 论 题 的 进一步 讨论 ， 
关于 “纯粹 ”与 < 应 用 ”数学 之 间 关系 的 进一步 评论 

本 章 中 ,我 们 已 经 讲 到 了 通常 被 认为 具有 “纯粹 ”性 质 的 数学 
理论 ， 在 结束 本 章 时 ， 我 们 对 数学 的 纯粹 与 应 用 这 两 方面 之 间 的 
相互 作用 谈 一 点 看 法 ( 另 参阅 第 一 章 ). 

大 多 数 纯粹 数学 家 从 应 用 数学 方面 的 研究 工作 中 获得 神 益 ， 
这 一 点 是 相当 清楚 的 ， 因 为 应 用 数学 家 (以 及 其 他 理论 科学 家 ) 在 
他 们 对 科学 知识 的 探索 中 ， 留 下 了 很 多 没有 解决 的 数学 问题 。 例 
如 ， 一 位 应 用 数学 家 构造 了 一 种 形式 上 的 扰动 方法 ， 用 这 种 方法 
解决 了 一 个 问题 ,而 且 与 实验 结果 非常 一 致 。 而 纯粹 数学 家 通常 
会 感到 有 必要 去 研究 一 下 保证 这 些 运算 正确 可 行 的 条 件 是 什么 . 
为 了 作出 这 种 判断 ， 可 能 要 求 找到 把 某 些 普遍 定理 应 用 到 一 种 特 
殊 情况 下 的 证 据 . 或许 他 们 会 感到 最 好 将 数学 中 的 整整 一 个 部 分 
加 以 扩大 或 重新 改造 ， 最 近 ，Laurent Schwarz 把 函数 概念 推广 到 
分 布 概 念 ， 结 果 使 Dirac 的 艺术 杰作 一 6 函数 至 少 成 为 合法 的 
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了 ?。 这 就 是 重新 改造 的 一 个 例子 ， 当 然 ,纯粹 数学 家 中 的 大 部 分 
人 受到 内 在 的 目的 动机 的 虹 使 ;但 是 ,忽视 来 之 于 有 意义 问题 的 这 
一 丰富 源泉 似乎 是 不 明智 的 . 

纯粹 数学 家 对 于 一 个 应 用 数学 家 的 帮助 又 是 什么 呢 9 毋 容 置 
疑 地 建立 了 一 个 理论 体系 ,这 当然 是 对 科学 的 一 个 贡献 。 贡献 大 
小 乃 是 理论 中 的 存疑 的 递增 函数 ， 事 实 上 ,如 果 疑 问 重大 ,那么 应 
用 数学 家 自己 就 会 努力 去 作出 适当 的 证 明 以 解决 矛盾 ， 

从 教育 的 角度 来 说 ， 将 来 的 应 用 数学 家 应 该 掌握 大 量 的 数学 
理论 和 证 明 (尽管 要 小 心 ， 不 应 过 多 地 强调 这 一 方面 )。 他 必须 
了 解 他 可 能 要 施行 的 那些 运算 究竟 在 怎样 的 典型 条 件 下 才 是 正确 
的 。 而且, 他 还 应 该 具备 另外 一 些 数学 概念 ,也 许 有 一 天 ， 这 些 概 
念 便 成 了 他 的 理论 或 运算 的 合适 的 框架 。 例 如 ， 有 一 些 应 用 数学 
家 发 现 了 函数 空间 概念 的 统一 几何 性 质 〈 这 是 近 几 十 年 才 发 展 起 
来 的 ) 的 用 途 ， 再 举 一 个 更 经 典 的 例子 ，Gibbs 现象 。 我 们 可 以 在 
实际 计算 中 遇 到 这 个 现象 。 如 果 不 具 备 关 于 点 态 和 一 致 收敛 之 间 
的 区 别 方面 的 知识 , 就 不 懂得 这 一 问题 。 (参见 4.3 节 ) 我 们 还 可 
举 出 另 一 可 能 的 例子 : ”借助 于 已 经 学 过 的 某 种 构造 性 的 存在 定 
理 ， 学 生 才 可 能 初步 领会 积分 方程 表述 或 逐次 逼近 法 在 计算 上 的 
用 途 ， 

我 们 关于 微分 方程 定理 的 讨论 提供 了 纯粹 数学 与 应 用 数学 之 
闻 关 系 的 例子 。 由 此 得 到 了 一 个 优美 的 理论 结果 ， 即 在 合适 的 条 
件 下 ， 方 程 的 解 连续 地 依赖 于 参数 。 但 是 这 一 结论 漏 了 一 个 非 党 
重要 的 科学 结果 ,因为 它 仅仅 证 明了 在 一 确定 的 时 间 间 隔 内 ,参数 
的 一 个 充分 小 的 改变 引起 的 改变 也 是 很 小 的 。 它 没有 触及 的 问题 
在 于 参数 给 定 的 小 变化 的 最 终 效应 。 这 是 一 个 极 易 被 人 疲 漏 的 问 
题 ,尤其 当 你 刚 接 受 了 一 个 印象 深刻 的 定理 之 后 。Poincaré 开始 研 


1) M. J. Lighthill 的 “Fourier Analysts and Generalized Functions” (New 
York: Cambridge U.P.，1962). 是 关于 这 方面 的 一 本 很 好 的 参考 书 ， 该 所 和 的 
题 荐 便 是 一 个 简 史 :“ 献 给 Paul Dirac (他 看 到 了 它 必定 是 真实 的 )，。Lauren! 
schpwariz 《他 给 出 了 证明 ) 以 及 George Temple 《他 指出 了 怎样 进行 简化 >》 
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完了 长 期 的 以 及 最 终 的 效应 。 此 后 .有 更 多 的 问题 从 形式 了 上 和 
天窗 性 上 都 得 到 了 解决 。 但 是 决 不 能 说 问题 已 经 得 到 了 解决 .( 见 
Moser (1973).) 

纯粹 数学 “和 应 用 数学 两 者 间 关 系 的 另 一 例子 来 自 这 样 一 个 事 
实 : 有 关 常 微分 方程 组 的 标准 的 存在 和 分 析 定理 仅 在 充分 短 的 时 
间 间隔 内 是 成 立 的 。 但 是 ， 如 果 这 些 方程 描述 的 是 相互 作用 粒子 
的 轨道 ， 那 么 这 些 定理 看 来 似乎 应 该 在 任意 长 的 时 间 间 也 内 都 是 
成 也 的 。 关于 这 些 事实 的 经 典 结果 的 讨论 可 以 参看 E. 工 _Whir 
taker 的 分 析 动 力学 一 节 的 第 十 六 章 (New York. Cambridge U. 
P., 1927)., 

为 了 取得 篇 幅 上 的 平衡 协调 ， 我 们 在 本 章 中 给 出 了 一 些 形式 
证 上 明 。 但 是, 这 样 的 证 明 在 许多 比较 好 的 书 中 都 能 找到 。 因 此 ,在 
本 书 的 其 余部 分 中 把 证 明 大 都 略 而 不 述 了 ， 以 便 可 以 集中 讨论 探 
记得 较 少 的 科学 与 数学 之 间 的 相互 作用 问题 ， 这 恰 是 一 个 应 用 数 
学 家 的 本 行 所 在 . 


练 习 


1. 试 证 : (15) 式 的 解 满足 (13) 式 和 初始 条 件 X%xo) 一 %。 仔 细 地 
核对 你 的 所 有 步 又 . : 
2. 试 证 : 级 数 (28) 的 和 y(x) 满足 积分 方程 式 (15)。 
3.(a) 证 明 (34) 式 . 
(b) 证 明 (36) 式 . 
(c) 证 明 (27) 式 . 
完成 (39) 式 的 证 明 ， 
5.(a) 证 明 (46b) 式 下 的 叙述 . 
(b) 证 明 (477 式 ， 
(c) 位 装 不 知 (47) 式 ,看 你 景 否 能 推 得 ， 
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第 三 章 ”随机 过 程 与 偏 微分 方程 


在 第 二 章 中 ,我 们 考虑 了 单个 粒子 的 动力 学 ,并 且 证 明了 粒子 
闻 的 相互 作用 可 以 用 一 组 党 微分 方程 来 模拟 。 在 规定 的 条 件 下 
(通常 规定 了 各 个 粒子 的 初始 位 置 和 初始 速度 值 )， 经 典 数学 理论 
保证 了 该 方 祷 组 存在 有 一 个 解 . 知 有 必要 ， 实 际 上 可 以 通过 数值 
积分 法 求 得 一 组 足够 近似 的 解 . 为 了 保证 给 定 的 近似 所 上 共有 的 精 
度 , 有 必要 研究 数值 分 析 中 所 用 的 算 靶 .此 外 ,数学 理论 又 保证 了 
解 存在 的 唯一 性 。 粒子 的 过 去 完全 决定 了 它们 的 将 来 ， 因 此 我 们 
的 模型 是 决定 性 的 . 

现在 ,我 们 要 来 研究 一 些 模型 的 例子 、 在 这 些 例子 中 ， 它们 所 
预言 的 一 个 过 程 的 结果 不是 确定 的 。 对 于 这 种 情况 ,我 们 称 之 为 
随机 过 程 ; 相 应 的 模型 则 称 为 或 然 型 的 。 例 如, 我们 将 看 到 ， 在 许 
多 粒子 相互 作用 的 情况 下 ,采用 其 种 概率 来 描写 每 个 粒子 的 运动 ， 
这 样 一 种 模型 往往 是 很 有 用 的 . 

虽然 ,由 于 随机 过 程 目 身 的 缘故 ,我 们 和 需 对 它们 稍 加 邯 虑 ， 但 
是 我 们 的 基本 目标 是 要 探讨 同一 现象 的 或 然 狂 模型 和 决定 性 模型 
之 间 的 联系 ,这儿 的 关键 是 ,在 很 多 情况 下 ,即使 一 个 过 程 被 看 成 
是 随机 的 ,我 们 还 是 能 够 用 偏 微 分 方程 写成 一 个 决定 性 间 题 ,从 而 
得 到 有 关 该 过 程 概率 的 一 个 确定 的 分 布 函数 .一 种 是 关于 分 布 函 
数 的 偏 微分 方程 , 另 一 种 是 摘 述 该 现象 的 决定 性 特征 的 方程 ,这 两 
者 是 完全 一 致 时 . 

一 个 随机 过 程 可 以 由 一 个 确定 的 方程 来 表征 ， 这 似乎 有 点 目 
相 有 矛盾 .但 是 我 们 根据 经 验 知道 , 当 个 别 不 能 预料 的 事件 重复 了 大 
量 次 数 以 后 ,通常 会 形成 一 种 确定 的 规则 性 .例如 ,将 一 枚 公平 的 ” 
便 币 抛掷 一 次 我们 无 法 知道 是 正面 同上 还 是 背面 向 上 ,但 是 在 抛 
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淹 了 许多 次 以 后 ,我 们 几乎 可 以 肯定 正面 向 上 的 比例 差不多 占 1/ 
2 .5 记 住 这 个 例子 以 及 其 他 类 似 的 例子 , 则 对 于 表征 随机 过 程 的 概 
率 有 -一 个 决定 性 分 布 这 样 一 个 事实 , 也 许 就 不 会 感到 那么 惊奇 了 . 

适合 于 采用 或 然 性 模型 的 那 种 情形 ,其 特征 是 相当 微妙 的 ,不 
过 信息 的 不 完整 是 典型 的 。 让 我 们 再 来 看 抛 奖 硬币 的 例子 。 一旦 
硬币 被 掀 出 , 它 的 运动 便 是 确定 的 了 。 然 而 ,抛掷 的 过 程 涉及 许多 
参数 ,如 硬币 的 初始 方向 ,速度 和 自 旋 ; 硬币 在 其 上 反弹 的 那 块 面 
板 的 性 能 等 等 ， 通 常 ;我 们 对 这 些 参 数 缺 乏 精 确 的 了 解 . 

这 些 参数 的 细微 变化 能 够 使 硬币 的 最 终 状态 从 正面 转向 背 
面 ， 或 者 从 背面 变 成 正面 。 上 述 事例 是 说 明了 或 然 性 模型 的 极为 
重要 的 特征 . 再 举 一 个 在 气体 动力 论 中 的 特别 能 够 反映 这 一 特性 
备 各 熟 秋 例 子 。 在 那里 ， 每 个 分 子 都 被 看 成 是 严格 遵循 力学 运动 的 
定律 和 相互 作用 定律 (例如 采用 硬 球 模型 )， 但是， 初始 条 件 的 微 
“小 变化 可 能 会 使 多 次 碰撞 后 的 情况 引起 巨大 变化 ， 

对 带 有 不 同 初 始 条 件 的 大 量 问 题 的 解 进行 平均 ， 以 及 最 终 把 
单个 问题 的 敏感 性 加 以 抹 平 ， 这 都 可 看 作 是 用 随机 过 程 来 对 敏感 
系统 进行 成 功 模拟 的 基础 ， 

在 3.1 节 中 ,我 们 讲述 了 一 个 模型 。 在 这 个 模型 里 , 布朗 运 动 
被 看 作 是 由 这 样 的 一 群 粒子 引起 的 ， 这 些 粒子 在 一 条 直线 上 以 相 
等 的 步 长 ,向 左 向 右 几率 相等 地 随机 运动 着 .我 们 得 到 了 一 个 粒子 
的 概率 w(m,N) 的 显 式 , 它 表示 该 粒子 总 共 移动 了 N 步 ,而 其 中 有 
m 步 是 向 右边 运动 的 概率 .该 节 末 尾 讨 论 了 这 样 一 个 问题 , 即 从 理 
沦 上 我 们 怎样 能 够 根据 布朗 运动 的 观察 事实 去 决定 分 子 的 性 质 . 

3.2 节 讨论 了 浙 近 逼近 这 一 重要 慑 念 。 当 六 较 大 时 ,我 们 可 用 
某 种 简化 的 表示 式 去 逼近 w(m，N)， 为 了 了 解 这 种 方法 的 意义 ， 
以 上 概念 是 必需 的 。 然而 , 在 3.2 节 中 所 介绍 的 方法 具有 广泛 得 
多 的 用 途 . 

在 3.3 节 中 ,我 们 引信 了 关于 w(m, N) 的 差分 方程 ,然后 通过 


1) 这 一 性 质 的 精确 鲜 太 属 于 “大 数 定律 " 题 下 的 内 容 . 
es 1。 


一 个 极限 微分 方程 去 近似 地 表示 这 个 差分 方程 。 这 个 方程 不 是 别 
的 , 正 是 通常 对 多 粒子 运动 作 宏观 描述 时 所 用 的 扩散 方程 。 我 们 
证 明 , 扩 散 方程 的 “单位 源 * 或 “基本 ” 解 提供 了 一 种 对 ww 的 近似 ,这 
种 近似 与 前 段 中 提 及 的 近似 是 相同 的 . 我们 考 虚 了 存在 反射 或 吸 
收 位 爸 时 的 随机 走动 , 举 此 例子 来 说 明 微 分 方程 方法 的 有 用 性 . 

3.4 节 中 进一步 探索 了 概率 性 与 微分 方程 之 间 的 联系 。 例 如 ， 
在 微分 方程 中 使 用 的 映 象 法 是 如 何 用 来 求解 一 些 概 率 问 题 的 ,我 
们 证 明了 在 概率 讨论 中 首次 遇 到 的 基本 解 为 求解 差分 方程 的 广义 
初 值 问 题 提 供 了 钥匙 .在 3.4 节 末尾 ,还 讨论 了 这 样 的 联系 ,特别 是 
有 关 DNA 分 子 的 碰撞 、 梁 的 扭曲 ,一 个 随机 走动 着 的 醉 汉 有 -一 天 
会 回 到 出 发 点 的 可 能 性 以 及 在 准 周期 运动 中 ， 一 群 粒子 集合 的 不 
可 逆 特 征 等 问题 的 联系 . 


3.1 一 维 随 机 走动 模型 ; 朗 之 万 方程 


在 布朗 运动 中 ,小 粒子 在 液体 或 气体 中 无 规则 地 来 回 运动 .一 
些 尘埃 在 太阳 光束 中 的 舞动 ,这 是 或 许 是 这 一 现象 最 普通 的 表现 

比较 大 的 尘埃 的 移动 则 是 因为 组 成 其 周围 介质 的 分 子 对 它 的 
无 数 次 冲击 .在 构造 有 关 这 种 情况 的 数学 模型 时 ， 我 们 无 疑 要 把 
这 些 冲击 看 成 是 随机 地 发 生 的 . 没有 可 能 计算 各 个 分 子 的 轨道 ; 
如 若 我 们 只 是 想 了 解 一 下 这 个 现象 的 大 致 轮廓 ， 也 就 没有 兴趣 去 
计算 各 个 分 子 的 轨道 ， 


一 维 随机 走动 模型 


让 我 们 来 试 着 构造 一 个 与 此 情形 有 关 的 最 简单 的 可 能 模型 . 
于 是 ,尽管 粒子 的 运动 是 三 维 的 ,让 我 们 考虑 粒子 的 投影 ， 它 沿 着 
一 条 线 随机 地 移动 着 。 对 于 粒子 运动 的 一 个 合理 的 理想 化 便 是 设 
想 它 由 一 系列 具有 随机 决定 的 长 度 和 持续 时 间 的 步骤 组 成 的 . 我 
们 再 进一步 简化 我 们 的 图 象 ， 即 认为 粒子 在 一 段 固 定 的 时 间 间 也 
At 内 走 了 国定 的 长 度 Ax， 这 样 , 我 们 就 得 到 了 经 典 的 布朗 运动 的 
一 维 模型 ,一 个 粒子 的 运动 遵循 下 列 规 侍 ; 
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(i) 在 一 段 确定 的 固定 时 间 间 隔 Ax: 内 ,一 个 粒子 沿 * 轴 以 某 
-一 国定 长 度 Ax 走 了 一 步 ， 

(ii) 粒子 向 右 还 是 向 左 走 的 可 能 性 是 相同 的 。 

我 们 将 要 研究 这 样 一 个 粒子 的 性 质 , 该 粒子 按照 (i) 和 (ii) 所 
描述 的 规则 作 无 偏 ? 随 机 走动 。 为 了 进行 这 项 工作 ,我 们 只 需要 一 
些 概 率 论 的 初步 知识 ， 因 为 其 中 遇 到 的 一 些 概 率 问 题 属于 非常 简 
单 的 类 型 . 在 所 给 定 的 情形 下 ,我 们 特别 注意 选 出 一 组 可 能 事件 . 
这 些 事件 常 常 被 称 为 “ 偏 选 ”的 . 因为 所 有 事件 都 被 看 作 是 “同样 
可 能 的 ”, 挑 选 出 来 的 那些 “ 偏 选 * 事 件 概率 由 下 列 比 式 给 出 : 

优先 事 和 件数 
/ 事件 总 数 

我 们 希望 求 得 ,一 个 粒子 在 移动 了 N 步 以 后 ,到 达 离 它 出 发 点 
右边 mw 步 的 一 点 处 的 概率 。 (出 发 点 左边 的 点 是 与 一 个 负 整 数 m 
相 联系 着 的 ，) 每 个 可 能 的 N 步 走动 都 是 机 会 均等 的 ,在 这 样 的 走 
动 中 , 偏 选 事 件 就 是 在 向 右 w 步 后 恰好 到 达 的 事件 . 

在 本 节 中 ,我 们 将 导出 wm, N) 的 一 个 显示 公式 ,然后 我 们 
将 引 人 一 个 母 函 数 的 方法 来 计算 m 的 平均 值 和 均 方 根 值 . 

随机 走动 是 个 吸引 人 的 概念 ， 特 别 有 趣 的 是 把 它 看 作 是 描述 
芒 汉 摇 摇 晃 晃 往 大 街 的 运气 ， 向 前 跨 步 或 向 后 跨 步 的 概率 是 相等 
的 .正如 人 们 所 预料 的 ,随机 走动 隐藏 在 一 个 十 分 多 种 多 样 的 情形 
之 中 .再 来 看 一 个 例子 ;这 是 一 个 赌博 游戏 ,抛掷 一 个 “公正 的 ” 硬 
币 ,游戏 者 4 给 游戏 者 B 一 个 美元 ,或 者 从 B 中 拿 到 一 个 美元 ， 这 
要 由 硬币 是 正面 还 是 反面 来 决定 。 如 果 , 在 4 ( 输 ) 了 一 美元 时 ,一 
个 粒子 向 右 ( 左 ) 移 动 了 一 步 ,那么 w(m, N) 给 出 了 在 六 次 抛掷 以 
后 4 赢 了 m 美 元 的 概率 .读者 将 会 发 现 ， 牢 记 这 个 附加 例子 对 于 
阅读 本 章 将 会 是 大 有 好 处 的 ? 

研究 布朗 运动 的 最 重要 的 物理 含意 在 于 这 样 的 运动 提供 一 种 

1) 除非 走动 沿 着 各 个 方向 是 机 会 均等 的 ,否则 走动 是 偏 信 的 


“2) 至 于 其 他 例子 和 这 方面 的 较 好 的 介绍 可 以 参见 M。Barber 和 B. Ninham 的 
Random and Resiricted Walks (New York: Gordon and Breach, 1970) 


一 书 。 
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个 别 分 子 力 的 可 见 的 宏观 表现 . (作为 比较 通过 温度 、 压 力 的 变化 
才能 观察 到 分 于 运动 的 大 块 效应 ，) 对 这 些 事实 从 理论 上 最 直接 
近似 涉及 一 个 带 有 随机 强迫 项 的 微分 方程 一 - 朗 之 万 方程 。 在 本 
节 结 束 处 ,我 们 概述 一 下 有 关 理 论 的 实质 


显 解 


现在 我 们 来 作出 wm, N) 的 明显 表达 式 , 它 是 一 个 粒子 在 走 
了 立 步 以 后 到 达 位 于 出 发 点 右边 放 步 的 一 点 的 概率 。 假 定 粒子 一 
共 向 右 走 了 2 步 ，p 之 0， 则 向 左 一 共 走 了 N 一 也 步 。 然后 , 它 应 
该 到 达 右 边 芭 步 处 的 一 点 (一 N 万 m 所 NN), 大 


m= 一 (N 一 让; 即 — (N+ m). (1) 


注意 是 一 带 有 符号 的 整数 ,而 ? 却 是 一 个 非 负 整数 ,同时 , 当 入 
为 偶 ( 奇 ) 数 时 ,m = N 一 2p 也 是 偶 ( 奇 ) 数 。 这样 ,m 以 2 为 步 长 
在 一 N 至 NN 之 闻 取 值 ， 例 如 ， 总 共 走 了 N= 二 3 步 ， 位 移 的 可 能 值 
全 是 m= 二 一 3, 一 1 。1。3， 

问 右 走 p 步 ,向 左 走 N 一步 的 不 同 路 径 数 由 下 式 给 出 

Ni N 
pI pt 2 

请 注意 ,CY 称 为 二 项 式 系数 , 这 是 由 于 它 在 二 项 式 展开 式 中 

的 作用 而 命名 的 : / 


N 


(x+ty) = OC xp (3) 


r=0 


不 同 有 的 NN 步 的 路 从 总 数 为 2*。 将 其 除 偏 选 事 件数 ,我 们 得 到 下 列 
结果 ， 

w(m, N) 一 CN/2N, 其 中 二 到 (N + mY). (4) 

(2) 式 所 得 的 数目 与 在 N 个 空 食 里 面 放 ?个 球 时 所 有 的 不 同 放 法 数目 

是 相同 的 .一 个 球 放 在 第 个 盒子 内 ,这 类 似 于 第 不 步 是 向 右 走 的 .》 我 们 


从 上 个 球 是 可 区 分 的 情况 开始 。 第 一 个 球 p,， 可 以 被 放 入 NN 个 盒子 的 任何 
一 个 之 中 去 ; 等 等 。 内 此 ，z 个 可 区 分 的 球 可 以 用 下 列 数 种 方法 放 人 NN 个 
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盒子 中 支 : 

NCN 一 1…[N 一 (一 1 一 NIACN — 2)! (5) 
交换 可 区 分 的 球 , 这 相当 于 使 它们 出 现 的 排列 顺序 进行 置换 ， 但 并 不 改变 合 
子 空 与 满 的 样式 .2 个 球 一 共有 2 种 排列 ， 故 有 


| 个 可 区 分 的 球 被 放 人 入 |=[ 全 2 
N 小 盒子 中 去 的 各 种 方式 的 数目 满 的 样式 的 数目 

[人 | 

球 的 排列 数 ， 
或 

NI! 
CI 

妈 得 (27) 式 . 


让 我 们 来 检验 一 下 ， 所 有 概率 之 和 等 于 1 . 利用 (3) 式 ,我 们 
求 得 确实 有 


N ， z 加 工 1 p 
之 “ms N)— SC 全 二 ) — -> c(i ) (3) 
= 全 十 +i) 一 |. (6) 

注 : 和 号 上 的 二 撒 用 来 表示 求 和 肢 标 都 取 不 同 值 . 
均值 ,方差 与 母 函 数 

假设 了 是 一 个 国 数 ， 它 的 定义 域 是 随机 走动 的 可 能 结果 mm. 
则 f 的 期 望 值 则 由 下 式 定 义 
(fon 一 之 ， “fm)wlm, N), (7) 


之 所 以 使 用 “期 望 值 ” 或 平均 值 这 个 术语 ， 是 因为 在 N 步 走动 进 
行 了 大 量 次 数 4 以 后 ， 可 望 粒 子 到 达 位 于 起 始点 右边 巡 步 的 一 点 
可 达 Aw(m, N) 次 ， jm》 的 平均 值 可 望 为 


4 > Hm)[Awlm, NY Py (8) 


PN 


习惯 上 总 是 略 去 (7) 式 中 的 下 标 N, 而 且 习 惯 上 用 《fm)》 来 代 


+ BD ， 


替 (1》、 举 例 来 说 ,如 果 f(m) 一 pa， 则 训 有 (mk》 来 代替 《〈《 广 ， 
再 看 一 个 例子 ,向 右 移动 的 步 数 ACm) 一 二 《N 十 m) 的 平均 值 ， 
可 以 写成 下 列 等 价 的 式 子 ; 


《zy 一 > JU n) 一 Scs (i 二 ， 


7 me 一 


这 里 我 们 用 到 了 关于 w(m，2z) 的 公式 (4). 在 从 第 一 个 和 式 过 
渡 到 第 二 个 和 式 时 ,我 们 把 变量 m 换 成 了 p， 

(f? 的 最 重要 的 实例 是 平均 位 移 《“7/ 和 均 方 位 移 或 方差 
《1 》>，j(m) 一 m* 的 期 望 值 称 为 和 次 矩 。 

为 了 计算 各 价 矩 ,我 们 引入 苹 函 数 

G(u) 一 之 CD (3) ut?, (9) 

该 消 数 是 在 概率 w(m, N) 上 附加 新 引信 的 变量 * 的 赛 , 并 对 所 有 
容许 取 的 ? 值 求 和 (p 比 m 更 好 ， 因 为 是 以 单位 步 长 变化 的 ) 而 
得 到 的 ”， 外 ,3) 开 也 可 所 看 成 是 具有 下 列 形 式 的 简 里 叶 级 数 : 


£0 ~ 2 a ?1, (10) 


其 中 x 二 ee， 当 了 宝 N 时 a 二 0。 从 而 ,母国 数 方法 与 后 
架 竹 虑 的 健 里 叶 变 换 方 法 产生 了 联系 ， 
为 了 示 明 母 沁 数 的 用 途 ,我 们 注意 


1》 使 用 母 函 数 这 种 操作 是 北 无 困难 的 ，、 但 令 人 人 惊奇 的 是 有 人 况 然 想到 了 这 种 方 
法 .天 才 大 师 欧 拉 是 利用 圭 阔 数 的 第 一 个 人 ,这 也 就 不 足 为 奇 了 。G. Polya 在 
他 的 光辉 著作 《lniroduction and Analogy in Maihematics» (New York: 
Oxftord 杂 . P.，1924) 的 第 一 卷 第 四 章 中 讨论 了 使 用 母 蚁 数 的 动机 . 他 说 道 
“ 终 函 数 有 点 类 似 于 口袋 我 们 不 是 孤立 地 来 拿 许 多 小 东西 ， 那样 是 很 麻烦 
的 。 我 们 把 它们 都 装 人 一 个 口 伐 ， 于 是 我 们 只 要 拿 一 样 东 西 一 一 口袋 就 行 了 . 
十 分 类 似 地 ,我 们 不 是 个 别 地 处 理 序列 dos 2 H179 "ty 中 的 每 一 项 ,而 是 把 它们 
都 放 在 一 个 里 级 数 这 sax” 里 ,然后 只 要 处 理 一 个 数学 对 象 一 一 办 级 数 。 ”而 处 
至 震级 数 , 我 们 就 能 用 解 折 函 数 这 一 异常 有 力 的 理论 . 挛 于 关于 母 函 数 的 广泛 
文献 的 一 个 导 引 可 以 参见 E. C.， McBride 落 的 Obiaining Generaising Funct- 
ions (New York: Springer，1971) 一 书 和 J]. Wimp 在 SIAM Rer. 14, 
663—667C1972) 杂志 上 上 发表 的 专题 文章 ， : 
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8 y 
C(1) 一 2 zc (t) 一 > "bwlm,n)— (py. (11) 


但 由 于 p=— (N+m), 


N N 
则 (p= ~N > “ty NI) 十 二 > “mw(m, N) 
m=—N mm—N\N 


一 了 + Cm). : : (12) 
如 果 G(x) 能 够 写成 简单 的 形式 ， 我 们 就 能 毫 无 困难 地 得 到 
G'(1) 一 《p)， 从 而 求 得 希望 得 到 的 平均 值 (m》. 但 是 ,二 项 展开 
式 (3) 的 另 一 应 用 给 出 


G(u) = (1 十 zx 全) ， (13) 


与 级 数 形式 (9) 对 比 ,这 里 的 G 具 有 封闭 形式 . 方程 (13) 使 我 们 立 
刻 得 出 结论 : 
G01) 一 N/2， 
于 是 ,根据 (11) 式 和 (12) 式 ,我 们 看 出 
(bp 一 N/2， Cm)—0. (14a, b) 
平均 位 移 为 零 这 正 是 我 们 所 预期 的 ， 因 为 向 左 运动 与 向 右 运动 是 
机 会 均等 的 . 
例 求 《m2 并 解释 所 得 的 结 
解 ” 由 (9) 式 


6" — Dplp— De (+) 一 (一 D) 
: — (PF) 一 《2 / 
但 由 (13) 式 得 
GO”(u) 一 NGCN — Dl + a (二) , G"(1) 一 ~ =. 
利用 (14a) 式 的 结果 《Pp》= Mh 得 
(的 一 人 一 二 六 一 NCP) ly+i LN. 


m=2p—N 因此 (mw)= (PP)— 4N(P)+N 
5 ， 
Cm =N t+N—2NV+N=N 
离 原 点 的 均 方 根 位 移 , 即 方 闫 为 | 
Cm = NT (15 ) 
它 大 大 小 于 步 数 V， 这 是 由 于 粒子 左右 随机 运动 ， 其 效果 相互 抵 
消 了 的 结 朱 。 


使 用 随机 微分 方程 ,通过 观察 布朗 运动 来 求 得 玻 耳 兹 曼 和 常数 


现在 ， 我 们 来 非常 简要 地 说 明 一 下 如 何 通过 对 布朗 运动 的 观 
察 去 决定 分 子 的 性 能 。 这 种 可 能 性 是 由 爱 因 斯 坦 提出 的 ， 实 验 是 
由 Perrin 完成 的 、 以 下 是 他 们 的 方法 概 变 。 

假设 作用 于 粒子 上 的 宏观 阻力 正比 于 速度 一 一 正如 经 典 流体 
力学 所 预言 的 ( 见 113$3.6)， 引 和 人 总体 均值 ,〈《 )， 即 多 次 重复 同样 
实验 所 得 的 平均 值 。 在 一 自 时 期 内 ;观察 该 粒子 以 求 得 : (i 兆 
位 移 在 一 直线 上 的 投影 ( 记 为 x), 或 者 Gi) 净 位 移 本 身 ( 记 为 1). 
爱 因 斯 坦 证 明了 扩散 的 这 些 观察 值 ,应 该 服从 统计 规律 


《xz2y 一 = (7) = 2D1, | (16) 


式 中 ,扩散 系数 DD 由 下 式 给 上 
= 人 /1， (17) 
这 里 8 是 绝对 温度 是 阳 力 天数 , 作 月 于 运动 v 的 粒子 上 的 
力 为 一 jv。 对 于 在 粘性 系数 为 4 的 介质 中 运动 的 半径 为 a 的 球状 
粒子 , f 由 斯 托 克 斯 定律 [参见 第 [[ 卷 ,方程 (3.6.10)] 决 定 : 
f = 6rxna., (18) 
在 《17) 式 中 ，A 是 玻 耳 兹 曼 常 数 。 【气体 分 子 的 平均 动能 等 于 


3 4@@， 这 是 一 个 基本 的 物理 事实 ) 
Perrin 能 够 验证 (16) 式 ,因此 在 日、4、a 的 很 大 的 数值 范围 内 


ss BS 


确定 了 玻 耳 兹 曼 常 数 4。 由 于 《等 于 已 知 的 普通 气体 常数 尺 除 以 
阿 佛 匣 德 罗 常 数 No, 所 以 决定 了 不 立 即 就 求 得 了 Ne 的 值 . 

(16) 式 的 结果 实质 只 是 在 适当 的 极限 情况 下 ,考查 随机 走动 ， 
由 方程 (3.8) 和 (3.28) 中 所 得 的 结果 ,但 是 更 充分 的 描述 则 需要 另 
外 一 种 推导 ， 关 于 自由 粒子 的 布朗 运动 的 近代 理论 一 般 地 是 从 靖 
之 万 方程 出 发 的 

ma = — jyv+ FC) (19) 

dt : 

式 中 , v 为 粒子 的 速度 , ”为 粒子 的 质量 ， 局 围 介 质 的 影响 可 以 分 

成 两 部 分 , 即 宏 观 的 动力 摩擦 一 jv 和 随机 力 F(z)， 假 设 F(z) 与 

运动 粒子 的 位 置 和 速度 无 关 , 并 假设 与 v 的 变化 相 比 较 FQ) 的 变 
化 要 迅速 得 多 . 

在 本 卷 中 ,要 重新 写 出 朗 之 万 方程 所 要 求 的 理论 ,我 们 未 免 就 
离 题 太 远 了 .读者 应 该 参阅 参考 书 , 如 在 Wax(1954) 一 书 的 pp. 
22 一 27 中 的 Chandrasekhar 的 论文 .但 在 下 面 两 段 中 , 我 们 将 提 
供 一 个 非常 粗略 的 处 理 ， 以 便 把 宏观 和 微观 过 程 之 间 关 系 的 要 点 
告诉 读者 。 

如 果 取 (19) 式 与 x 的 标 积 , 《x 为 粒子 偏离 粒子 群 平均 位 置 
的 位 移 ) 并 且 对 粒子 群 取 总 平均 ,我们 得 到 : 


mx 人 一 人 )) 一 一 Kx :vw — x F). (20) 


现在 我 们 假定 (xz .F) ~ 0, 这 样 《( 笃 ). ( 既 )》 是 稳 恒 的 ， 


于 是 我 们 就 能 从 (20) 式 中 解 出 《x* v》， 此 量 正比 于 扩散 系数 ;这 
是 因为 由 (16) 式 ,有 


WL/dxn NN 3p 

(xX: Vv) 7 \ 7 ) 让 (21 ) 

《 叉 ，V) 的 解 表 明 : (x ，v)? 最 后 也 成 了 稳 恒 的 ,而 且 取 值 : 
(x.v) 一 2. : (22) 


可 向 在 这 种 简单 推导 中 ,我 们 无 法 计算 出 〈227) 云 右 方 。 然 而 我 们 
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可 以 论证 , 安 观 粒子 的 随机 运动 将 获得 一 个 能 量 , 它 等 于 分 子 运 动 
的 能 量 。 因 此 ,我 们 假设 


1 2 3 : 


合并 (21)、,《22) 和 (23) 式 ,我 们 就 得 到 了 (17) 式 。 


1. 


2. 


练 二 


(a) 证 明 : wlm .和 N) 是 普 的 偶 函 数 , 并 解释 这 一 结果 。 
(b) 求证 (13) 式 ， 
给 定 wm N) 如 (4) 式 所 示 : 
(a) 求 《P》 和 《1m’)》. 
(b) 求 《P'》 和 《m')， 
考虑 一 个 随机 走动 ,其 中 向 有 移动 一 步 的 概率 Pp 不 必 与 向 左 移 
动 一 步 的 概率 1 一 1 一 p 相同 . 
(a) 现在 证 明 : 
wmN) = Co"hMN™ 
(b) 引 人 一 个 母 削 数 ,并 且 用 它 来 求 位 移 mr 的 均值 和 方差 ， 
(c) 在 此 情况 下 重复 练习 2 . 


: (2) 2 阶 的 第 一 类 贝 塞 耳 函数 的 定义 如 下 : 


G2 4 
Wi 0) 


证 明 ( 形 式 地 ) 这 个 级 数 给 出 了 贝 塞 耳 方程 
2 十 x + t+(x—P)y=0 (25) 
的 解 ， 
(b) 如果 是 整数 x, 试 证 
J_nC%) = (—1)"],(%) (26) 
(ce) 证 明 


be 9 ， 。 
CX1A[ 2 一 3 人 ~ | > (—1)(x/2) ri 
j=0 k=0 11k! 
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一 J,(x). (27) 


它 可 充当 带 有 整数 下 标 # 的 内 塞 卫 限 数 的 母 涡 数 ， 
(d) 在 (27) 式 中 ,用 exp( 坦 ) 代 换 +， 试 推导 下 列 积 分 表示 : 
J lx) 一 工 | ermine-r0g0; mm 0, +1, +2, ++ (28) 


(e) 通过 交换 变量 ,可 求 得 另 一 公式 


0 


.1 


A 


(在 $16.3 中 我 们 将 用 到 ”一 0 时 的 公式 。) 


3.2 渐 近 级 数 、 拉 普 拉 斯 方法 、 佑 玛 函 数 及 Stirling 公式 


我 们 已 经 知道 ， 一 个 布朗 粒子 总 共 移 动 了 NN 步 后 到 达 位 于 出 
发 点 右边 w 步 的 一 点 处 的 概率 w《m, NN) 为 
AN 1 
PN pa ;其 中 P 王 一 (N+ m). (1) 
我 们 希 记 求 出 当 NN,p 及 N 一 ?了 很 大 时 的 近似 结果 ;于 是 我 们 
面临 着 一 个 求 大 数 阶乘 的 问题 。 多 年 以 前 ，Stirling” 证 明了 一 个 
阶 冬 的 目 然 对 数 可 以 表 为 下 列 级 数 : 


wm,N)= 


1 YY 1 
lnn! “Int2n) 十 (» 十 ln ?7 十 7 
一 2 
360n (2a) 
其 主 项 给 出 了 Stirling 公式 即 Stirling 近似 . 
n! ~ (2rn) pe *, (2b) 


把 (2) 式 应 用 于 (1) 式 中 的 阶乘 [练习 1(a)] , 我 们 得 到 下 列 近 


1) James Stirling 《1692 一 1770) 是 继 牛 顿 以 后 的 英国 数学 家 ， 实 际 上 Stirling 
导 得 了 一 个 具有 比 Q) 式 更 小 的 系数 的 级 数 ,但 这 些 系数 更 难 求 得 。“ 求 得 这 一 
级 数 需 要 惊人 的 天 才 , 需 要 有 数学 知 谍 才能 得 到 .上 月 从 Stirling 给 出 了 找到 这 
一 级 数 所 要 用 到 的 全 部 原理 以 后 ，Stirling 级 数 的 de Moivre 形式 最 精确 地 措 
述 了 这 一 级 数 的 常用 形式 ?. 一 一 摘 目 de Moivre 收 到 的 一 封 信 . (Jetfreys and 
Jeffreys, 1962, rp. 467)., 


* 1. 


似 : 


ov ee 


表 3.1 表明 ,这 个 近似 是 一 个 极 好 的 近似 ,即使 对 于 m 一 4, 一 10 
这 样 似乎 适中 的 值 也 是 如 此 。 然 而 ,我 们 知道 ,以 (2) 式 作为 第 一 
项 的 那些 级 数 对 所 有 z 值 都 是 发 散 的 。 那么 从 什么 样 的 严格 意 
义 上 说 来 ,(2) 式 是 一 个 正确 的 数学 表示 式 呢 ? 


表 3.1 N=10 和 时 wm，N) 


m 精确 公式 (1) 浙 近 公式 (3) 
0 U .22460093 0.252 
2 0.20308 0.207 
4 0.11715 0.113 
6 0.04374 0.042 
8 0.00977 0.010 
0 0.00098 0.002 . 


为 了 懂得 Stiring 近似 (2) 的 性 质 ,为 了 处 理 其 他 很 多 问题 ， 
我 们 必须 考虑 渐 近 级 数 这 个 概念 。 我 们 以 一 个 相对 说 来 比较 简单 
的 例子 开始 我 们 的 讨论 。 在 这 一 例子 中 ,近似 级 数 可 以 通过 分 部 
积分 产生 。 由 于 剩余 部 分 存在 有 一 个 显 式 表达 式 ,因此 能 够 毫 无 
困难 地 了 解 近似 式 的 渐 近 性 质 。 在 讨论 了 渐 近 级 数 的 形式 定义 
后 .我 们 转 而 对 拉 普 拉 斯 方法 给 于 一 个 启发 式 的 描述 .借助 此 种 
方法 便 可 产生 某 些 积分 的 渐 近 级 数 . 我们 利用 伽 玛 函 数 来 说 明 拉 
普 拉 斯 方法 ， 伽 玛 函 数 是 阶乘 函数 的 一 种 扩充 .我 们 还 概述 了 关 
于 这 种 方法 合法 性 的 证 明 。 其 结果 是 证 明了 Stirling 公式 。 


一 个 例子 : 借助 于 分 部 积分 的 渐 近 展开 
假设 我 们 要 计算 积分 
f(x) 一 | Ac (4) 
其 中 * 取 大 的 正 值 ,这 一 非 正常 积分 是 收 纹 的 [练习 1 (b)]， 采 用 
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分 部 积分 ,我 们 得 到 下 面 的 表示 式 : 
八 x) 一 一 一 | meg, (5) 
(5) 式 中 的 积分 值 要 小 于 (4) 式 中 的 积分 值 、 至 少 小 一 个 因子 
一 。 因 为 在 积分 区 间 中 + 之 x。 所 以 ,我 们 能 从 (5) 式 推 得 
二 一 je) 十 | me fC%). 


我 们 可 以 示 过 逐次 分 部 积分 来 改进 近似 f(x) 盖 xz。 可 以 得 到 
[练习 2(a)] 


f(x) = S,(x) + R,(x), (6a) 
式 中 
$2) 一 二 一 占 二 于 一 + 一 (6b) 


R,(x) = f(x) 一 Se) ~ (—1)nt | mtder-igs, (Gc) 


对 于 所 有 的 x 值 ,序列 5,(x) 当 -> co 时 趋 于 发 散 ， 但 我 
们 仍然 觉得 , 当 x* 很 大 时 ， 在 某 种 意义 上 S.(x) 必定 还 是 一 个 好 
的 近似 。 大 此 ,我 们 将 对 7 的 一 个 固定 值 来 考察 一 下 剩余 式 
R, (x%) 当 XT- 了 时 和 的 状态 ， 
我 们 知道 
ter | 之 | 1 (7 +t | | ex | dr, 
因为 :全 x*，| 2 委 x it。 所 以 我 们 有 
| R,(xX)| 一 nlx | cz = nlx "tl), (7a ) 
于 是 ,若是 x 一 seo， 则 对 于 任何 固定 的 > 都 有 R,(x) 一 0。 事 实 
上 ,只 要 zx 之 27z， 可 以 证 了 明 [ 练 习 2(b)] 
|R.(x)| < 2 "tn, (7b) 
到 使 对 于 ”适中 的 值 上 式 还 是 小 的 。 例 如 , 当 关 天 3 时 
R < -二 、 0.007， 假 若 x 尖 6， 
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方程 (7? 表 明 级 数 的 剩余 式 小 于 忽略 了 的 第 -一 项 。 然 布 ,情况 
并 不 总 是 如 此 。(7a) 式 具有 -种 推广 了 的 性 质 , 即 对 固定 的 >， 币 
余 式 与 所 保留 的 最 后 一 项 的 比值 当 x 一 00 时 趋 近 于 震 。 让 我 们 
用 一 个 定义 把 这 一 说 法 表述 出 来 ， 


渐 近 展开 理论 中 的 定义 
芳 感 
/Ao 十 4 十 4 十 十 一 十 tt 十 = S$,.(%) 
x x X 
十 tt 十 8) 
如 二 
limx"[f(x) 一 $,(x)] 一 0 (w 固定 )， (9a) 


则 我 们 说 表 式 5,(x) 给 出 了 fC《x) 的 一 个 渐 近 展开 式 ( 当 x* 一 % 
了 时), 换 一 种 记号 ,可 把 条 件 (9a) 写 成 
f(x) — Sx) = ox”), x—>00 (n 国定 ) (9b) 
在 (9) 式 成 立 的 情况 下 ,我 们 记 作 
1(x) ~ 3 A 一 > 00,， : (10) 


符号 “~* 读 作 “ 渐 近 于 ”。 若 (10) 式 对 于 每 一 个 # 成 立 ,我 们 就 I 
作 


jz) ~ 3 Air YX 一 > 00 (11) 


称 之 为 于 的 渐 近 大 级 数 展开 ( 当 + 一 co) 

实际 上 ,(11) 式 中 的 级 数 对 任何 固定 的 大 * 值 通常 是 发 散 的 - 
在 另 一 种 情况 下 ,如 果 这 个 级 数 对 于 充分 大 的 * 确实 收敛 于 妃 由 
后 


He 一 3 4ix-'| 一 0 对 于 固定 的 大 * 值 ， 《12》 
那么 当 4# -> oo 时 ,(11) 式 是 渐 近 的 [练习 3], 
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lim 
+ 


正如 我 们 已 经 知道 的 那样 ， 
| 1 exz di 和 ~ 3 (—1)” (nC— 1)ir 


可 以 作为 这 样 的 一 个 级 数 的 例子 ; 它 对 所 有 的 * 值 是 发 散 的 ,但 当 
* 一 00 时 则 是 渐 近 的 、 我们 必须 清楚 地 记 住 收敛 级 数 和 装 近 级 数 
之 间 的 区 别 ， 为 了 证 明 当 x 一 00 时 ,级 数 展开 式 是 渐 近 的 ,我 们 
ed 
$s(X%) 的 行为 。 而 收 伊 性 的 证 明 则 要 求 考察 当 7 变 得 很 大 上 时， 
立 变 量 取 某 一 国定 值 处 的 余 式 的 行为 。 

新 近 级 数 的 定义 可 以 推广 到 x* 一 一 oo。 而 且 ， 我 们 党 和 
项 望 竹 虑 |z| 一 co 的 情形 ,这 里 x 是 复数 . (在 后 一 情形 中 ， 通 
常 对 argz 的 取 值 范围 有 一 限制 。) 也 可 以 产后 当 由 > ee 
意 一 所 zo 时 的 渐 近 展开 问题 ,但 是 通过 引进 新 的 变量 1/(s--zo)， 
把 它 化 为 变量 趋 于 ce 的 情形 ,这 往往 是 方便 的 . 


再 给 出 一 个 定义 
1 ~ 0) D4 + “， x -> co (13) 
即 
A ydoxr9，x -> 14 
g(x) -> TT ‘14) 


新 近 展 开 式 往往 可 以 通过 巧妙 地 运用 分 部 积分 法 来 得 到 .[ 见 
练习 7. ] 现在 我 们 来 讲述 一 种 不 同 的 处 理 方法 ， 它 具有 更 广泛 的 
用 途 ,并 且 可 以 比较 直接 地 推 得 Stirling 级 数 . 


拉 首 拉 斯 方法 


我 们 给 出 一 种 方法 、 用 来 求 某 些 含有 大 参数 的 积分 的 渐 近 展 
开 , 此 方法 是 拉 普 拉 斯 发 明 的 。 经 过 适当 推广 以 后 ,此 方法 成 为 应 
用 数学 中 最 常用 的 方法 之 一 ， 

标准 形式 的 拉 普 拉 斯 方法 用 于 可 以 写成 下 列 形式 的 积分 : 


F(2) 一 | ge-wog, 1 > 0. (15) 


z ® 5 


在 正 的 常数 4 很 大 的 情况 下 ， 找 到 了 一 种 近似 。 整 个 这 一 类 方法 
中 所 用 到 的 思想 ( 拉 普 拉 斯 方法 则 是 这 类 方法 的 一 个 范例 ) 是 这 样 
的 : 如 有 必要 ， 我 们 就 对 积分 进行 变换 ， 直 至 对 大 1 值 其 结 雪 的 
主要 贡献 来 自 于 积分 路 线 上 的 一 小 部 分 为 止 。 假 设 该 积分 部 分 在 
一 点 如 邻近 ， 那 么 就 采用 在 点 附近 作 泰 勒 展开 的 方法 将 被 积 孜 
数 在 该 后 邻近 进行 简化 ， 

在 对 (15) 式 进行 明显 运算 时 ,我 们 假定 f(z) 在 区 间 [a, 8] 的 
一 内 点 % 处 有 一 个 绝对 极 小 值 , 且 有 了 (4) 一 0， 产 ( 呈 全 0。 用 
1 的 泰勒 级 数 中 头 上 两 个 非 零 项 来 近似 Hr) ， 就 可 看 到 
exp[ 一 4f()] 很 象 0(z) exp[ 一 4f(w)1， 其 中 i 

Of(z) = exp 1 二 人 |. 
图 3.1 给 出 了 妆 
He 一 1，10, 和 100 


时 (Go 的 图 象 ， 对 于 大 的 4 和 值 ,我 们 看 到 ，Q(z) 仪 在 距 如 很 小 


1.0 上 
ae-(t~to? 
0Q.5 
‘el0 l=- 0 
e100- 0 
0 0.5 1.0 


图 3.1 这 一 图 示 明 了 这 样 一 个 事实 ， 当 和 大 于 零 且 很 大 时 ， 
exp[ 一 Mt 一 1》*] 从 它 的 最 大 值 迅速 往 下 究 减 
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的 一 段 距离 范围 内 才 是 重要 的 。 在 % 处 的 一 个 窄带 内 ,准许 用 
g(w) 来 近似 g(D)。 这 样 ,我 们 就 得 到 了 猜想 的 结果 : 


PO) = | ge) eH Og ~ g(t0)exp [— 1A)] | Orar. 


但 是 ， 既 然 仅 在 附近 的 一 个 窄 小 区 间 内 对 积分 才 有 实质 性 的 贡 
献 ， 那 么 我 们 就 能 用 一 co 和 co 来 取代 积分 限 ， 从 而 进一步 作出 简 
化 ,当然 ,这 样 做 使 精确 度 略 有 降低 .改变 变量 


/ 一 《)/ 一 f"' (4) 
@ to) 2 . 

我 们 的 结果 成 为 [练习 8(a)] 

F(14) ~ g(1)exp[—1f(10)] 去 re -| | _eep( 一 zz )au, 

/ (16a ) 

用 后 面 将 给 出 的 (34) 式 算出 积分 ,最 后 我 们 得 到 ” 

F(1) ~ g(io)exp[— i 1 元 re -| 1 -> oo 时 。 (16b) 

我 们 不 对 《16b) 式 加 以 证 明 , 而 立即 转 而 讨论 级 数 的 展开 .我 
们 将 要 用 的 处 理 方 法 就 精神 实质 而 言 与 刚才 所 完成 的 很 相似 ， 
加 玛 函 数 的 渐 近 Stirling 级 数 展 开 


我 们 第 一 步 是 要 求 得 n! 的 积分 表达 式 ， 这 是 决 非 容 易 的 一 
步 : 这 是 用 引 人 ” 伽 玛 函 数 T(s) 的 方法 完成 的 ， 


r= x -terax, (17) 
只 要 直接 应 用 分 部 积分 法 就 可 以 验证 : 当 * 为 正 整数 = 时 ,就 有 
T(n) = (nO— 1)! (18) 


但 是 ,《17) 式 中 的 积分 不 是 只 对 * 取 正 整数 才 有 定义 .一 个 重要 


1) 我 们 可 以 通过 远 择 一 条 在 “鞍点 ”附近 的 “最 速 下 降 ” 积 分 曲线 来 淮 广 公式 
(16b)， 使 它 可 以 用 于 复 变 积分 。 这 里 的 “ 整 点 ”与 1 的 平稳 点 是 完全 相似 的 . 
2) 以 前 我 们 已 经 评论 过 关于 母 函数 的 起 源 问 题 ， 那么， 读者 对 于 正 是 欧 拉 得 到 了 

积分 表达 式 (17) 这 一 事实 也 许 不 会 局 奇 了 由， 
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的 特殊 情况 是 
Lr 
了 (二 V 3 (19) 
这 是 一 个 需要 用 技巧 证 明 的 公式 [练习 2(d)]。 其 实 , 即 使 * 取 复 


数值 ,只 要 Rels) > 0， 那 么 (17) 式 仍然 有 意义 、 
我 们 感 兴趣 的 是 当 * 取 大 正 数值 时 T(s) 的 行为 。 


Fr ) == | > 了 一 上 eax : 一 一 | er Dlnro™*xgx, 


上 式 表 明 
r(s) = | :rarz， 此 处 FCx, 站 一 一 Iny 十 rtlnx 
十 sx 
把 F(x,。s) 看 成 * 的 函数 , 它 在 点 wo 处 平稳 ,其 中 
2 一 0， 即 x (20) 


我 们 在 处 理 (15) 式 时 , 的 位 置 是 固定 不 动 的 ,然而 在 这 儿 点 zx 
随 着 * 一 oo 而 移动 .为 了 固定 它 的 位 置 ， 我 们 采用 改变 变量 
的 办 法 


En en 
来 使 x 一 * 一 1 与 固定 所 上 一 1 相对 应 .于 是 ,177) 式 成 为 
FrC) 一 (一 DJ， (22) 
其 中 
] = | ep[ 一 (; — DJs, f0) mt — ln (23) 
v | 


了 (0) 一 0 或 ww 一 1 了 时 ， 《24) 
f(z) 取 极 小 值 。 在 极 小 点 , f 取 值 信 1) 一 1， 因 而 , 《23) 式 的 被 
积 疼 和 在 t 一 1 处 达到 极 大 值 , 并 且 随 着 : t 离开 这 一 反 负 天 靖 迅 
速 地 下 降 . 

为 显示 被 积 蝎 数 的 主要 性 质 ,我 们 记 和 作 
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4=5 1, 1 = H+ [ft — Ki)], (25) 
才 是 我 们 的 积分 成 为 
J(4) eMf(to) | eHUFD-Hi ge (26) 


(这 儿 我 们 已 经 假定 了 :一 1 三 4 为 正 。 但 是 既然 我 们 对 较 大 的 
s 值 感 兴趣 ， 这 就 不 算是 一 个 附加 限制 了 。) 为 了 强调 [1(2) 一 
j(1o)] 是 一 个 具有 单个 极 大 值 的 非 负 函 数 这 一 关键 ， 我 们 引入 一 
个 新 变量 w, 它 满足 | 
w= {0) — fl1). / (27) 
我 们 用 下 式 来 完全 确定 
w= — Vf fH) tn; 


WwW 一 Vf) 一 f(10), 1 之 加 。 
当 z 从 0 增加 至 ce 时 ，z 从 一 co 至 oo 连续 单调 地 增 大 [练习 4 
(a)]， 利 用 这 一 事实 ,我 们 把 (26) 式 重新 写成 


(28) 


一 此 (0 saw dE py 
Lebo i 2 (29) 
下 面 的 任务 是 要 把 d1/4w 展开 成 w 的 震级 数 。 由 于 
w =) 一 蕊 1 一 上 一 1 一 nx (30 ) 
因此 
2 __ 2 1 — 1 a. 
tw > (1 1) >(! 1 十 (31) 


因而 [练习 4(b)] ,可 以 写 出 
:l=V2wl+tawt ww t+.:: .). . (32) 
名 ?2A (31) 式 并 比较 各 项 [练习 4(c)] 便 可 定 出 系数 al 


C22 " 


出 (32) 式 可 以 容易 地 计算 出 dzjdw 的 莓 级 数 。 假设 逐 项 积 
分 是 准许 的 , 则 我 们 发 现 ,计算 (29) 式 便 化 成 了 计算 具有 下 列 形式 
的 积分 


7 (1 ) | ew wdw; m= 0, 1,2,..… (33) 


DO 9 


作 一 初等 替换 ,有 可 证 明 1 是 (二 + 的 倍数 ， 因 此 ,利用 (19) 式 
中 卫 ( 汪 ) 的 表示 式 ,我 们 求 得 


I) = Mr/ (34) 
类 似 的 替换 把 决定 1; 的 问题 化 成 了 计算 了 积分 。 另 外 ,(34) 式 可 
以 对 4 形式 地 作 微 分 [练习 5]。 结果 是 
7.(1) 一 0，m 为 奇数 ; 


1n01) 一 加 加 一 上 ( 王 ) 。m 为 偶数 5 
综合 我 们 的 所 有 绪 果 (练习 5), 便 有 
1= (EE) el +0)], (36) 
从 而 
inT(s) 一 ( 一 六 jiags 一 1 一 上 避 一 1) 
+ 二 mn2r+Oo( 一 一 (37) 


特别 是 当 一 2 十 1 《za 为 整数 ) 时 ,我 们 又 得 到 了 Stirling 级 数 
(2a) 的 首 项 . 


逐 项 积分 法 的 合法 性 


一 般 说 来 , 象 (32) 式 那样 的 级 数 有 一 个 有 限 的 收敛 半 径 ， 
此 ,如 果 我 们 坚持 只 和 收敛 级 数 打交道 ,那么 逐 项 积分 法 的 合法 性 
是 没有 得 到 证 明 的 ,但 是 对 于 大 的 4 值 ,对 积分 的 重要 员 献 只 是 在 
wv 二 0 附近 ,我 们 可 望 级 数 在 此 处 是 收敛 的 。 我 们 有 一 种 强烈 的 
直觉 ,感到 一 切 不 成 问题 ， 的 确 ,在 渐 近 的 意义 上 可 以 证 明 (35) 式 
的 结果 (甚至 是 更 广泛 的 结果 ,如 练习 6 )。 为 了 给 出 证 明 , 代 替 使 
用 (32) 式 中 的 级 数 ,我 们 稍微 改变 一 下 观点 ,把 上 一 1 写成 一 个 有 
限 求 和 再 加 上 一 个 祭 式 

1t— lV2w [+ a ant 


s 100 ， 


十 Ra(z )ztnt2]。 (38) 
带 有 奇数 脚 标 的 那些 系数 a; 对 (29) 式 中 的 积分 没有 贡献 , 这 是 因 
为 相应 的 被 积 函 数 是 奇 函数 ,这 样 ,来 之 于 (38) 式 中 多 项 式 的 最 后 
非 零 贡献 项 正比 于 1,,(4)， 并且 根据 (35) 式 它 为 0(-* 2)。 余 
式 的 贡献 正比 于 


oo 
一 和 
| Rss2( Ww ) tw" t?e Mw dw 
一 co 


= 3 | R ，， [二 ) 12ntie 21 (39 ) 
要 求 (39) 式 如 我 们 所 希望 的 那样 为 0(1-"- 迪 ), 只 需要 求 右 侧 的 积 
分 收敛 即 可 .这 是 当然 的 ,只 要 RaC/W 2 ) 对 于 大 的 + 有 界 ; 甚 
至 成 为 无 穷 大 也 行 , 只 要 它 与 exp(z2) 的 增长 不 是 可 比较 的 话 。 

其 他 文献 中 含有 大 量 的 定理 ， 它 们 给 出 了 关于 得 出 渐 近 展开 
的 各 种 各 样 手段 的 合法 性 的 充分 条 件 。 然 而 ， 通 常 我 们 在 这 里 强 
调 了 逼近 的 思想 。 因 为 在 任何 情况 下 ， 把 已 经 发 表 了 的 定理 应 用 
于 实际 中 磁 到 的 问题 以 前 、 往 往 必 须 把 它 加 以 引伸 . 这 种 引伸 也 
许 是 很 困难 的 。 如 果 遇 到 这 种 情形 ， 许 多 应 用 数学 家 可 能 就 不 去 
努力 完成 它 了 。 

在 应 用 数学 的 很 多 手法 中 , 这 是 十 分 典型 的 .那些 形式 步骤 是 
可 以 证 明 的 。 但 是 常规 的 做 法 是 接受 那些 表面 上 说 得 通 的 东西 ， 
除非 在 在 着 有 道理 的 疑点 ， 即 除非 能 提出 一 种 重要 的 争议 .假如 
你 乐意 ， 你 可 以 想象 在 应 用 数学 的 工作 中 往往 隐 含 着 下 列 合理 的 
辩解 : “所 得 结果 是 尝试 性 的 ， 是 可 以 说 得 过 去 的 ; 我 们 还 没有 
理由 来 怀疑 它 的 合法 性 . ”在 很 多 异常 复杂 的 情况 下 ,严格 的 数学 
证 明 , 甚 至 是 一 般 过 程 的 证 明 ， 可 能 要 花费 数 年 的 时 间 才 能 完成 . 
显然 ,人 们 不 能 袖 手 等 待 ,路 路 不 前 。 我们 应 用 数学 家 所 持 的 态度 
和 行动 原则 与 纯粹 数学 家 基本 上 是 不 相同 的 . 


练 寺 
1. (a) 验证 (3) 式 。 
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(b) 试 证 : (4) 式 中 的 广义 积分 是 收敛 的 。 
2. (a) 验证 (6b) 式 和 (6c) 式 。 
(b) 验证 《7b) 式 ， 
(c) 验证 (18) 式 ， 
(d) 试 证 _ 加 
一 | er dx 一 | eydy 一 Var, 
其 方法 是 考虑 1, 并 在 (x，y) 平面 中 引入 极 坐 标 。 再 验 
证 (19) 式 . 
3， 试 证 : 如 果 对 于 充分 大 的 zx 值 (8) 式 收敛 , 则 当 x 一 co 时 ， 
《8) 式 是 一 个 渐 近 级 数 ， 
4.(a) 验证 (29) 和 (31) 式 . 
(b) 给 出 一 个 形式 证 明 , 证 明 求 得 (32) 式 所 必需 的 反 演 ， 
(c) 确定 (32) 式 中 的 系数 a, 和 o， 
5。(a) 验证 (34) 式 各 (36) 式 。 
《b) 把 积分 化 成 伽 玛 函数 从 而 导出 (35) 式 中 的 公式 。 
(¢) 对 (34) 式 进行 形式 微分 从 而 导出 (35) 式 中 的 公式 ， 
(d) 论证 (c) 中 的 形式 过 程 ， 
6， 把 课文 中 对 (37) 式 的 推导 进行 扩充 ， 从 而 获得 Stir ing 级 数 
(2a) 更 多 的 项 . 
7， 采 用 分 部 积分 法 , 求 下 列 积分 当 * 一 oo 了 的 亲近 展 7 


(a) 补 余 误差 画 数 2 | -rg 
(b) Fresnel 积分 


C(x) = | eos (< Fa S(x) _ (Ee) | 
8. (a) 验证 (16a) 和 (16b) 式 ,。 


《b》 给 出 形式 证 明 ， 试 证 : 如 果 适 当地 限制 1 和 &， 则 (16b)》 
式 是 合法 的 . 


3.3 ” 闲 分 方程 及 其 极限 


为 理论 分 析 蔓 定 了 成 功 基 础 的 基本 要 素 之 一 、 乃 是 从 各 种 名 
# 102。 


样 的 途径 来 通 近 同一 个 问题 的 实践 。 这 样 各 种 方法 的 威力 可 以 相 
互 映 照 ,使 人 们 达到 更 深刻 的 理解 ， 到 目前 为 止 ,我 们 已 经 作出 努 
力 去 追随 一 个 粒子 当 它 从 原点 出 发 以 后 的 运动 ,我 们 得 到 了 w(m， 
N) 的 精确 的 以 及 近似 的 表达 式 ,这 一 函数 乃 是 一 个 粒子 在 总 共 走 
了 N 步 以 后 到 达 位 于 右边 m 步 处 某 一 点 的 概率 ， 如 果 我 们 现在 把 
注意 力 转向 粒子 到 达 位 于 原点 右边 第 i 步 处 的 一 点 的 中 间 行 为 的 
话 ,我 们 将 会 领 司 到 一 种 完全 不 同 的 方法 .我 们 将 会 看 到 ,随机 走 
动 还 可 以 用 某 一 种 差分 方程 来 描述 。 可 以 用 一 个 微分 方程 来 逼近 
这 个 差分 方程 ， 其 结果 成 为 一 个 扩散 方程 扩散 方程 的 各 种 各 样 
的 解 给 出 了 巾 有 闪 (是 的 概率 问题 的 各 种 解 


概率 泗 数 的 差分 
我 们 断言 , 下 列 差 分 方程 
w(xX, + AD) = 1 Br—Ars) + 1 lx 十 Ar 1)， (1) 
霄 述 了 
w(x, 1) 三 w( 志 -， 于) (2) 


在 有 限 步 时间 间 隅 Ar 内 的 变化 。 在 (1) 式 和 (2) 式 中 我 们 定义 
- 


xz 一 m(Ax), + 一 NCA1). (3) 
因此 , w(x,z) 就 是 在 时 刻 * 一 0 从 原点 出 发 的 粒子 在 时 刻 : 位 于 
点 * 处 的 概率 ， 差 分 方程 (1) 只 不 过 说 明了 : 为 了 在 时 刻 :十 A 
到 达 点 x 处 ,那么 在 时 刻 1, 粒子 必定 处 于 两 种 可 能 状态 : 它 要 么 
处 于 点 x 一 Ax [概率 w(x 一 Ax， 1)]， 因而 其 局 它 往 右 移动 了 
一 步 | 梳 率 |; 要 么 处 于 点 = 十 Ax 处 ， 因而 其 后 它 往 左 移动 
了 一 步 ， 
方程 (1) 乃 是 元 所 遵循 的 演变 方程 。 为 了 用 这 些 术 语 来 完 
成 对 间 题 的 公式 化 ,我 们 必须 加 上 粒子 从 原点 出 发 这 一 条 件 , 即 
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w0, 0)=1; wx, 0) 一 0，xy 关 1 (4) 
我 们 希 亡 在 初始 条 件 (4) 下 ,通过 求解 差分 方程 (1) 可 以 重新 得 到 
w 的 精确 解 (1.4) 式 。 读 者 也 许 不 可 能 从 根本 上 求 得 其 解 , 但 他 们 
能 够 容易 地 验证 ,(1.4) 式 满足 (1) 式 和 (4) 式 (练习 1). 
以 微分 方程 来 逼近 差分 方程 
在 前 面 的 讨论 中 ,我们 把 Stirling 公式 用 于 精确 解 (1.4), 从 而 
得 到 近似 解 (2.3) 式 。 我 们 得 到 了 一 个 非常 有 用 的 结 采 , 但 是 肯定 
还 存在 车 一 个 更 直接 的 方法 来 得 到 这 个 近似 ， 应 该 只 花费 较 少 的 
工夫 ,水 得 不 那么 详细 的 结 宁 ; 事实 上 ,现在 要 讨论 的 表述 提供 了 
一 种 求 得 近似 式 (2.3) 的 直接 而 自然 的 方法 
我 们 仅仅 对 粒子 移动 了 许多 步 以 后 的 解 感 兴趣 。 因 此 我 们 应 
该 考虑 N 一 co 的 极限 情况 .然而 由 (3) 式 , 设 在 这 个 极限 中 让 
Al: 固定 ,然后 再 令 :~> c。 我 们 想 要 在 任意 时 刻 : 考察 解 ， 因 此 
我 们 要 在 下 列 极限 
N 一 00 ,! 固定 ,因而 At 一 0 (5 ) 
的 情况 下 求 得 近似 式 (1). 

“注意 ,假定 粒子 是 从 原点 开始 移动 的 ，mAx 便 是 粒子 在 NN 步 
以 后 的 坐标 。 如 果 粒 子 的 总 步 数 入 取得 很 大 ， 我 们 可 望 有 极 大 的 
可 能 性 ,整数 mm( 正 或 负 ) 的 值 很 大 。 我 们 当然 不 希望 排除 这 种 
可 能 性 。 因而 ,我 们 也 把 极限 m -> oo 考虑 进去 。 因为 我 们 希 
望 能 够 描述 在 任意 一 个 国定 点 * 的 铺 形 。 由 (3) 式 , 当 

/ mm 00 ,x 固定 ,因此 Ax 一 0， | (6) 
我 们 得 到 了 近似 式 (1) 四 

极限 情况 (5) 和 (6) 式 要 求 我 们 在 Ar 和 A: 较 小 的 情况 下 对 
(1) 式 取 近似 。 为 此 ,我 们 自然 想到 用 泰勒 公式 来 展开 〈1) 式 中 
的 消 数 . [我 们 也 许 会 感到 路 足 ,因为 至 今 为 止 w 是 定义 在 (x,7) 
平面 内 的 一 个 离散 点 集 上 的 。 但 是 我 们 能 够 构想 出 一 个 多 项 式 ， 
它 是 光 请 地 通过 w 的 所 有 这 些 值 的 ,从 而 殉 服 了 这 个 问题 ,1 因此 
我 们 遂 过 下 式 


+ 104 ， 


D(x, At 十 OCA1)’ = 了 Bx, Ar 十 OC(Ar) (7) 


站 近 了 (1) 式 (练习 2)， 如 果 我 们 用 As 来 除 (7) 式 ,并 且 假 定 


im CAx) DD D 二 0。 (8) 
Ax70 2A1 


我 们 得 到 了 看 起 来 似乎 有 理 的 结果 w, = Dw::。 这 是 令 人 鼓舞 
的 ,但 我 们 必须 更 加 惰 重 一 点 地 做 下 去 . 

首先 ,我 们 看 到 ,继续 保持 量 w 为 应 变量 已 经 不 再 合适 了 . 这 
定 因 为 当 操 的 数目 为 无 多 多 时 在 某 一 个 特定 所 找 到 粒子 的 概率 可 
塑 趋 近 于 零 . 既然 在 任意 瞬时 粒子 只 可 以 占据 * 轴 上 的 其 他 任何 
一 个 点, 我 们 引进 量 


8 一 2 1 2Ax， (9) 
借助 于 “就 可 把 发 现 粒子 于 了 时刻 上 位 于 “一 iAx 和 2 一 KAx 上 ， 
或 者 处 在 和 "之 间 的 概率 表示 为 

> umAx, 1) . 2Ar. / (10) 


i 记 住 ， 求 和 只 对 六 取 从 i 到 的 所 有 值 进行 ,但 不 包括 i 和 《*. 
若 Y 是 侦 ( 奇 ) 数 , 则 取 i 和 多 为 偶 ( 奇 ) 数 .]】 
我 们 必须 注意 : 初 看 起 来 ,假设 《8 ) 似乎 没有 什么 直观 的 要 
求 .但 若 不 作 这 个 假设 ,那么 极限 过 程 看 来 也 得 不 到 一 个 大 意义 的 
结果 。 因 此 ,让 我 们 暂时 承认 (8 ) 式 。 如 果 对 极限 过 程 的 进一步 孝 
察 肯定 了 我 们 正在 取得 进展 这 一 印象 的 话 , 我 们 再 回 过 来 论证 (8) 
式 。 相反 ， 如 果 我 们 的 公式 化 被 证 明 是 没有 意义 的 ， 那 就 没有 必要 
相信 它 的 合法 性 了 . 
利用 (9 ) 式 和 (8) 式 ， 对 于 小 的 Ax 和 At, (7) 式 的 一 阶 近 侯 
式 便 为 
Ou O°u z 
BB, 一 DD Ey | a 
当 Ax 一 0 时 , 取 (10) 式 的 极限 ,我 们 就 求 得 了 发 现 粒子 于 了 时刻 
i 在 区 间 (a，5) 内 的 概率 0(a，5;1) 与 (x!) 的 天 系 为 
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四 b z 
Ul(a; pb: 1 ) = | u(xX, tax, (12); 


非 正式 地 说 ,所 谓 概率 密度 函数 u 指 的 是 u(x，s)dx 为 粒子 在 时 
刻 : 位 于 zx 和 十 dx 之 间 的 概率 ". 


概率 分 布 画 数 的 微分 方程 的 角 


如 有 果 粒 子 从 原点 出 发 ， 并 且 随 机 地 移动 许多 步 ， 那 将 会 怎样 

了 呢 ? 我 们 可 望 概 率 分 布 将 满足 (11) 式 .当然 应 有 

| ux, tdr = 1, (13) 
. 因为 粒子 必定 位 于 x* 轴 上 的 某 处 、 再 者 ,既然 粒子 从 原点 出 发 ,我 
们 必须 要 求 ” | 

limu(x, DD)=0 x 天 0. (14) 
如 霖 在 初始 条 件 (13) 和 (14) 式 下 ,能 够 解 出 微分 方程 (11), 就 可 望 
忆 开 下 列 日 本, 则 直 控 求 得 一 个 大 允 情 砚 下 的 近 个 式 ， 向 不 必 首 先 
求 出 精确 解 . 

对 偏 微分 方程 相当 熟悉 的 人 能 够 通过 寻找 一 个 具有 自 相似 形 
式 的 函数 x 而 求 得 所 希望 的 解 . 但 是 ,为 了 知道 我 们 的 计划 是 否 有 
意义 ,我 以 可 以 反 过 来 做 .采用 现在 的 术语 表达 , 近似 解 (1.4) 式 
是 [练习 3(a)] 


2 
uw 人 Uo( xz， 1 ) ， to x, 1) 一 cporaee[- } (15) 
z i 


而 且 不 难 验证 , w 满足 微分 方程 (11)、\ 正 交 条 件 (13) 以 及 初始 条 
件 (14)[ 练 习 3(b)]。 也 可 以 证 明 ， 解 是 唯一 的 

我 们 已 经 展示 了 这 样 一 种 直接 求 得 随机 走动 问题 的 近似 解 的 
方法 建立 一 个 差分 方程 ， 进 行 合适 的 极限 运算 ， 然 后 再 求解 最 
后 得 到 的 微分 方程 同 题 ， 


1) 注意 它 与 质量 密度 函数 pC《x。2) 之 疗 的 相似 性 、 可 以 认为 2 给 出 了 在 时 肇 
ti 位 于 * 和 x 十 dx 之 则 的 物质 的 质量 ， 
2)《14) 式 中 向 下 的 第 头 意 昧 着 上 通过 正和 值 通 近 零 。 
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内 为 我 们 的 远近 看 来 似乎 是 成 功 的 ， 所 以 我 们 要 更 仔细 地 讨 
沦 它 ; 而 且 还 想 试 着 把 它 应 用 于 一 些 新 间 题 。 这 将 在 本 章 的 其 余 
部 分 中 进行 。 现 在 暂且 让 我 们 更 进一步 来 看 看 解 w。 注意 , 曲线 
U 一 Wo 《x，7) 下 的 面积 始终 为 1; 而 当 才 0 时 w 变 得 越 来 越 陡 ， 
出 现 峰 值 , 当 :0 时 , w 的 最 大 值 (在 x 一 0) 像 :让 那样 增加 ,但 
其 宽度 像 竺 那样 减少 ?2。 因此 ， 当 才 0 时 ，w 逼近 一 个 极限 
“5 函数 ”， 即 使 在 除 原 点 之 外 的 所 有 点 上 它 都 取 零 值 ， 该 函数 仍 
然 具有 单位 面积 。 当 * 增加 时 , m 的 宽度 从 它 的 初始 零 值 开始 象 
尘 那 样 增加 ,方程 (1.14a) 已 经 表明 了 这 一 事实 . 


关于 极限 过 程 的 进 一 冰 者 紧 


我 们 已 经 看 到 ， 近 似 式 (15) 可 以 通过 两 个 途径 来 求 得 : 把 
Stirling 公式 应 用 于 精确 解 , 以 及 在 合适 的 条 件 下 解 极 限 微分 方程 
(11)。 但 是 ,在 通过 Stirling 公式 求 得 精确 近似 式 时 , 我 们 不 仅 必 
须要 求 总 步 数 入 很 大 ,而 且 还 必须 要 求 和 NN 一 请 很 大 ,从 3.1 节 
知道 ,上 和 N 一 分 别 是 向 右 移动 和 向 左 移动 的 总 步 数 。 因此 ， 
如 果 p 或 和 N 一 p 很 小 ,那么 大 部 分 的 步 数 不 是 向 左 便 是 向 右 ,而 
位 移 m 也 就 或 者 可 与 一 N 或 者 可 与 NN 相 比较 了 . 结果 ,我 们 这 样 
来 解释 上 述 关 于 使 用 Stirling 公式 的 要 求 ， 它 排除 了 位 移 与 历经 
的 总 距离 差不多 大 小 的 那样 一 些 偶 然 情 况 . 我 们 在 推导 极限 微分 
方程 时 并 未 提 及 这 一 要 求 。 为 什么 呢 ? 

为 了 回答 这 一 问题 ,让 我 们 写 出 我 们 所 用 到 的 全 部 极限 过 程 ， 
即 

Ar—0, Al 一 0，71 一 Oo， N 一 oo ， m(Axr)—> x, 
N(A!1)— 1, 
A 人 rx) 
2 >D (16) 
由 此 


] ) 例如 可 以 令 x 一 4D:， 以 此 作为 宽度 的 定义 ,从 而 得 到 这 样 . 一 个 位 置 ， 在 此 位 
茵 处 《15) 式 中 的 指数 因 于 万 是 其 最 大 值 的 1/e. 
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Ax _2D0 > 
Ar Ax 1 17 
因而 , 极 小 步子 所 取 的 速度 其 极限 为 无 穷 大 。 而 且 和 更 重要 的 是 
人 2 一 一 二 oO 《18) 


N NA! Ax i Ar 

因此 ， 我 们 所 取 的 极限 过 程 事实 上 明显 地 用 到 了 下 列 假定 ， 离开 
原 扣 的 位 移 mAx 硅 x 与 历经 的 轧 距 离 NAx 相 比 是 很 小 的 . 

根据 前 面 的 讨论 ,我 们 对 于 为 什么 必须 把 极限 取得 使 (Ax》/ 
At 保 持 有 限 的 理由 有 了 深入 的 了 解 。 根 据 (18) 式 ,mm 与 N 相 比 必 
须 很 小 的 要 求 意味 着 Ax/Ai 必须 趋向 无 穷 大 。 这 使 得 (Ar)?/Az 
为 有 限 这 一 要 求 显得 不 是 那么 不 可 思议 了 .但 是 ， 作 出 这 要 求 的 
一 个 更 好 的 理由 是 : 位 移 在 时 刻 * 的 变化 近似 于 xAx)*/At [ 练 
习 3(c)]， 而 在 一 种 合理 的 极限 之 下 这 个 变化 必须 是 固定 的 。 因 
为 ,如 果 均 方 根 位 移 几乎 为 零 或 无 穷 大 的 话 , 则 在 固定 位 置 x 处 几 
平 看 不 到 任何 东西 . 


反射 与 吸收 势 色 


为 表明 极限 微分 方程 所 具有 的 威力 ， 让 我 考虑 这 样 一 种 随机 
走动 问题 。 和 以 前 一 样 , 在 这 个 问题 中 粒子 仍 是 从 原点 出 发 ,但 是 
在 x 一 工 十 pt L >> 0 处 存在 着 一 个 全 反射 势 侍 ， 所 谓 存在 
有 这 样 一 个 势 垒 的 意思 是 : ”一 个 粒子 若 在 时 刻 + 到 达 * 一 工 处 ， 
然后 向 右 移动 ,那么 它 将 在 时 刻 : + At 再 次 到 达 x = 二 处 另外 一 
个 在 x 一 工 一 Ax 处 的 粒子 由 于 向 右 也 可 到 达 位 置 * 一 工 。 故 

万 ( 工 ，: 十 At) 一 二 i(L — Ax, 1) + zw(L,1), (19) 


按照 (9) 式 那样 引入 概率 分 布 冰 数 x = w/(2Ax)， 并 且 令 Ax 一 
0， 上 述 条 件 便 成 了 

ud(L, +)=0. (20) 
由 于 所 有 粒子 都 保持 在 * 一 工 的 左边 ,所 以 除了 (13) 式 必须 由 下 
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式 
| u(x, i)dr = 1 (13a) 


来 蔡 代 以 外 ,所 有 其 它 条 件 都 保持 不 变 . 

正如 我 们 将 在 3.4 节 中 所 见 到 的 那样 , 求 微分 方程 (11) 的 一 
个 满足 (13a)、(14) 和 (20) 式 的 解 并 不 比 在 省 略 上 述 条 件 的 情况 
下 求解 (11) 式 要 困难 得 多 。 结 果 是 当 在 * = 工 处 存在 有 一 个 势 又 
的 情形 下 ,分布 阔 数 如 下 式 所 示 : . 

W =— Ur(x, 1); Ur(x, 1) = Wr, 1) + wx CO— 2L, 1), (21) 
先 求 出 存在 有 有 反 丑 势 又 的 随机 走动 问题 的 解 , 然后 再 通过 Stirling 
近似 式 得 到 (21) 式 ,这 种 做 法 也 是 可 以 的 。 但 是 ,人 至少 对 做 分 方程 
有 所 熟悉 之 后 ,从 微分 方程 (11) 的 一 个 合适 的 解 求 得 (21) 式 ,这 样 
做 所 需要 的 技巧 或 许 更 少 些 。 无论 对 于 求解 精确 问题 还 是 求解 近 
似 问 题 ,一 般 都 要 用 到 反射 这 一 已 想 ， 

现在 让 我 们 来 考虑 这 样 一 种 情况 ， 即 恰好 在 * 三 工 处 的 右边 
存在 有 一 个 全 吸收 势 垒 。 这 意味 着 如 果 粒 子 从 z 一 工 癌 右 移动 ， 
那么 它 就 消失 不 见 了 。 因 此 ， 粒 子 能 够 到 达 * 一 工 的 唯一 途径 是 
首先 到 达 x 一 工 一 Ax， 然 后 再 向 右 移动 。 所 以 在 此 情况 下 ， 料 
子 所 遵循 的 差分 方程 当 x 委 工 一 Ar 时 是 成 立 的 ,而 且 存 在 着 另 
外 的 条 件 


元 (二 ，; 十 Al = 二 wb(L — Ax, 4). 


5| 和 人 三 w/(2Ax)， 和 忽略 Ax 的 高 阶 项 ,我 们 便 得 到 下 列 边 罕 条 
件 
u(L, 1)= 0. (22) 
(11),(13),(14) 和 (22) 式 的 解 是 
u = us x, 1), ualr, 1) = ux, 1) — uolx — 2L, 1). (23) 
柱子 从 时 刻 零 出 发 以 后 ， 在 时 刻 上 位 于 * 和 x 十 dx 之 间 的 近似 
概率 即 由 方程 (23) 给 出 。 还 使 我 们 感 兴趣 的 是 REL， 号 这 是 一 
个 粒子 在 时 间 间 隔 (t，! 十 Az) 内 于 xx 一 处 锌 吸收 的 概率 ,该 
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粒子 是 在 上 二 0 时 于 原点 出 发 的 。F 的 另外 一 个 解释 是 ， 它 代表 
了 在 时 间 间 隔 (x，it 十 dt1) 内 首次 通过 工 的 概率 。 正如 我 们 将 在 
3.4 节 中 证 明 的 那样 ,所 要 求 的 公式 是 异常 简单 的 。 即 


FL 站 一 一 站 (Ca _ (24) 


因此 ， 首 次 通过 时 间 是 与 存在 有 吸收 势 又 时 的 随机 走动 的 概率 分 
布 了 淄 数 的 梯度 成 正比 的 ， 


凝固 作 用 : 首次 穿越 理论 的 应 用 。 


我 们 将 要 简单 讲述 一 种 首次 穿越 时 间 的 计算 方法 的 应 用 ， 即 
考虑 当 一 种 电解 质 加 入 溶剂 时 ， 了 胶体 微粒 所 星 现 出 的 凝固 作用 . 
[我 们 的 讨论 将 是 非常 简要 的 .更 详细 的 讨论 可 参看 Chandrasekha- 
rs 在 Wax (1954) 所 编 一 书 中 的 pp，60ff.] Smulchowski 提出 
的 这 种 理论 一 开始 认为 由 于 电介质 的 作用 在 每 一 个 质点 周围 出 现 
了 一 个 半径 为 尺 的 影响 球 ， 而 且 ， 当 粒子 之 间 的 接近 距离 小 于 R 
时 ,它们 便 会 粘 在 一 起 。 假 设 单个 粒子 的 影响 球 以 原点 为 中 心 , 而 
浓度 为 > 的 其 他 粒子 的 海洋 则 围绕 着 它 作 随 机 运动 。 把 这 个 球 看 
成 是 一 个 吸收 势 又 ， 而 把 随机 海洋 看 成 是 与 扩散 率 D, 相 联系 着 
的 , 则 粒子 到 达 p = R(p 是 极 坐 标的 矢 径 ) 的 比率 是 


2 
Op PR 


了 这儿 我 们 已 使 用 了 球 坐标 下 的 梯度 公式 ， 在 (25) 式 中 ,wv 是 下 列 
式 子 的 解 


w= DAw, p>R. 

ww 二 vv 在 1:=0, p>R; (26) 

w= 一 0 在 p= 一 R,，x0. 
如 果 粒 子 (假设 它 最 初 是 平稳 的 ) 本 身 正在 作 布 贿 运 动 ， 扩 散 率 为 
D;, 则 可 证 明 ,《(25) 和 (26) 式 中 的 D, 应 该 用 D, 十 D; 来 代替 。 知 
道 了 育 结 率 后 ,就 能 写 下 一 组 动力 学 方程 ,它们 描述 了 由 i 和 ji 重 
梁 结 成 《 重 粒 子 (i 十 7 二 《) 的 形成 率 , 以 及 由 于 与 其 它 粒 子 的 
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吧 结 。 上 重 粒子 的 消失 过 程 。 作 出 了 某 些 简化 假设 之 后 便 可 得 上 
方程 的 解 , 其 结果 与 实验 相符 ， 


练 二 


1. 验证 : 由 (1.4) 中 定义 的 函数 wx《m, 和 N) 满足 (1) 式 和 (4) 式 。 
2. 验证 (7) 式 
3. (a) 证 明 (1.4) 式 意 含 了 (15) 式 ， 
(b) 试 证 :〈15) 式 定义 的 函数 wo 满足 (11),(13) 和 (14) 式 . 
(c) 试 证 : (1.15) 式 可 以 被 解释 为 : 指明 了 时 间 间 隔 z 内 的 平 
均 平 方位 移 为 :(Ax)?/(Az). 
(d) 使 若 你 或 许 熟 悉 了 相似 性 方法 [参见 I，3.4 节 1, 试 利用 它 
导出 (15) 式 。 / 
4. 利用 《15) 式 ， 算 出 一 个 点 涯 所 产生 的 扩散 的 头 四 阶 粗 。 并 与 
《1.14),《1.15 ) 和 练习 1.2 中 所 得 结果 进行 比较 ， 
5. (a) 考虑 一 个 粒子 在 一 个 立方 晶 格 中 作 无 偏 随机 走动 晶 格 各 点 
间 相 距 为 Ax。 令 Ar 为 走 一 步 所 需 的 时 间 .。 把 课文 中 对 一 维 
问题 的 讨论 进行 推广 , 试 证 


Ou /Ou ,Ou 2 ) 
一 万 (2 + 27 ) 
oO! (总 By 62 人 C27. 
式 中 
2 
D = lim (Ax) (28) 


A 6(Az) 
而 w 则 是 馈 合 适 地 定义 来 表示 概率 密度 的 ， 
(b) 对 (28) 式 与 相应 的 一 维 公式 (8) 式 之 间 的 差异 ， 作 出 讨论 . 
(c) 你 认为 (28) 式 和 《8) 式 的 二 维 形式 是 什么 > 试 作出 推测 . 
6. 考虑 一 维 随机 走动 ,其 中 ,粒子 以 相同 的 概率 向 左 移动 一 步 、 向 
右 移 动 一 步 或 着 停留 在 原 处 。 试 证 ， 极 限 概 率 分 布 又 满足 扩散 
方程 。 为 什么 对 于 扩散 率 DD 的 定义 所 作 的 改变 是 有 道理 的 ? 
7. 元 虑 一 粒子 沿 * 轴 的 随机 走动 ， 假 定 粒子 分 别 以 概率 9 或 1 一 
向 左 或 向 右 移动 一 段 距离 A， 移 动 一 步 化 费 了 个 时 间 单 位 . 
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(a) 瑟 出 关于 w(m,N) 的 差分 方程 , ”是 粒子 在 时 刻 Nr 位 于 
距离 原点 mA 处 的 概率 (mw 和 NN 都 是 整数 ). 

(b) 当 A—0, rr—0, A/27 一 D, mA >x，Nr 一 + 时 , 求 

极限 做 分 方程 . 试 证 : 如 果 存 在 所 要 寻找 的 那 种 类 型 的 极限 ,于 


么 9 必定 以 某 种 方式 逼近 pe 
. 考虑 在 均匀 力 场 中 沿 * 轴 的 随机 走动 。 在 时 间 z 内 ,粒子 以 概 
率 一 BA 或 者 六 十 pA 向 右 或 者 向 左 移动 一 段 距 离 A (8 为 


一 常数 )。 写 出 粒子 在 时 刻 Nr 位 于 离 原点 距离 mA 处 的 概率 
的 一 个 差分 方程 ,m 和 都 是 整数 ， 求 出 当 A 一 0,r 一 0, A?/ 
2r 一 D,mA 一 +，Nr -> + 时 的 极限 微分 方程 ， 

设 一 个 受到 弹性 约束 的 粒子 ,位 于 KA 处 ,一 R 雪 天 入 RCR 是 


一 个 固定 的 整数 )， 以 概率 pe 一 KR-!) 或 = (1 十 太一) 向 


右 或 向 左 移动 ， 每 一 步 的 持续 时 间 为 <。 请 查 明 “ 弹 性 约束 ” 确 
是 一 种 合理 的 描述 。 若 A 一 0,T7 一 0,，R 一 %, A’/ir 一 中， 
(Rr)-! 一 7 等 等 ,对 于 合适 的 概率 密度 w, 试 导出 极限 方程 


Go 


Ci 
志 


Ou _ O( xu ) Ou 
sh Ox te 8) (29) 
10. 老 老实 实地 推导 不 容易 ,但 却 可 以 直接 验证 
27 一半 ex 一 7xX- 
人 元 一 exp( 一 271)] C30) 


满足 (29) 式 和 附加 条 件 x > 0; | w(x Ddz 一 1 
limx(z， 1) 一 0，x 天 0。 


(a) 验证 这 一 点 。 
(pb) 把 此 结果 与 自由 粒子 的 结果 作 一 比较 。 特 别 当 7 一 0 时 ， 
证 明 (30) 式 趋 近 于 自由 粒子 的 结果 
(c) 当 * 值 固定 ，z 一 co 时 , 对 这 两 个 结果 的 行为 作 一 讨论 . 
11. (a) 假设 一 粒子 以 无 偏 随机 方式 在 平面 内 移动 ,每 5 秒 移动 一 
. 1172， 


步 ,长 度 为 A, 试 证 方程 . 
p(x y,1+rt) 一 1. xz 十 Acosoy 二 Asno0z)do9. 
TT 9 


(31) 
在 证 明 过 程 中 ,要 给 出 4 的 定义 。 开始 时 可 以 解释 一 个 为 什么 
粒子 以 概率 40/2x 在 0 一 和 和 9 一 名 十 49 方向 之 间 的 移 
动 . 
(b) 引进 一 个 概率 密度 函数 。 通 过 对 (31) 式 取 近 似 证 明 该 淆 数 
满足 扩散 方程 . 


3.4 ”有关 概率 和 偏 微分 方程 之 闻 关 系 的 进一步 考虑 


令 人 惊奇 的 是 ， 在 极限 情况 下 布朗 运动 过 程 竟 然 遵循 一 个 形 
式 相当 简单 的 偏 微分 方程 ， 更 奇怪 的 是 这 个 方程 同样 适用 于 许多 
其 他 物理 过 程 ,如 热传导 或 一 种 气体 在 另 一 种 气体 中 的 扩散 ;这 都 
是 些 十 分 不 同 的 物理 过 程 ， 至 少 表 面 上 如 此 。 很 多 自然 过 程 能 够 
用 类 似 的 甚至 完全 同样 的 方程 来 描述 ， 这 一 事实 正 是 应 用 数学 作 
为 一 门 科 学 学 科 而 存在 的 要 素 。 因 为 ， 假 如 没有 这 样 一 种 自然 的 
统一 趋势 存在 ,那么 各 种 现象 的 数学 研究 也 就 支离破碎 ,没有 希望 
了 . 

在 这 一 节 , 我 们 继续 研究 随机 走动 与 偏 微分 方程 之 间 的 关系 . 
一 开头 ， 我 们 回顾 一 下 根据 宏观 或 连续 介质 观点 来 推导 扩散 方程 
的 过 程 。 我 们 强调 。 不 同 的 微观 模型 能 够 给 出 这 一 同样 的 宏观 方 
程 。 为 何许 多 颇 为 不 同 现象 的 理论 能 够 被 纳入 为 数 不 多 的 几 个 微 
分 方程 的 研究 ,其 原因 之 一 便 是 抹 平 了 那些 非 基本 的 微观 细节 . 

我 们 将 要 研究 求解 扩散 方程 的 各 种 技巧 。 概 率 与 微分 方程 之 
间 的 相互 影响 也 将 在 这 一 过 程 中 得 到 说 明 。 例 如 ， 概 率 问 题 引 出 
了 源 解 (source solution) 问题 , 它 是 求解 扩散 方程 一 般 初 值 问题 的 
关键 ,换言之 ,扩散 方程 的 某 些 特 解 给 出 了 概率 问题 的 答案 . 

最 后 ,我 们 要 考察 下 列 两 方面 之 间 的 一 系列 值得 注意 的 关系 ， 
一 方面 是 各 种 各 样 的 概率 问题 之 间 的 关系 ， 另 一 方面 是 拉 普 拉 其 
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方 往 和 韭 章 次 拉 普 拉 斯 方程 ( 泊 松 方程 ) 之 间 的 关系 ， 
关于 扩 族 方程 及 其 与 随机 走动 之 间 关 系 的 进一步 讨论 
找 们 将 更 仔细 地 芳 察 极限 偏 微 分 方程 


Ou _ On ] 

0 D (#5). (1) 

我 们 已 经 在 第 一 章 中 使 到 过 这 个 方程 ， 让 我 们 来 回顾 一 下 根据 安 
允 观 点 导出 该 方程 的 要 点， 


信 a(x，、t) 为 每 单位 长 度 内 某 个 量 的 数目 。 令 J 儿 x, 1) 为 这 
个 量 的 通 量 ， 即 该 量 在 时 刻 上 从 * 的 左边 移 到 x 的 右边 的 净 速 
率 “。 如 采 该 量 守 恒 , 则 它 在 一 个 区 间 内 的 累积 率 必 定 等 于 它 通 过 
你 面 军人 该 区 间 内 的 率 。 因 此 ,对 于 任意 的 Arx, 有 


入 I u(x 和 一 (x 一 I(r Ar 
urs Ddx ~ J 7) — Ir + Arst) 
取 Axr 一 0 时 的 极限 ,得 

Ou 时 时 OJ 

Or Ox (2) 


我 们 假定 * 的 比较 高 的 浓度 有 扩散 的 趋势 , 即 , 存 在 着 一 个 从 
高 浓度 问 低 浓度 的 流动 . 为 了 描述 由 于 * 的 差异 而 引起 的 流动 过 
程 ， 人们 能 够 想到 的 最 简单 合理 的 假设 是 设 的 大 小 正比 于 


, 令 比 例 常数 为 一 DD, 从 而 有 


此 


Ou 
一 一 万 一 一 ， 3 
/ Or ( ) 


其 中 D > 0，(3) 式 正确 地 表明 了 如 果 x 随 * 增加 (5 > 0 )， 
则 # 向 左 流动 ;如果 x 随 * 减少 , # 向 右 流动 . 
合并 (2) 式 和 (3) 式 ,得 到 (1) 式 (假定 万 为 常数 )， 这 个 扩散 方 
1) 把 #* 看 成 每 单位 体积 内 某 个 量 的 数 日 往往 是 有 用 的 , 但 这 个 量 的 分 布 仅 仅 与 单 
个 坐标 * 有 有关. 这样， 了 就 是 通 量 密度 , 即 垂直 于 x 坐标 轴 的 单位 面积 上 的 通 
曼 。 
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程 坏 是 我 们 在 对 随机 运动 作 极限 描述 时 得 到 的 那个 方程 。 正 如 在 
本 节 第 一 段 中 提 及 的 那样 ,(1) 式 极 好 地 描述 了 许多 物理 现象 ， 举 
例 来 说 ， 如 果 ww 指 的 是 浸 于 溶剂 中 的 溶质 粒子 的 浓度 [在 此 情形 
下 ,(3) 式 称 为 Fick 定律 1|， 则 (1 ) 式 描述 了 溶质 的 扩散 .如果 zx 
措 的 是 温度 [这 时 ,(3) 式 称 为 牛顿 - 健 里 叶 冷 却 定律 ], 则 (1) 式 挡 
述 了 热 的 扩散 .而 在 第 一 章 中 我 们 已 经 提 到 了 (1) 式 在 能 动 的 做 
生物 购 随机 运动 中 的 应 用 ， 

当 灰 全 粒子 在 空气 中 移动 时 受到 极其 大 量 的 微小 推动 ， 这 是 
灰尘 粒子 与 其 周围 的 空气 分 子 人 碰撞 的 结果 .在 水 中 的 颜料 粒子 受 
肥水 分 子 的 类似 的 推动 。 当 讲 到 灰尘 粒子 或 颜料 粒子 的 扩散 时 ， 
我 们 知道 ， 扩 散 时 间 与 两 次 推动 之 间 的 典型 时 间 闻 隔 相 比 是 很 长 
的 ; 扩散 的 距离 与 两 次 推动 之 间 粒 子 移动 的 典型 距离 大 小 相 比 也 
钙 很 长 的 ， 因此 ,这 一 点 和 我 们 以 前 的 发 现 是 一 致 的 , 即 从 一 个 随 
机 走动 中 可 得 到 一 扩散 方程 , 其 中 步 长 Ax 和 步 间 隔 Al 被 看 作 
是 小 的 ， 

俱 难 靖 楚 地 觉察 到 热 扩 散 。 分子 碰撞 无 疑 会 引起 局 部 动能 的 
某 种 随机 变化 。 但 是 还 不 能 明显 地 说 热 的 “走动 ”方式 是 与 尘埃 粒 
子 是 一 样 的 。 就 此 而 论 , 卷 虑 练习 3.6 是 有 好 处 的 。 练习 3.6 要 求 
读者 证 明 : 从 粒子 以 等 概率 向 左 移动 、 向 右 移动 或 停留 在 原 处 的 
这 梓 一 个 随机 走动 中 可 得 到 扩散 方程 《1)。 这 就 给 出 了 关于 一 种 
一 般 行 为 的 一 个 示例 : 许多 不 同 的 微观 模型 得 到 了 相同 的 极限 或 
宏观 方程 。 我 们 抹 平 了 那些 微观 细节 。 因此 ,通过 忽略 了 差异 ( 例 
如 在 热 的 分 子 运动 细节 与 咨 质 扩散 之 间 的 差异 ) 而 获得 了 理论 上 
的 统一 ,这 样 做 从 许多 角度 看 都 是 无 得 大 局 的 . 

我 们 要 强调 ,由 于 所 涉及 的 两 个 标 度 之 间 的 巨大 差异 ,布朗 运 
动 的 随机 走动 模型 是 适宜 的 。 为 了 把 概念 阐述 清楚 ， 试 设想 一 个 
人 通过 某 个 放大 镜 M, 正在 考察 一 个 作 随 机 运动 的 尘埃 粒子 , 通 
过 Mi 仅 能 分 辨 充 分 大 的 那些 运动 ,因此 , 过 于 频繁 地 观察 粒子 是 
疫 有 意义 的 。 记 住 这 一 点 ,就 可 以 认为 他 会 发 现 ,通过 每 隔 秒 确 
定 一 下 粒子 位 置 的 方法 来 绘制 出 粒子 的 途径 ,这 是 切合 实际 的 .他 
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可 以 利用 一 个 效率 更 高 的 放大 镜 M,， 现 在 ,他 能 每 隔 1s(z; 过 4) 
秒 时 间 来 确定 粒子 的 位 置 。 而 一 个 效率 还 要 高 的 透镜 M; 会 揭示 
出 更 多 的 细节 ,用 它 可 以 定 出 每 隔 tz < 二 所) 秒 粒 子 的 位 置 . 

所 有 这 些 “ 宏 观 ” 时 标 #i 与 分 子 - 粒 子 闻 碰撞 的 典型 时 间 7 相 
比 都 是 很 大 的 ,因此 我 们 便 能 选择 一 个 中 等 的 时 间 间 隔 Ax， 以 使 
TK AtKii,t=1,2,.... 在 At 的 基础 上 , 我 们 就 能 构造 出 一 
个 关于 尘埃 粒子 运动 的 随机 走动 模型 ,其 中 ,所 谓 “ 一 步 ” 被 定义 为 
经 过 时 间 间 隔 人 :以 后 的 典型 位 移 。 随 机 走动 模型 的 两 个 特征 是 : 
相继 的 步子 被 看 成 是 独立 无 关 的 ， 以 及 可 以 借助 于 扩散 极限 来 分 
析 进 程 。 由 于 时 间 间 隔 为 A: 秒 的 两 个 事件 之 间 不 存在 有 效 的 相 
关 性 ,所 以 ,把 相继 的 步子 作为 独立 的 来 处 理 , 这 是 不 成 问题 的 .与 
此 相反 ,相继 的 推动 的 效果 就 不 一 定 是 独立 的 ， 另 外 ,由 于 要 走 很 
多 步 才能 得 出 一 个 典型 位 移 , 所 以 取 扩 散 极 限 也 是 恰当 的 . 

再 重申 一 遍 , 我 们 可 以 使 用 扩散 极限 (或 等 价 地 采用 Stirling 
近似 ), 这 是 因为 我 们 可 以 定义 一 个 “ 步 时 间 ”At， 它 与 宏观 时 标 
ti 相 比 是 很 小 的 。 而 且 我 们 可 以 采用 各 步 之 间 独 立 无 关 的 假定 ， 
这 是 因为 At 与 单个 分 子 推动 之 间 的 典型 时 间 z 相 比 是 很 大 的 . 

但 是 ,最 后 总 是 有 一 个 终极 。 当 我 们 选用 的 放大 镜 M; 的 放 
大 率 逐 步 增高 时 ,所 增加 的 细节 再 也 没有 意义 了 ?。 粒 子 径 迹 将 展 
现 得 愈 来 愈 长 \、 愈 来 愈 畸形 ,因此 速度 也 愈 来 愈 大 这 就 是 我 们 之 
所 以 能 够 采用 无 穷 大 粒子 速度 的 原因 ， 这 是 在 扩散 极限 之 下 布朗 
模型 的 形式 上 的 伴生 物 ， 


基本 解 的 选 加: 镜像 法 


馈 解 释 为 描述 热流 动 的 方程 (1)， 将 在 第 四 、 第 五 两 章 中 作 
更 详细 的 讨论 。 在 这 里 ， 我 们 想 通 过 考察 《3.15) 式 中 给 出 的 解 
u(x， 4) 来 说 明 概 率 和 微分 方程 之 间 的 相互 关系 ,为 了 参考 方便 ， 


1) 如 果 “ 放 大 镜 ” 的 倍率 足够 大 ， 可 以 分 解 单个 推动 的 效应 、 那么 再 采用 倍率 更 高 
的 放大 镜 就 不 能 进一步 显示 出 细节 了 .。 但 是 到 了 这 种 地 步 就 不 再 存在 宏观 与 
分 子 尺度 之 闻 的 区 别 了 ,而 随机 走动 模型 的 整个 基础 也 不 再 存在 了 . 
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重新 号 出 如 下 : 


uo( Xs, 1) 一 : (4xDr) -Yexp (= ). (4) 


记 住 : 这 个 解 满 足 6 函数 的 初始 条 件 (3.14) 式 , 而 且 w 在 整个 
x 轴 上 的 积分 为 1。 因此 ,我 们 就 能 将 w(x,:) 解释 为 单位 源 解 . 
这 融 定 项 ,如 朱 我 们 假定 一 开始 有 一 单位 质量 集中 于 原点 上 , 则 该 
解 给 出 了 在 时 刻 * 扩散 到 x 与 x 十 dx 之 间 这 一 区 域 中 的 质量 数 
日 . 如 有 果 我 们 把 单位 质量 想象 成 是 由 很 大 数目 M 个 微粒 所 组 成 
的 , 则 这 个 解释 与 随机 走动 解释 是 完全 一 致 的 。 从 而 ,单个 粒子 位 
于 x* 与 x 十 dx 之 闻 的 概率 便 是 MM 个 粒子 中 位 于 这 一 区 域 中 的 粒 
子 的 日 分 比 ， 
贡 数 ww 亦 称 为 (1) 式 的 基础 解 或 基本 解 , 因 为 把 那些 象 m 那 
” 样 的 解 适 当地 进行 组 合 便 可 以 得 到 更 普遍 的 解 。 要 了 解 这 一 点 ， 
我 们 首先 注意 当 * 和 :改变 为 + 一 5 和 4: 一 rt 时 ,扩散 方程 是 不 
变 的 。 通过 直接 代 换 (练习 1) 可 以 容易 地 验证 这 一 平移 不 变性 ， 
这 从 物理 上 看 是 明显 和 的， 因为 不 论 把 空间 度量 的 原点 固定 在 什么 
地 方 ,也 不 论 从 什么 时 间 开 始 计时 ,扩散 过 程 都 是 相同 的 ， 
由 于 平移 不 变性 ,所 以 w(x 一 ,tt 一 tr) 也 是 一 个 解 。 这 个 
新 的 解 代表 了 于 时 刻 7 在 点 处 引进 的 源 在 时 刻 iCz >Y) 对 于 
x 处 所 产生 的 效应 ， 
其 次 ,考虑 到 扩散 方程 (1) 是 线性 的 ,因而 满足 迭 加 原理 ,如 果 
u(x, £) 和 ul x, t) 是 (1) 式 的 两 个 解 , 则 
ux, 1) = cu(x, 1) + clx, 1)), (5) 
也 是 它 的 一 个 解 ， 对 于 任意 有 限 个 解 的 线性 迭 加 ,情况 也 是 如 此 ， 
作为 一 个 例子 ,对 于 (1) 式 ,我 们 可 以 考虑 解 
pz， t) 一 Cito( x 一 51 1 ) 十 Catlo(x 一 52 1)。 《6 ) 
这 是 两 个 源 的 效应 的 迭 加 ,一 个 源 位 于 总 ， 而 另 一 个 位 于 总 。 两 
个 源 的 强度 ( 即 集 中 在 5 和 总 的 质量 大 小 ) 分 别 为 ct 和 6。 
在 前 闻 的 末尾 我 们 寻找 到 了 (1) 式 的 解 , 它 的 x 导数 在 x 一 工 
处 等 于 零 ， 现 在 ,可 以 通过 迭 加 使 用 镜像 法 来 解 这 个 问题 ， 因 为 ， 
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旭 采 有 一 单位 源 位 于 * 一 0 处 ,而 另 一 具有 同等 强度 的 象 源 位 于 
* 一 2 处 , 则 最 后 的 贡 量 分 布 对 于 * 一 工 是 对 称 的 ?。 一 -个 对 
于 x 一 工 对 称 的 函数 必定 在 那 时 有 有 零 导数 ,而 这 就 是 所 要 求 的 边 
界 条 件 。 因此 我 们 获得 了 所 要 求 的 方程 (3.21) 的 解 w(*，2) 十 
to( + 一 2L,，, 站) 

用 镜像 法 也 可 以 容易 地 求 得 解 (3.23) 式 , 其 中 要 求 上 在 zx 一 
工 处 为 零 . 这 一 证 明 留 给 读者 去 做 。 但 我 们 希望 讲 一 下 ， 如 何 才 
能 求 得 首次 穿越 时 间 F( 工 , 2) 的 结果 (3.24) 式 ， 
作为 一 种 流量 的 首次 穿越 时 间 

定义 函数 REL，6) 以 使 F(L，z)az 为 一 个 于 时 刻 零 从 原点 
出 发 的 粒子 在 时 间 间 隔 (t,t 十 4z) 内 在 * = 二 工 处 被 吸收 的 概率 . 
下 的 另 一 种 解释 可 以 根据 下 面 的 情况 来 给 出 ， 即 考 志 到 初始 时 集 
中 于 原点 的 单位 质量 , 当 在 x 一 工 处 存在 有 一 个 质量 收 点 (Sink)》 
时 的 扩散 情况 。 在 此 情形 , 给 出 了 质量 被 * = 二 工 处 的 收 点 所 吸 
收 而 在 那儿 从 一 个 系统 中 失散 的 速率 .换言之 ,Ff 是 质量 在 x 一世 
处 注 zx 增加 方向 的 流量 : 

F(L, 1:) 一 J(L, 1). (7) 

但 是 我 们 知道 ,流量 是 与 相应 分 布 的 梯度 成 正比 的 ,在 现在 的 情形 
下 ,这 种 分 布 就 是 方程 (3.23) 的 吸收 势 垒 函数 usC《x,t)， 我们 立刻 
得 到 了 所 希望 的 方程 (3.24) 式 的 结果 ， 


F(L,:)=—D (Ca , 
Ox /x*=L 


根据 纯粹 概率 的 考虑 来 求 得 这 个 结果 要 求 更 多 的 技巧 。 [参见 在 
Wax (1954) 一 书 中 的 Chandrasekhar 的 文章 ，] 
扩散 问题 中 的 广义 初 值 问题 
为 进一步 了 解 源 解 的 用 途 ， 让 我 们 考虑 溶质 扩散 的 广义 一 维 
1) 注意 ;对 称 人 性 隐 合 了 这 样 一 个 意思 ;整个 质量 恰好 有 一 半 始 终 保 持 在 x 王 工 处 的 
左边 。 因此 在 * 志 上 蓄 围 内 的 总 "概率 质量 ”。 如 (3.13a) 式 所 要 求 的 那样 等 
了 了 1. 
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问题 想 嫁 一 个 无 穷 区 域 , 最 初 咨 质 以 某 种 方式 分 布 于 该 区 域 中 ; 

u(xX,，t1) 二 g(x) 在 :一 0， 一 co 一 xy < oo， (8 ) 
盗 顺 目 身 是 如 何 进行 分 布 的 呢 ? 我们 所 希望 求 出 的 是 扩散 方程 
(1) 满足 初始 条 件 (8) 的 解 。 通过 考虑 数目 众多 的 位 于 点 5; 二 
iAE, 1 二 0, 土 ],……, 土 M 处 ,强度 为 信 5;)As 的 源 ， 我 们 能 够 
得 到 相当 普遍 的 质量 分 布 。 现 在 , wo《x 一 5;，1) 给 出 了 在 时 间 + 
内 , 从 一 个 单位 初始 浓度 中 扩散 到 x 一 5; 个 单位 距离 远 的 质量 ， 
因此 ,从 所 有 源 中 扩散 到 zx 处 的 总 质量 为 


M 


2) wlx — 5&7, EDAS. (9) 
当 M 一 co，A 人 一 0 时 ,上 式 的 极限 为 ? 
| ux — &)f(E) dae. (10) 


大 体 说 来 , (10) 式 中 的 1(5)a§ 是 位 于 * 一 5 处 的 源 的 强度 ， 于 
是 ,对 于 初始 条 件 (8), 我 们 应 该 取 g 一 f， 从 而 , 我 们 推测 初 值 间 
题 的 解 为 | 

“Cx 用 一 | ua(z 一 58(C8)45 (11) 


公式 (9) 也 可 以 从 概率 观点 得 到 ， 我 们 知道 uo(x 一 5;, 71) 给 
出 了 在 粒子 出 发 点 右边 x 一 5i 个 单位 处 发 现 粒子 的 概率 (在 时 刻 
!), 这 是 粒子 走 了 许多 随机 步子 以 后 的 概率 。 如 果 有 f(5;)As 个 
粒子 从 总 处 出 发 , 则 可 望 其 中 的 wo(x 一 帮 ，2)1(8i)A8 个 将 位 于 
点 # 处. 因此 ,(9) 式 是 把 在 8; == iA5 各 处 的 各 种 初始 浓度 对 于 
粒子 扩散 的 个 别 贡献 迭 加 了 起 来 。 我们 又 得 了 下 列 推测 : 〈11) 式 
万 是 我 们 所 要 寻求 的 解 . 

为 验证 《11) 式 所 定义 的 函数 确实 解决 了 我 们 的 问题 ,我 们 应 
该 首先 将 其 代 人 方程 (1)。 如 有 果 g(#) 在 一 个 有 限 区 间 外 面 为 零 ， 
则 这 样 做 并 不 存在 任何 困难 ,因为 积分 号 之 下 的 做 分 是 可 行 的 . 即 


1) 各 个 别 源 的 强度 在 极限 情况 下 趋 近 于 零 . 不 然 无 穷 多 个 头 会 导致 质量 数 为 无 
穷 大 ， 事 实 上 ， 我 们 已 经 调整 了 源 强 度 和 源 数 目 之 间 的 关系 ， 以 便 在 产 数 为 无 
穷 大 时 仍 使 质量 总 数 保 皖 有 限 ， 
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使 对 于 无 穷 区 间 , 也 不 难 证 明 形 式微 分 的 运算 是 合理 的 ， 因 此 , 仅 

仅 需 要 证 明 的 是 在 形式 微分 运算 以 后 得 到 的 无 穷 积分 是 收敛 的 ， 
更 为 紧迫 的 一 个 问题 是 验证 (11) 式 满足 初始 条 件 

im| mx — &, 1)g(E dE 一 g(r). (12) 

n? 一 (x — $8) (13) 
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4D1 
这 是 由 于 受到 了 w(x -- $$，z) 中 的 指数 了 淆 数 的 启发 。[ 比 较 (4) 
式 ]。 于 是 我 们 的 解 (11) 便 为 


ux, 1) — | eg(z + VAD) dn. (14) 
如 果 我 们 现在 取 形式 极限 :> 0， 利 用 (2.34) 式 便 可 容易 地 得 到 
所 希望 的 答案 . 


在 讲求 实用 的 应 用 数学 中 ， 前 段 的 讨论 常 被 认为 是 充分 验证 
了 初始 条 件 的 被 满足 。 因为 形式 极限 的 合理 性 似乎 是 直接 了 当 
的 。 所 要 做 的 也 许 只 是 把 《14) 式 中 的 积分 区 闻 分 成 三 个 部 分 
(一 oo， 一 4)，( 一 4， 妇 ，(4， 十 co)， 而 在 取 双 重 极限 过 程 
! 一 0, 4 一 oo 中 则 需 小 心 行事 。( 或 许 读者 愿意 完成 这 一 证 明 , ) 

我 们 已 经 看 到 ， 我 们 是 怎样 利用 迭 加 原理 得 到 了 关于 扩散 方 
程 的 多 种 多 样 的 有 用 解 的 。 在 下 面 两 章 中 将 对 迭 加 法 进行 更 充分 
的 讨论 ， 这 里 ， 我 们 继续 来 考虑 微分 方程 近似 法 对 于 概率 问题 的 
应 用 . 


把 一 根 杆 扭曲 是 如 何 给 出 了 关于 DNA 分 子 的 信息 的 


关于 各 门 学 科 之 间 以 及 数学 各 个 分 文 之 间 的 相互 联系 讲 得 弄 
弟 丰 富 的 一 篇 文章 便 是 W. Smith 与 G. S，Watson 所 写 的 三 角 
形 扩 散 ”一文 。[J. Appl. Prob. 4. 479 一 488(1967)] 我 们 现在 来 
对 这 篇 论文 的 内 容 作 一 简要 介绍 . 

在 溶液 中 ,有 时 存在 有 分 股 的 长 螺旋 DNA 分 子 。 这 样 的 分 
子 有 两 种 类 型 ， 带 有 辅助 化 学 结构 。 热 扰动 把 这 些 分 子 人 育 集 
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在 一 起 。 大 概 , 仅 当 附 加 段 不 知 不 觉 地 并 列 后 ,两 个 分 离 的 分 子 才 
成 功 地 合成 为 一 个 重 螺 旋 线 。 否 则 ,这 些 分 子 最 终 是 要 分 开 的 .我 
们 希望 计算 碰撞 ( 称 “ 成 功 ”) 的 频率 ， 在 这 种 碰撞 中 发 生 了 合成 过 

我 们 将 问题 理想 化 为 考虑 具有 单位 长 度 的 两 根 刚 杆 。 设 〈x， 
y) 为 随机 地 选择 的 一 个 相交 点 ，0 达 *+ 这 1,0 志 y 记 1， 假设 咨 
解 借 型 的 热 运动 导 致 了 点 (x, y) 的 随机 走动 。 套 准 (x 一 y) 或 
着 滑 过 [【(x*，、y) 跑 到 了 单位 正方 形 之 外 ]， 这 两 种 可 能 性 何者 先 
发 生 ? 根据 对 称 性 ， 这 一 问题 的 另 一 形式 如 下 所 述 : 如 果 一 个 扩 
站 机 地 沙 在 一 等 腰 直 角 三 角形 上 ,然后 作 无 偏 随机 走动 ,那么 该 氮 
浴 着 斜 边 (成 功 的 碰撞 ) 而 不 是 沿 着 直角 边 ( 不 成 功 磁 撞 ) 跑 出 三 角 
形 的 概率 是 什么 2 

更 一 般 地 ， 让 我 们 考虑 下 面 的 问题 。 有 一 平面 域 D, 其 边 鹤 
由 两 部 分 I 和 T 了 组 成 。 令 一 粒子 从 DD 域内 的 一 点 (x，y) 出 发 
作 无 偏 随机 走动 。 我 们 要 确定 一 个 粒子 于 (x,y) 处 出 发 首先 通过 
站 向 狸 越 边 卉 的 概率 P(x,y 六、 

我 们 开始 来 解决 这 个 问题 ， 想 象 把 一 间距 为 A 的 正方 格 登 置 
在 D 上 ,假设 粒子 在 这 格子 上 作 随 机 走动 (图 3.2)。 如 果 粒 子 从 


图 3.2 关于 随机 走动 问题 的 图 . 希望 求 得 从 内 部 出 发 的 粒子 首次 
在 粗 夸 线段 上 靠 越 边 寞 的 概率 . 


1) 按照 上 面 所 引 和 人 .的 概念 ， 这 问题 可 被 看 成 是 要 求 出 粒子 沿 站 而 不 是 沿 最 线 
被 吸收 的 概率 ， 
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《+，)) 出 发 , 最 后 沿 I 穿越 边界 , 则 它 必定 移动 到 与 (+，y) 相 邻 
的 四 后 中 的 一 点 ,然后 再 穿越 边界 的 。 因 此 


1 于 
p(x, y) 一 7 [P(x — A 人 ， y) 十 P(x 十 从 ， y) 


Px, y—A)+Px, yt+A)]. (15) 

如 同 已 经 成 为 惯例 那样 ,我 们 假定 步 长 A 是 小 的 ,而 且 只 保留 

所 遵循 的 微分 方程 中 的 最 低 阶 项 。 经 过 简短 的 运算 (练习 7), 我 
们 从 (15 ) 式 得 到 了 拉 普 所 斯 方程 


Bp ,OP : 
十 一 -二 0， 16 
Ox Oy’ (16) 


粒子 出 发 点 离 I,( 或 Tf) 越 近 ,粒子 在 Ti 首次 穿越 过 分 的 可 能 性 
越 大 (或 小 )。 这 导致 了 边 乔 条 件 
wlim, Plx, y ) 一 1 am p(x, y) 一 0. (17a,b) 


假定 粒子 在 DD 内 遵照 概率 分 布 了 水 数 儿 x，y) 作 初 始 分 布 。 名 
(粗略 说 来 ), 令 作 x，y)dxdy 为 粒子 最 初 位 于 zx 和 x 十 dx、 和 
”十 dy 之 间 的 概率 。 则 粒子 沿 T 跑 出 DD 的 概率 了 由 下 列 公式 给 
出 


B= PC, Df, ydray. (18) 


我 们 已 经 把 DNA 磁 撞 问题 化 为 求 (16) 式 在 边界 条 件 (17) 云 
下 的 解 , 然 后 再 把 所 得 的 P(x，y) 代 人 (18) 式 中 的 积分 这 洋 一 个 
问题 。 把 问题 作 一 转化 将 使 它 的 求解 变 得 更 为 容易 一 一 事实 工 ， 
非 连 续 边 界 条 件 (17) 却 使 问题 的 求解 十 分 杯 手 ， 

转化 这 一 问题 的 基 倘 是 对 称 格林 公式 


| (9vp 一 Pviojio = (0 RE PoE) a (19) 


On On 


其 中 下 指 的 是 外 法 向 导数 . 在 (19) 式 中 ,我 们 取 己 为 上 面 所 定 


义 的 沁 才 ,而 0 则 要 满 是 
v0==f, 在 T 上 0=0, (20) 
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由 此 ,简短 的 运算 [练习 7(b)] 表 明 


如 果 能 确定 0, 就 能 由 (21) 式 解决 我 们 的 问题 .但 是 , 求 
的 问题 不 仅仅 相对 于 求 P 的 问题 而 言 比较 简单 ， 而 且 它 是 在 很 多 
物理 场合 中 出 现 的 一 个 问题 。 例 如 ， 它 出 现在 粘性 液体 在 横 截面 
为 D 的 管子 中 流动 (第 1 部 分 的 练习 3.2.14) 以 及 楼 形 截面 杆 的 扭 
曲 《5.3 节 ) 等 问题 中 . 

利用 f 为 常数 时 所 求 得 的 (20) 式 的 解 ，Smith 和 Watson 对 于 
粒子 初始 时 随机 洲 在 一 等 历 直 角 三 角形 上 的 情况 〈 有 生物 学 兴趣 
的 情形 ) 计 算得 P 一 0.41062。 其 细节 与 我 们 无 关 。 我 们 希望 强调 
的 是 ， 位 势 理论 的 经 典 思 想 和 弹性 理论 中 的 经 典 解 是 如 何 启发 了 
生物 化 学 中 关于 概率 运算 这 一 似乎 不 太 相 干 的 问题 的 思考 的 . 


布朗 运动 的 递归 性 质 

现在 我 们 就 能 求解 某 些 初等 的 微分 方程 用 以 解答 概率 理论 中 
的 一 个 有 兴趣 的 问题 。 这 一 问题 是 ， 如 果 一 粒子 从 一 给 定点 * 出 
发 作 随机 走动 ， 它 最 终 到 达 另 一 给 定点 > 的 概率 是 多 少 ” 这 一 癌 
题 的 答案 与 粒子 在 其 中 走动 的 那个 空间 的 维 数 有 关 。 我 们 来 研究 
一 维 情形 ,但 是 我 们 的 讨论 可 以 容易 地 推广 到 更 高 维 的 情形 。 

假定 粒子 从 集 DD 内 的 一 点 * 出 发 , 集 D 可 规定 如 下 

DIge < [x | < kk, 

“根据 导 得 (16)、(17) 式 时 所 进行 的 论证 ,但 把 它 改 用 到 一 维 情 
况 之 下 , 便 知 从 * 点 出 发 的 粒子 , 在 其 与 边界 |x| 一 R 接触 之 前 
先 触 到 边界 |x| = s 的 概率 是 下 列 问题 的 解 P(x): 


人 一 0，* 在 D 内 ; (22a ) 
P 一 1 当 |x*| 一 sy,P 一 0 当 [x| = R. (22b, c) 
我 们 来 寻找 满足 边界 条 件 的 一 个 线性 函数 。 其 结果 是 
PC) 一 全 一 二 (23) 
: —€ 
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当 R 一 00 (x 和 & 国定) 时, P > 1， 这 意味 着 在 粒子 “逃逸 ?出 去 
以 前 ,事实 上 一 定 会 与 区 间 [x| 一 8。 相 接触 。 由 于 出 发 点 是 任 选 
的 ， 所 以 我 们 得 出 结论 ， 粒子 事实 上 肯定 要 任意 地 接近 直线 上 任 
一 给 定 的 点。 而 且 重 复 这 一 论证 ,我 们 便 得 结论 :粒子 事实 上 肯 
定 要 任意 多 次 地 这 样 做 。 我 们 就 说 ,一 维 随机 走动 具有 递归 性 质 . 
借助 于 我 们 所 用 的 处 理 方法 , 能 够 证 明 (练习 9) 对 于 二 维 情形 也 
有 递归 性 质 , 但 三 维 情形 不 具有 递归 性 质 ， 

在 较 低 维 情况 下 扩散 所 具有 的 更 为 “定向 ”的 特性 是 一 种 具有 
重要 应 用 的 现象 ， 举 一 例子 ，G. Adam 和 M. Delbruck? 采用 我 
们 已 讨论 过 的 路 线 给 出 了 定量 结果 ,和 丝 在 “提出 并 发 展 下 列 一 种 思 
想 , 即 生物 体 控制 了 某 些 定时 和 效率 问题 ,通过 把 三 维 空间 扩散 约 
化 为 二 维 表面 扩散 ， 使 得 其 中 只 涉及 了 为 数 较 少 的 分 子 以 及 它们 
的 扩散 ”. 

递归 性 质 似 乎 威胁 着 理论 家 们 ， 然 而 也 帮助 了 他 们 。 随 机 走 
动 过 程 表现 出 一 个 准 周 期 特征 ， 这 似乎 与 它 可 以 用 作 一 个 模型 来 
描述 象 扩散 这 样 一 个 不 可 逆 过 程 是 全 然 不 相称 的 。 而 事实 上 ， 庞 
加 莱 证 明了 存在 着 一 个 更 强 的 递归 型 的 性 质 。 一 些 相 互 作用 粒子 
的 一 个 集合 ,它们 组 成 了 一 个 动力 学 系统 ,将 会 以 概率 1 任意 接近 
于 返回 到 它 的 初始 状态 。《〈 少 量 的 初始 状态 除外 一 一 这 些 例 外 的 
状态 构成 了 一 个 勒 贝 格调 度 为 零 的 集合 )。Zermeio 问 道 ， 如 何 才 
能 使 动力 学 系统 的 递归 性 质 与 连续 介质 理论 的 不 可 逆 性 调和 起 来 
呢 ? 


“Zermelo 伴 户 的 解决 是 基于 这 样 一 个 事实 : 递归 的 平均 时 
间 是 非常 长 的 ,以 致 可 以 看 作 是 不 可 递 的 情形 。 例 如 ,假如 把 一 是 
冰淇淋 放 人 一 杯 荔 啡 中 去 ， 冰 淇 淋 粒 子 最 终 的 确 可 以 回复 匙 子 的 
形状 ;不 过 ,完成 这 一 过 程 所 需 的 时 间 要 比 字 宙 年 龄 大 得 多 ， 而 扩 
散 的 连续 模型 指出 ,在 一 段 时 间 以 后 ,冰淇淋 将 多 少 均匀 地 遍布 于 
崭 啡 之 中 、 所 以 两 者 之 他 并 不 存在 真正 的 矛盾 。【 欲 知 更 详细 的 


ET kr 


1) 在 A. Rich 和 N. Davidson (eds,) 的 Siructural Chemistry and Molecular 
Biology (San Francisco: Freeman, 1968) 一 书 中 ， 
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讨论 ,请 参看 Wax (1954) 一 书 中 Kac 的 文章 ，] 

前 段 的 讨论 使 我 们 又 回 到 了 关于 随机 走动 和 扩散 之 间 的 联系 
这 一 问题 的 原始 推导 .。 两 种 把 随机 走动 化 为 类 扩散 结果 的 方法 
一 一 无 论 是 通过 Stirling 公式 还 是 通过 使 差分 方程 过 渡 到 极限 微 
分 方程 一 一 这 两 种 方法 都 给 出 了 近似 结果 。 这 些 近 似 对 于 粒子 稳 
少 的 情况 是 不 准确 的 ， 这 时 粒子 几乎 总 是 向 右 走 或 向 左 走 . 对 于 
这 些 罕见 事件 的 效应 作出 错误 估计 不 会 给 总 的 结果 带 来 什么 显 而 
多多 的 影响 ， 这 就 是 扩散 模型 之 所 以 如 此 成 功 的 原因 。 但 作为 负 
次 的 思想 家 ,我 们 一 定 不 能 无 视 我 们 模型 的 局 限 性 ， 


练 习 


1 若 用 (x 一 8，y 一 m) 来 代替 变量 (x, y),， (其 中 5 和 ”是 常 
数 ) 则 (1) 式 保持 不 变 . 试 给 出 该 事实 的 一 个 形式 上 的 验证 . 

2.《a) 试 证 (3.21) 式 的 函数 wr 具有 课文 中 所 述 的 那些 性 质 ， 

(b) 用 镜像 法 推导 方程 (3.23)。 直 接 验证 ,xs 具有 所 希望 的 性 
质 . 

3. 请 给 出 一 个 形式 证 明 : 假 在 适当 地 限制 了 g，(11) 式 给 出 了 

(1) 式 的 一 个 解 . 

4. 完成 证 明 : 当 :一 0 时 对 (14) 式 取 极 限 , 确 实 就 会 给 出 关于 在 
(11) 式 中 定义 的 对 数 4 满足 初始 条 件 (12 ) 式 的 一 个 证 明 。 假 定 
g(x*) 是 zx 的 连续 级 数 ， 对 于 * 的 所 有 值 都 是 有 界 的 《包括 
ix| 一 co) 

5. 斌 证 : 如 条 g(x) 在 点 和 处 具有 不 连续 性 , 则 (14) 式 中 的 积分 
的 极限 值 为 


= [g(xo — 0) 十 g(x 十 0)]， 
到 为 从 左边 和 右边 逼近 时 所 得 值 的 平均 . 
6. 大和 初始 时 溶质 密度 x(x，z) 为 
2 一 1 当 0 夺 r+ 过 1， 
zk 一 0 当 x< 二 0 和 x 这 1， 
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梓 用 (11) 式 写 出 u(x, 1). 
以 误 才 函数 


1 


6 
erte 2r | exb( 一 9)dr， 


把 答案 表示 出 来 ， 然 后 , 直接 验证 w(x，:) 满足 方程 和 边界 条 
件 。 
7. (a) 把 (15) 式 展 成 A 的 军 次 并 求 出 (16) 式 . [在 数值 分 析 中 ， 
通常 把 差分 方程 (15) 用 作 (16) 式 的 近似 式 。 这 里 ,我 们 倒 
过 来 进行 , 即 用 微分 方程 (16) 作 为 (15) 式 的 近似 ]. 
(b》 验 证 (21) 式 ， 


8. 根据 散 度 定理 i” vdo 一 中 n .vds， 来 推导 出 (19) 式 . 考 


虑 两 个 特殊 情况 v 一 OYP 和 vv 一 PyQ 作为 开始 . 
9. 二 (a) 必得 出 (22) 式 的 二 维 相似 式 ， 要 求 找到 一 个 极 坐标 ” 的 
上 项 数 P, 它 满 足 


> 
tr 0 <r<R, 
4 


ee 


ar” 
p(s)= 1, P(R)= 0., 

求 出 这 个 顶 数 ， 并 用 它 来 证 明 在 二 维 情 形 下 仍然 存在 有 递归 性 

质 . 

十 (b)》 通过 找到 一 个 合适 的 球 坐 标 p 的 水 数 P， 把 上 述 运 算 推 

“到 三 维 情 形 . 试 证 ，e/p 是 从 距离 原点 2 处 出 发 的 一 个 
粒子 将 永远 趋 近 于 原点 的 8 邻 域内 的 概率 并 推断 递归 
性 质 在 三 维 情 形 下 不 再 存在 . 

10. (这 一 练习 提供 了 另 一 种 关于 随机 走动 的 扩散 极限 的 方法 . ) 假 
设 大 量 粒子 在 作 一 维 随 机 走动 , 其 步 长 为 Ar+， 每 步 的 时 间 间 | 
隔 为 At。 令 NGxy 1) 一 在 时 刻 和 六 位 于 x 处 的 粒子 数 ; 

(xz，1) 一 在 时 间 间 隔 (z,t 十 Ai) 内 从 x* 移 到 x 十 Ar 的 粒 
子 净 数 ， 
进而 定义 P 和 J 了 为 
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12. 


N(x, 1) _ px, 
A 9 J(x, 1) 和 入。 


p(x, 1) 一 
(a) 2 和 ?2 的 解释 是 什么 ? 
(b) 试 证 ; 对 于 首次 近似 ， 有 = = 一 一 DJ/8x。 
(c) 光 证 下 列 假 没 在 无 信 隧 机 走动 中 是 正确 的 
y(x, 1) 一 N(x») 一 = N(x + Ar 站， 


(d) 取 适 当 的 极限 ,推导 出 7 和 ?之 间 的 关系 ， 并 且 由 此 证 明 
P 诺 足 扩散 方程 ， 


.对 于 有 偏 随 机 走动 的 情况 重 做 练习 10。 其 中 ， 粒 子 向 右 移动 


的 概率 为 p、 向 左 移动 的 概率 为 94，9 送 P,P 十 4 一 1，( 与 练 
习 3.7 相 比 较 。 ) 

大 家 知道 , 某 种 阿 米 巴 菌 的 运动 会 受到 某 种 化 学 吸引 物 的 密度 
c 的 影响 ， 我 们 把 阿 米 巴 理想 化 为 这 样 一 种 生物 体 , 它 以 平均 


频率 1 一作 c) 向 右 或 者 向 左 移动 一 步 A。 假设 该 生物 体 在 两 


端 各 有 一 个 化 学 接收 器 , 两 接受 器 之 间 的 距离 为 2A。 最 后 ， 
令 o(z) 为 x* 周围 的 阿 米 巴 菌 的 密度 .〈 它 还 与 时 间 + 有 关 , 但 
在 我 们 的 记号 中 没有 指明 这 一 点 ). 

(a) 通 量 7 由 下 式 给 出 


7 一 | ， 人 F oA) eC) 


一 | | C ( 一 二 aA ) lea 
这 一 假定 含有 什么 意义 ? 
(b) 根据 上 述 方程 试 证 ， 精确 到 人 的 最 低 阶 ,有 
da dc 
一 dx Tg dx : 
其 中 pe) = 人 OA X(e) 一 人 aa 一 LACc)。 
(c) 试 解释 为 什么 * 随 (a 一 1) 而 改变 符号 。 
(d) 讨论 4 = 0 的 情况 .。[ 在 第 一 章 中 给 出 了 这 儿 模 拟 的 “起 
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药性 “现象 的 某 些 思想 .至 于 沿 着 刚才 所 概述 过 的 思路 所 
取得 的 进一步 进展 ， 可 参看 E. F. Keller 和 上 L. A. Sepel 
只 文章, 发 表 在 J. Theoret, Biol. 30，225 (1971).] 
13. 怎样 将 随机 走动 概念 用 于 聚合 物 分 子 的 定量 讨论 ?《 这 些 分 子 
是 由 相同 亚 分 子 的 一 条 长 链 所 组 成 ). 


附录 3.1 符号 O 和 op 


定义 1 如 果 存 在 一 个 正 稍 数 M 使 得 只 村 x* 充分 接近 xo 便 
有 |1$(x)| 三 Mig(x)|， 则 我 们 说 , 当 x 一 x。 时 ，$(x) 一 
O[g(x)]. 

注意 : “由 一 0(4)” 读 为 "由 是 由 的 大 0”， 最 常见 的 情况 是 
xo 要 人 么 是 零 ,要 么 是 无 穷 大 。 如 果 根 据 上 下 文 xo 是 清楚 的 ， 就 滑 
常 不 去 提 它 了 ， 有 时 还 用 “# 与 辣 阶 ”来 代 禁 加 一 0(4)。 如 果 
(xo) 志 0， 那 么 当 且 仅 当 $B/ 在 xe 附近 一 个 充分 小 的 邻 域内 
是 有 和 办 时 , 才 有 中 一 0(9). 

例 (i) 当 x 一 zo 时, (x) 一 0(1) 指 的 是 $8 在 xo 的 邻近 
有 界 , (ii) 当 x 一 0 时 , x’sinx 一 O(xw3)，(i1i) 当 *->00 时 ， 
x:tanhx 一 O(x?)。，。 (iv) 1/(1 一 2x) 的 Maclaurin 展开 式 中 的 
0O(x”) 项 是 (2+)”《( 理 解 为 当 x 一 0 时). 

定义 1 已 被 用 各 种 方式 加 以 推广 。 这样 ,对 于 问 量 和 而 言 ,所 俏 
当 x 一 时 $x) 一 0[$(x)]， 这 就 要 求 。 当 |x 一 | 很 小 
时 ， 有 1g$(x)| 三 Mig(x)|。 另外 ， 对 于 区 域 民 中 的 +， 所谓 
g$(x) 一 0[w(x)] 指 的 是 存在 有 一 个 正 的 常数 使 得 对 于 RR 中 所 有 
x， 都 有 I$Cx)| 志 Mig(x)|。 还 有 ， 所 谓 当 x 一 xo 时 ，f(x， 
Ee) 一 0O [g(*，s)] 指 的 是 存在 有 一 个 正 量 M， 它 可 以 与 8。 有 关 
而 与 * 无 关 , 使 得 只 要 x 充分 接近 于 xo 就 有 |f(x,s)| 所 M(e)|g 
(x*，s)|。 如 果 可 以 找到 一 个 与 8 无关 的 M， 则 我 们 说 当 > 一 x 
时 ,对 6 一致 地 f = 0(g). 

定义 2 只 要 * 充分 接近 mm， 对 于 每 一 个 正 的 常数 M 我 们 都 
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有 jx)| 志 Mig(x)|， 则 我 们 说 当 * 一 az 时 ， 有 s(x) 一 
olL4(x)]。 用 话 来 说 就 是 $9 是 由 的 小 0 
特别 地 , 当 xo 二 00 时 , 笛 帝 改变 上 述 定义 ,以 使 当 * 一 和 时 ， 
对 于 四 和 几 不 再 施加 要 求 。 于 是 当 且 仅 当 lm ,vw$/4 一 0 时 才 有 
$ = ol ). 
例 (D 当 * 一 0 时 , x’lInx+ 一 ol(*)。 (i ) 当 > 一 oo 时 ， 
e*= oll). 
练 习 
1. 解释 并 证 明 下 列 各 式 (Erdelyi，1956，p.8)， 
(a) OLO0(98)] = DC)， 
(b) O($)O(8) = 00 中) 
(co O($) + 0O(8) = O0($) + o(8) 一 Oh 
和. 构造 并 证 明 一 些 象 练习 1 中 那样 的 辅助 定理 ， 
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第 四 章 ” 迁 加 法 、 热 流动 和 傅 里 叶 分 析 


可 以 用 标准 的 数学 方法 加 以 处 理 的 大 多 数 科学 问题 是 线性 
的 .对 于 线性 齐 次 问题 ,和 迭 加 原理 是 成 立 的 ;如 ,如 采 已 知 问题 的 特 
解 , 则 这 样 一 些 特 解 的 线性 组 合 给 出 了 新 的 解 。 进 一 步 说 ,把 齐 雇 
辣 题 的 解 与 非 齐 次 问题 的 一 个 特 解 进行 线性 组 合 ， 便 可 得 到 线性 
非 齐 次 情况 的 解 . 

也 许 ， 在 求解 线性 问题 的 基本 理论 的 进展 中 最 重要 的 里 程 碑 
是 1822 年 傅 里 时 的 Theorie Analytique de la Chaleur 〈 热 的 数学 
理论 ) 一 书 的 出 版 。 该 书 不 仅 为 一 般 类 型 的 “ 边 值 问 题 ” 提 供 了 一 
种 示范 性 的 形式 处 理 、 也 开拓 了 一 类 具有 很 大 普遍 性 的 数学 方法 
的 理论 。 就 其 原始 形式 以 及 推广 形式 而 言 ， 傅 里 叶 的 方法 对 于 现 
代 科 学 和 工程 技术 是 必 不 可 少 的 . 它 是 应 用 数学 发 展 中 最 重 楼 的 
里 枉 碑 之 一 . 

伟 里 叶 分 析 的 早期 历史 在 表明 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 侧重 后 
之 加 的 差别 方面 是 十 分 典型 的 。 卫 . 工 ，Bell 这 样 总 结 了 当时 的 情 
部 


浊 好 在 和 生 


数学 物理 学 中 的 一 个 里 程 碑 。 他 关于 热传导 的 第 一 篇 学 术 论文 是 在 1807 年 
包 交 的 。 当初 是 这 样 约定 的 ,科学 院 鼓励 传 里 叶 炙 续 工作 ， 建 立 热 的 数学 理 
论 * 作 为 获取 1812 年 的 Grand 奖金 的 课题 。 全 里 叶 启 得 了 奖金 ,但 是 受到 
J 一些 批评 ”、 他 对 这 些 批 评 深 感 不 满 ,但 却 很 好 地 接受 了 ， 

拉 普 拉 斯 、 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 是 审查 人 .在 承认 全 里 叶 工 作 的 新 奇 与 重 
可 的 问 时 ,他 们 指出 数学 处 理 是 错误 的 ， 许 多 地 方 有 待 于 严格 化 ， 拉 格 朗 日 
目 己 已 经 友 现 了 传 里 时 的 主要 定理 的 特殊 情况 ,但 在 求 一 般 结 果 时 却 遇 到 了 


1) 在 下. 工 -Bell 的 Men of Mathematics 一 所 (N,. Y. Simon and Schuster? 
1961) 中 的 197 一 198 页 ， 
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如 他 那 时 指出 的 那 种 障碍 。 这 些 难以 解决 的 困难 具有 这 样 一 种 性 质 , 即 它们 
随 着 时 间 而 消逝 或 许 是 不 可 能 的 。 一 个 多 世纪 已 经 过 去 了 ,但 它们 还 未 被 满 
意 地 解决 . 

顺便 所 一 下 ,注意 到 这 一 争议 代表 了 纯粹 数学 家 和 数学 物理 学 家 之 间 的 
根本 区 别 , 这 是 很 有 意思 的 。 纯 粹 数学 家 手中 唯一 的 武器 是 清晰 而 严格 的 证 
阴 , 而 且 只 有 当 所 谓 定理 能 够 经 受 住 那 个 时 期 所 能 有 的 最 严厉 的 批评 时 ， 纯 
以 数学 家 才 会 去 运用 它 . 

另 一 方面 ,难得 会 有 应 用 数学 家 和 数学 物理 学 家 如 此 乐观 地 以 为 ， 有 什 
么 简单 到 足以 为 人 类 所 理解 的 数学 理论 可 以 完全 描述 无 限 复杂 的 物理 世界 
Airy 关于 宇宙 的 优美 (或 莞 唐 ) 图 象 ,作为 一 种 宛 长 不 堪 的 、 自 我 求解 的 微分 
方程 组 被 证 明 是 数学 顽固 态度 和 牛顿 决定 论 所 产生 的 幻象 ,对 此 他 们 并 不 感 
到 多 大 遗憾 ;在 他 们 的 后 门 那 儿 一 一 物理 世界 本 身 ， 他 们 还 可 以 诉 诸 于 某 些 
更 为 现实 的 东西 。 他 们 可 以 根据 经 验 的 裁决 去 试验 并 检查 他 们 所 用 的 有 意 
不 完善 的 数学 所 作出 的 推断 ,由 于 数学 的 特殊 性 质 ，、 这 一 做 法 对 于 纯粹 数学 
家 来 说 是 不 可 能 的 。 如 果 数 学 上 的 预言 与 实验 相 矛 盾 , 应 用 数学 家 决 不 会 对 
物理 证 据 视 而 不 见 一 一 一 个 数学 家 可 能 会 对 此 视而不见 的 , 相反 , 他 们 会 拓 
弃 他 们 的 数学 工具 ,去 寻找 一 套 更 好 的 工具 . 

科学 家 由 于 其 自身 的 原因 而 对 数学 的 这 种 不 介意 态度 ,就 好 比 由 于 省 略 
了 一 个 有 疑问 的 小 脚注 而 被 激怒 的 某 一 类 型 的 学 究 那 样 ,激怒 了 另 一 类 型 的 
纯粹 数学 家 ，。 其 结果 是 几乎 没有 几 位 纯粹 数学 家 对 科学 作出 过 重 大 的 贡 
献 一 一 当然 ， 他 们 发 明了 许多 对 科学 家 有 用 的 工具 (或许 是 必 不 可 少 的 工 
具 )。 而 其 中 奇怪 之 处 在 于 , 正 是 这 些 反对 科学 家 大 胆 地 ,富有 想像 力 地 工作 
的 纯粹 学 者 们 ,又 措 命 坚 持 说 ,数学 根本 不 是 追求 细小 的 精确 性 ,与 广泛 流传 
的 信念 相反 ,而 是 要 创造 性 地 想像 ,有 时 还 是 非常 放纵 的 ,就 象 一 首 伟大 的 诗 
篇 或 一 首 乐 曲 所 需要 的 那样 。 物理 学 家 们 正 是 在 这 点 上 以 其 之 道 来 米 租 数 
学 家 们 的 : 不 顾 传 里 时 关于 热 的 分 析 理论 的 经 典 著作 中 缺乏 显然 的 严格 性 ， 
Kelvin 覆土 还 是 称 它 为 “一 首 伟 大 的 数学 诗篇 ”. 


正如 Bell 所 指出 的 那样 , 传 里 时 的 工作 一 开始 就 由 于 它 缺 乏 
严格 性 而 受到 批评 。 然 而 ,甚至 从 一 开始 ,作为 一 种 新 工具 ， 一 种 
有 力 的 方法 ， 它 的 重要 性 就 是 无 可 否认 的 。 它 激发 了 纯粹 数学 的 
发 展 ， 一些 符 殊 问 题 的 解决 ,以 及 后 来 刺激 了 更 广泛 的 进展 ,在 对 
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传 里 时 分 析 的 研究 过 程 中 都 是 一 目 了 然 的 ， 傅 二 于 分 析 帮 是 丝 一 
位 应 用 数学 的 学 生 部 应 率 悉 的 一 | 门 学 科 ， 


4.1 热传导 


我 们 考虑 热传导 中 的 一 个 简单 例子 来 开始 我 们 的 讨论 ， 有 一 
根 金属 棱 , 两 端 绝热 ,一 疗 放 在 温度 为 0 的 权 内 , 男 -- 疗 放 在 温度 
为 4 的 可 内 。 我 们 将 对 这 个 问题 以 及 它 在 三 维 情形 中 的 推广 进 
行 数学 表述 。 其 次 再 讨论 所 引起 的 某 些 数学 问题 。 特别 地 ， 我 们 
要 证 明 一 个 唯一 性 定理 。 我们 用 分 离 变 量 法 来 求解 一 维 问题 ， 并 
且说 明 无 量 纲 变量 对 于 解 的 解释 是 如 何方 便 ， 


定 态 热 传 可 


在 定 态 情形 下 , 棒 中 的 温度 9 具有 均匀 的 梯度 ,热流 动 率 则 正 
比 于 这 个 梯度 。 因而 假设 该 棒 位 于 * 二 0 处 的 端 扩 的 温度 为 0 
而 位 于 x 三 工 处 的 端 扩 的 温度 为 0, (参见 图 4.1)。 于 是 距 一 端 * 


0 = 0,(x) = 0, + (6, — 0,) : (1) 
( 脚 标 : 是 用 来 表示 处 在 定 态 ,) 温 度 梯 度 为 
db, 0— 0 
Gx LL | (2) 


热 通 量 密度 太 沿 着 * 递增 的 方向 ,单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 热 
流 率 ) 正 比 于 温度 梯度 。 写 作 

J 一 一 上 pe (3) 
其 中 & 是 导热 率 系 数 ， 这 里 引进 了 负 号 ,使 得 在 (正如 所 期 望 的 那 
样 ) 热 朝 着 温度 减低 的 方向 流动 时 ,有 & 取 正 的 。 这 样 , 当 ab/ax 为 
负 ;,&>>0 时 ,(3) 式 中 的 7 了 7 是正 的 志 


1) 已 经 做 了 大 量 工 作 , 贡 量 各 种 得 & 那样 的 ^ 唯 象 系数 "关于 纯 物 质 的 结果 就 汇编 
了 近 于 机 之 多 . 关于 这 方面 的 总 结 可 参看 R. W Powell 和 Y, S, Touloukian 
“TAermal Conadnucitivilies of the Flements” — 文 , 载 生 Science 181, 499 
一 1008 C1973), 
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一 维 热传导 的 微分 方程 


现在 来 考虑 ， 在 达到 定 态 以 前 所 发 生 的 温度 分 布 的 调整 . 任 
意 瞬 间 、 任 意 点 * 处 的 温度 表 作 6(*， 间 .是 否 能 找到 一 个 郊 数 
6(x，t) 所 遵循 的 方程 呢 ? 
假设 (3) 式 对 于 任意 瞬时 仍然 适合 ,因而 瞬时 热 通 量 密度 由 下 
式 给 出 ” 
00 
/二 一 KR- (4) 


考虑 在 * 和 x 十 Ax 之 间 的 一 小 段 圆 柱 棱 (图 4.1)。 罕 过 x 
处 的 截面 流入 这 一 段 内 的 热流 率 为 


p00 
4( Ox 外 (5) 
这 里 4 是 横 截 面积 ( 弟 量 )。 下 标 * 表示 括号 内 的 表达 式 在 * 处 取 
值 ， 
0, 1 1 02 
站 
| 
| | 
x 
0 XxX xX+Ax L 


图 4.1 沿 着 一 根 棒 的 一 维 热 传导 ， 


罕 过 + 十 Ax 处 的 截面 流出 去 的 热 访 与 (5) 式 具有 相同 的 形 

式 , 不 同 之 处 只 是 表达 式 在 * 十 Ax 处 取 值 。 因此 ， 净 得 热量 率 
为 4, 这 里 

1) 方程 (4) 是 结构 方程 的 一 个 例子 . 这 种 方程 描述 了 一 种 特定 物质 的 性 质 。 而 普 

道 物理 定律 ,如 质量 守 便 定律 , 风 是 描述 所 有 物质 的 行为 . 为 了 看 出 (4) 式 不 是 

普通 的 ,我 们 提请 读者 注意 ,如 果 限 液体 打交道 ， 那 就 不 得 不 在 热 通 量 密 度 上 再 


加 上 由 于 对 流产 生 的 贡献 . 建 辽 结构 方程 不 是 一 件 容 多 的 事情 。 在 本 课 中 我 
们 还 将 讨论 许多 这 桩 的 方程 ， 
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4-4|(4 一 (2) |. (6) 


Dr )iras 
如 果 不 存 在 热 的 源泉 或 漏 润 ， 则 每 单位 质量 净 得 的 热量 正比 于 升 
高 的 温度 6， 因此 
4 = -0 [cgo(4Axr)]， (7) 
Or 


其 中 2 是 材料 的 密度 ，“ 是 材料 的 比 热 . 〈 当 温度 增加 一 个 单位 
时 ,单位 质量 的 材料 中 的 热量 增加 了 “ 个 单位 ,) 如 果 令 〈6) 趟 与 
(7) 式 相等 , 除 以 Ax， 并 且 取 Ax 一 0 的 极限 , 则 得 


89 0 (429 ， 
(8 Or (3 (8) 


在 我 们 的 讨论 中 已 经 隐 含 了 该 村 是 由 均匀 材料 组 成 的 ， 从 而 o、c 
和 义 都 是 请 数 ;但 由 于 (8) 式 是 一 个 局 域 方程 ,即使 对 于 一 根 非 均 
匀 的 圆柱 棒 它 也 是 适用 的 (此 时 p、c\ 是 上 的 函数 )。 
在 均匀 材料 的 情况 下 ,我 们 可 以 将 (8) 式 写成 

80 08 

Br: Or (9) 
其 中 的 上 一 《/(pc) 通常 称 为 热 扩散 系数 ,以 表明 (9) 式 与 物质 扩 
散 方 程 之 闻 的 相似 性 ，& 的 典型 值 对 于 铜 是 1.14 (厘米 )/ 秒 ， 对 
于 窗 岗 宕 是 0.011 ( 原 米 )*/ 秘 ， 


一 维 执 传导 的 初始 边 值 问题 

在 求 得 了 6(x, :) 所 遵循 的 方程 以 后 ,我 们 现在 来 完成 问题 的 
表述 ， 

我 们 要 讨论 (+, 1) 平面 内 区 域 中 (9) 式 的 角 (参见 图 4.2)， 
DD 的 定义 为 

D:0<~xr+<L,0<1< oo%. 

这 个 无 寞 区 域 的 边界 是 ( 粗 线 画 的 ) 一 条 曲线 C, 它 呈 四 形 ( 向 上 ). 
根据 物理 上 的 考 蕊 ,为 了 使 问题 确定 起 见 ,显然 棱 的 初始 温度 必须 
是 已 知 的 。 令 其 为 
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0 0 = g (x) L 
4.2 热传导 问题 的 数学 表述 : 域 , 它 的 边界 ,以 及 边界 条 件 ， 


0(x, 0) = g(x), (10) 
对 于 所 有 1 > 0， 棱 的 两 端的 温度 保持 固定 不 变 , 故 而 有 
6(0, 2) =0, 0(L, 1)=0,, 当 上 >0 时 ， (11) 
仅 在 上 二 0 开始 时 ,该 棱 才 可 能 放 和 人 槽 内 ,因此 g(0) 和 有 忠志) 不 
必 分 别 等 于 0 和 60:， 
现在 我 们 的 数学 问题 已 经 表述 好 了 。 为 了 强调 一 下 这 一 上 后， 
我 们 把 方程 [(9), (10) 和 (11) 式 ] 重新 与 出 来 ;3 问题 是 要 对 0 一 
+ 二 上 LL, 0 一 上 <oo， 求解 60(x,:)， 上 其 中 
re 0 过 r+L, 0 一 上 一 oo， 
G(x,0 ) 二 g(x),(g 给 定 ),0>x 二 工 ， 
0(0, =0, 0(L, 1) = 0,,t'> 0. 
按照 问题 的 物理 解释 ,常常 把 条 件 (11) 式 叫 作 边界 条 件 (加 在 
梯 的 边界 上 ) ,而 把 条 件 (107) 叫 作 初 始 条 件 ( 加 在 初 朋 时 的 )。 从 数 
学 上 讲 ,它们 都 是 在 刀 域 的 四 形 边 界 C 上 所 规定 的 条 件 。 为 了 分 
清 术 语 上 的 这 种 含混 不 清 ,要 求 对 理论 作 更 进一步 的 探讨 (但 不 在 
这 里 进行 ). 
过 去 ,现在 和 将 来 
假定 让 热 分 布 在 棒 内 进行 了 - : 些 时 候 以 后 ， 左 端的 温度 将 会 
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于 上 时刻 喜 ( 二 0) 变 为 8。 物理 经 验 表明 , 棱 内 的 温度 分 布 会 在 
将 来 〈z 盖 ) 受到 影响 ,而 不 是 在 过 去 (z 三)。 因此 ,从 物理 
上 来 说 :方程 必须 具有 时 间 感 觉 。 事 实 上 ,在 区 域 

D'={(x, 1)|0<x iL,0<+1<1} 
中 ， 解 完全 由 图 4.3 中 的 粗 黑 线 画 出 的 曲线 C 上 所 规定 的 条 件 所 
决定 , 这 在 物理 上 是 清楚 的 。 在 上 > 挟 以 后 ， 改 变 6(0, 1) 和 
AL，#) 的 规定 将 不 产生 影 啊 。 


图 4.3 由 边 乔 条 件 的 变化 所 示 了 明 的 过 去 和 图 4.4 热传导 问题 的 一 般 数 学 表 
将 来 之 间 的 区 别 ， 对 于 :< 二 ， 解 只 受到 粗 述 : 域 和 它 的 边 乔 ， 
线 勾 划 出 的 边界 C: 上 的 变化 的 影 啊 . 


区 域 D; 内 的 解 是 由 一 条 叫 形 曲线 上 类 似 的 规定 条 件 所 确定 
的 。 因此 ,我 们 可 以 作出 这 样 的 推测 : 在 以 媚 形 曲线 C 和 直线 
: 一 常数 为 边界 的 域 DD 内 ( 见 图 4.4) 方 程 (8) 的 解 是 由 C 上 所 规定 
的 日 值 决定 的 。 这 的 确 是 一 个 正确 的 结果 。 可 以 证 明 , 对 于 一 条 
充分 光滑 的 曲线 C 以 及 其 上 所 规定 的 数值 是 连续 情况 下 ， 解 是 唯 
一 存在 的 . 


三 维 空间 中 的 热传导 


不 难 把 热传导 问题 的 表述 推广 到 宕 间 三 维 情况 : 我 们 一 会 儿 
就 要 证 朋 :在 均 习 情况 下 ,时 刻 1 、 所 (x， J, Y ) 处 的 温度 Q(x, ys 
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xy 1) 的 变化 所 遵从 的 方程 是 
90 _ /0 pg sg 6 1 
Di 0 5 5 台 Or ve (12) 
[方程 (12) 推 广 了 (9) 式 .] 在 非 均 匀 介 质 的 情况 下 ;有 (8) 式 的 推广 


™ 


pe 00.—~ .9 (t+20)+ 2 (10) + (te) 


Or Bx Ox y Oy Oz Oz/ 
(13a ) 
用 向 量 记号 表示 ，(13a) 式 为 
pc 2 ~ yY' (Ky0). (13b) 


如 未 包围 在 某 一 给 定 体积 的 表面 上 的 温度 在 所 有 时 刻 都 已 给 定 ， 
向 在 体积 内 部 的 初始 温度 也 已 给 出 ， 则 我 们 可 望 问 题 的 解 也 就 完 
全 傅 定 了 。 这 是 正确 的 ,但 存在 定理 的 证 明 却 是 不 容易 的 "， 

(13) 式 的 推导 可 以 通过 劣 虚 一 个 矩形 盒子 ,其 中 两 个 角 位 于 
(x,y,z) 和 《x 十 Ax, y 十 Ay,z 十 Az)， 并 且 利 用 实质 上 与 
以 前 相同 的 推理 来 完成 *"，[ 参 见 练习 2(b)。] 该 推导 也 可 以 通过 
把 散 度 定理 应 用 于 下 列 方程 来 完成 这 是 在 一 个 以 任意 的 花 涓 闭 
曲面 GR 为 边界 的 区 域 R 内 ,关于 热 增加 率 的 方程 é 

家 cpbdrzr = 示 t5 各 -四 介 ， V0Oao, (14) 


(14) 式 中 的 n 是 单位 外 法 向 矢量 。 这 个 方程 用 到 了 下 列 假定 : 党 
着 n 方 同 通 过 单元 表面 的 热 通 量 为 一 从 00/02)， 其 中 9/0n 指 
的 是 法 问 导 数 [请 对 照 (4) 式 ]， 由 (14) 式 ,得 


1) 关于 波动 方程 , 拉 普 拉 斯 方程 以 及 热 方程 的 解 的 存在 定理 ， 在 R. Courant,K. 
Friedrichs 和 H. Lewy 等 人 的 非凡 论文 [“ 论 数 竺 物理 学 的 偏 侯 分 方程 、P. 
Fox 翻译 ， 载 于 7BM Journal，11, 215 一 234《1967 ); 原始 论文 载 于 德 文 未 
志 : Math Ann. 100，32 一 74《1928)] 中 给 出 了 特别 引信 目的 和 证明. 随 着 
圆 格 大 小 的 减 小 ， 相 应 的 有 限 差 分 格式 的 解 便 会 趋 近 于 一 个 极限 值 ， 它 是 满足 
所 给 定 的 偏 微分 方程 和 初始 边 值 条 件 的 ;由 此 ,存在 定理 便 目 动 地 得 到 了 证 明 ， 
该 文 还 探索 了 格林 函数 与 随机 蒂 走 之 问 的 联系 . 

2) 为 了 与 头 三 章 中 采用 的 “粗略 ”手法 相 一 致 、 这 里 只 是 路 述 了 推导 方法 ， 在 第 十 
四 章 , 尤 其 是 14.1 节 中 ,对 于 所 需要 的 概念 件 了 更 为 仔细 的 讨论 . 
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Ot 
赋 然 尺 是 任意 的 ， 那 么 若 被 积 隙 数 是 连续 的 , 则 它 必 须 为 索 ?。， 如 
果 不 是 这 样 ， 在 被 积 函 数 不 为 零 的 一 点 P, 处 , 我 们 必定 能 够 找到 
一 个 小 区 域 Ru， 在 这 个 小 区 域 中 ， 被 积 函数 与 它 在 P 点 处 的 值 
同 号 ， 当 R = R。 时 ,积分 (15) 就 会 不 为 零 , 即 与 原 设 矛盾 
一 个 问题 的 完整 表述 不 仅 取决 于 方程 的 推导 ,而 且 也 与 边界 
条 件 的 规定 有 关 ， 一 种 常见 的 边界 条 件 是 
(a) 规定 了 所 有 时 刻 在 边界 上 的 各 点 的 温度 。 (各 点 温度 可 
以 不 相同 . ) 
另 一 种 可 能 的 边界 条 件 是 
(b) 边界 是 绝热 的 ， 因 而 对 边界 上 的 每 一 点 都 有 86/62 一 
0., 
第 三 种 也 是 更 普遍 的 条 件 是 
(c) 从 边界 上 散失 掉 的 热量 正比 于 表面 温度 高 于 环境 温度 的 
差 值 . 
还 有 许多 其 他 的 可 能 性 。 例如， 规定 界面 或 部 分 界面 上 的 温度 随 
时 间 的 变化 ， 列 举 所 有 可 能 的 情况 是 困难 的 .而 象 纯粹 数学 家 所 
用 的 手 尘 所 要 求 的 那样 ,要 证 明 所 有 必要 的 存在 定理 ,就 更 加 艰 已 
了 . 在 边界 上 可 以 规定 类 似 于 〈a)，(b) 或 〈c) 的 一 个 条 件 , 以 
此 作为 工作 假设 ， 这 对 于 应 用 数学 家 来 说 也 就 足够 了 ， 除 非 表 明 
存在 有 一 个 合理 疑点 ,否则 我 们 就 认为 这 一 假设 是 正确 的 。 其实， 
对 于 非 均 匀 介 质 ,甚至 对 于 比 热 (比方 说 ) 是 温度 的 函数 的 情形 , 采 
用 这 一 假设 是 很 有 用 的 . 
一 般 来 说 ,在 指定 的 条 件 下 可 以 证 明 解 的 唯一 存在 ,但 是 这 一 
点 并 非 总 是 可 能 的 。 应 用 数学 家 往往 是 从 科学 问题 的 考虑 中 获得 
所 要 指定 的 条 件 。 有 了 时 他 通过 证 明 最 多 只 有 一 个 解 ( 唯 一 性 ) 来 检 
验 他 的 方程 的 适用 性 ，〔 如 果 所 指定 的 条 件 比 唯一 性 所 要 求 的 还 


je vl mo. (15) 


1) 这 是 Dubois Reymond 引 理 -一 一 一 个 我 们 将 楼 多 次 用 到 的 结果 ， 
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要 多 , 那 末 要 么 这 些 额外 条 件 是 多 余 的 ,要 么 它们 得 不 到 满足 ,) 尽 
管 不 能 把 解 的 存在 性 认为 是 当然 的 ,但 要 证 明 这 一 点 却 是 出 奇 地 
困难 .应 用 数学 家 常常 不 顾 其 进展 如 何 ,而 坚信 作出 努力 来 提供 这 
些 证 明 是 值得 的 . 

既然 唯一 性 是 易于 证 明 的 ,我 们 现在 就 来 给 出 这 一 证 明 。 然 
后 再 来 叙述 另 评论 . 


唯一 性 定理 的 证 明 


考虑 区 域 R 内 的 热传导 问题 ， 界面; 上 的 温度 已 给 定 。 令 
6(x，y，z， 1) 为 满足 初始 条 件 6 二 g(x,y, z) ( 当 上 一 0 时 ) 的 
一 个 解 。 为 了 证 明 唯一 性 ， 我 们 假定 存在 着 满足 同样 条 件 的 另 一 
个 解 6(*，y。，x， !)， 于 是 ,它们 的 差 6 = 6 一 6 也 满足 热 方程 
(13), 但 是 却 有 下 列 边 界 条件 和 初始 条 件 ， 

0 一 0, 在 $s 上 (16a) 

一 0， 当 :一 0 时 ， (16b) 
若 能 证 明 6 恒 等 于 零 , 唯 一 性 便 得 以 证 明 ， 为 证 明 这 一 点 ,我 们 先 
用 6 乘 (13) 式 并 在 区 域 R 上 积分 ， 我 们 可 得 [练习 5(a) ] 


2 . 
1 (oe 90 otf 0 7 
2 J Ot J On 


其 中 
E 一 中 AR(VOYar. 
由 于 (16a) 式 , 面积 分 等 于 零 。 既 然 pc 与 + 无关 ,我 们 就 可 以 把 
(17) 式 在 区 间 (0，4) 上 对 * 进行 积分 , 记 住 初始 条 件 (16b), 则 
有 
(= )| pepidrj 一 0 王 一 | ea (18 ) 
若 六 二 0， 则 18) 式 的 左边 是 非 负 的 ,而 其 右边 是 非 正 的 ， I 


此 ， 两 各部 发 有 既然 五 是 任意 的 ,必定 有 
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因此 ,对 所 有 时 刻 有 V6 = 0. 故 0(x, y, z, !) 内 能 是 时 间 的 蜀 
数 。(18) 式 左边 为 零 , 这 表明 [6(a) 一 0, 而 9 一 0.[ 


极 大 值 原理 


根据 下 列 直 觉 , 即 决 不 会 由 于 扩散 而 使 得 热量 增高 , 便 能 推测 
到 偏 微分 方程 理论 中 的 一 个 重要 结果 。 这 一 结果 就 是 ,我 们 可 对 
在 一 区 域内 部 的 温度 决 不 会 超过 出 现在 边界 上 的 或 者 初始 时 指定 
的 最 高 温度 . 略 施 小 技 , 我 们 的 确 能 够 证 明 下 列 结 果 , 如 果 0(x,z) 
已 被 定义 , 而 且 在 0 委 z 委 工 ,0 委 上 < 委 了 中 是 连续 , 若 6 在 这 个 
和 沧 形 区 域内 还 满足 热 方程 (9), 则 当 t 一 0 或 * 一 0 或 zx 一 一 时 ， 
9 取 其 极 大 值 和 极 小 值 . (为 简单 起 见 , 这 儿 在 一 维 情形 中 叙述 我 
们 的 结果 ,但 对 于 维 数 更 高 的 情形 ,这 也 是 成 立 的 .) 和 欲 知 其 证 明 ， 
请 参看 关于 微分 方程 的 教科 书 , 例如 Tychonov 和 Samarski (1964， 
165—167). 

借助 于 极 大 值 原理 ， 很 容易 给 出 关于 唯一 性 以 及 解 对 于 初始 
条 件 和 边 乔 条 件 的 过 续 依赖 性 的 证 明 (练习 11)。 然 而 要 记 住 ,我 
们 讲 的 极 大 值 原理 只 是 对 于 闭 和 矩形 内 的 连续 解 才 适 用 ， 因 此 仅仅 
对 于 如 此 有 限 的 一 类 解 ， 才 容许 根据 这 一 原理 作出 推论 .而 上 面 
给 出 的 关于 唯一 性 的 证 明 并 未 用 到 这 一 限制 ,而 是 用 了 能 量 法 . 

正如 在 某 种 程度 上 已 经 示 明 的 那样 ， 偏 微分 方程 理论 的 主要 
任务 是 要 证 明 : 各 种 各 样 问 题 的 解 是 存在 的 唯一 的 ,而 且 连 续 地 
依赖 于 初始 和 边界 条 件 . 这 样 的 问题 称 为 适 定 的 . 
分 离 变 量 求解 法 

设 有 了 明显 的 方法 去 解决 上 面 提出 的 基本 热传导 问题 。 亦 即 在 
初始 条 件 (10) 式 ,边界 条 件 (11) 式 下 热传导 方程 (9) 式 的 求解 问 
题 。 健 里 叶 提 出 了 一 个 灵巧 的 方法 ， 它 的 基本 思想 是 把 线性 方程 
《9) 的 无 穷 多 个 适当 的 简单 解 迭 加 起 来 。 这 一 方法 的 关键 在 于 采 
用 分 离 变 量 的 技巧 求 出 无 穷 多 个 这 样 的 解 . 

由 于 我 们 下 面 将 雪 讲 到 的 理由 ， 在 我 们 探讨 的 那 类 问题 中 ， 
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传 里 叶 方 法 只 能 直接 应 用 于 衰减 至 零 的 、 减 去 定 态 解 6, 的 那 部 分 
解 。 我 们 用 v(x, 1) 来 表示 这 个 瞬 态 解 

v(x, 1) = O(x, 1) — 0,(x). (20) 
既然 6, 是 热 方程 (9) 的 一 个 定 术 解 , 那么 瞬 态 解 就 满足 同样 的 方 
程 : 


Ov Ov ( 
Ov -2 21 
Ot ” Ox’ ) 


现在 的 初始 条 件 是 

对 于 0<x<L, v(x, 0)=f(x); f(x)=g(x)—0,(x). (22) 

边 乔 条 件 (11) 式 成 为 

vv(0, zf) 二 v(L,1) 一 0， 对 于 所 有 :之 0， (23) 
注意 ,这 些 边 寞 条 件 不 象 (11) 式 , 它 们 是 齐 次 的 , 意 即 它们 是 由 容 
画 数 所 满足 的 条 件 . 

我 们 采用 按 步 就 班 的 方法 来 求解 (21),(22) 和 (23) 式 提 出 的 
问题 . (完全 相同 的 方法 还 用 在 解决 15.4 节 中 的 有 关 问 题 。 合 在 
一 起 ,两 个 示例 应 该 对 于 这 种 方法 作出 充分 说 明了 .) 

步 嗓 和 了， 取 一 乘积 解 : 


vr, 2) = XTC). (24) 
步 又 B. 代入 所 要 求解 的 微分 方程 。 由 (24) 和 (21) 式 ,得 
X7 = kX ’T(X’ = dX/di, T' = dT|/dt) (25) 
步骤 C， 分 离 变 量 。 即 把 (25) 式 写成 形式 
X (x) _ TO) : (26) 
X(x) kT(z) 


现在 已 把 变量 分 离开 了 ， 因 而 左边 仅 是 独立 变量 * 的 函数 而 右边 
仅 是 独立 变量 的 函数 。 通 过 改变 独立 变量 * 和 4, 看 来 (26) 式 
的 两 端 多 少 可 以 任意 改变 。 但 是 如 果 情 形 果真 如 此 ， 那 就 会 出 现 
矛盾 。 因 此 (26) 式 的 两 端 都 必须 等 于 一 个 分 离 常数 人， 从 而 得 到 


了 分 离 方程 
X 一 AX，7 了 了 = krT. (27a, b) 
步骤 D. 根据 分 离 方 程 和 适当 的 齐 奖 边界 条 件 所 组 成 鸭 这 
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样 一 个 问题 来 确定 分 离 常数 的 容许 值 。 齐 次 边界 条 件 由 (237 式 络 
出 。 它 们 是 

X00)TG) = 二 0，X(L)TQ) 一 0 对 所 有 :之 0， 
或 (除了 T 三 0 以外) 

X(0) = X(L)= 0. (28) 
必须 将 这 些 条 件 加 到 〈27a) 式 的 解 上 。 通 常 ,对 于 《二 0, 二 
0,，A < 一 0 这 三 种 情况 分 别 进行 考虑 是 有 帮助 的 . 

如 果 > 0， 我 们 记 作 《一 yj， 而 4&>0。 最 终 方程 
X ”一 Xp 的 通 解 是 

KX = C, cosh wr + C, sinh px, 
边界 条 件 (28) 要 求 C: 一 C; 一 0. 因而 X 一 0. 

如 水 《一 0， 必须 在 (28) 式 的 条 件 下 求解 XxX” 一 0。 在 此 情 
{元 下 ,也 只 有 平 席 解 XX 二 0. / 
”如 果 厂 之 0， 我 们 记 作 一 一 ww， 而 c> 0。 最 终 方程 
X 二 一 aX 的 通 解 是 

X= Cicosax + Csin axy。 (29) 
X(0) 一 0 的 要 求 仅 当 C, 一 0 时 得 到 满足 。X(L) 一 0 的 要 求 
给 出 了 

CisinaL = 0, (30) 

从 (30) 式 得 到 的 一 个 可 能 推论 是 C; 一 0， 但 是 由 于 C1 一 0, 这 
就 义 给 出 了 一 个 平庸 解 。 仅 当 分 离 常 数 《 二 一 a 取 某 些 特殊 数 
值 时 才能 得 到 非 平庸 解 。 按照 (30) 式 ,由 于 «= 二 0， 只 有 当 

c= mrx/jL, m= 1,2,3, (31) 
时 ,这 样 的 解 是 许可 的 。 由 (31) 式 ; 我 们 确实 得 到 了 非 平庸 解 
(29), 它 具有 下 列 形式 : 


X(x) 一 Bsin ， B,。 为 任意 常数 . (32) 
步 晤 有 在 分 离 常 数 取 (d) 中 所 决定 的 数值 的 情况 下 ,求解 
剩 下 的 分 离 万 程 : 由 (31) 式 ,因为 4 一 一 所 以 《27b) 趟 成 为 
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7 一 292 NH 大 (33) 


六 
这 一 方程 的 每 个 解 都 是 一 个 常数 因子 乘 以 下 式 
exp( — 7 )«. (34) 


步骤 正 ”把 全 部 可 能 的 乘积 解 迁 加 起 来 并 使 之 满足 剩 下 的 初 
始 条 件 或 边界 条 件 .“ 迭 加 的 意思 (粗略 说 来 ) 是 加 在 一 起 ”. 本 
此 ,我 们 把 ” 取 作 下 列 无 穷 级 数 


二 2 2 
v(x, 1) 一 > B,, sin exp( — 2 cx. (35 ) 
m= 1 


L LL’ 

既然 热 方 程 (21) 是 线性 的 , 则 形 如 (35) 式 的 一 个 有 限 级 数 当 然 是 
一 个 解 〈《 因 为 每 一 项 都 是 一 个 解 )。 在 适当 条 件 * 下 ,无 穷 级 数 也 
上 其 有 与 有 限 和 式 相 同 的 性 质 ; 假 定 这 样 的 条 件 在 这 里 能 得 到 满足 ， 
以 此 为 前 提 继 续 讨 论 下 去 ,至 少 在 某 些 有 趣 的 例子 中 是 这 样 做 的 。 

边 乔 条 件 (23) 式 是 齐 次 的 ,从 而 ,级 数 (35) 应 该 满足 (23) 式 ， 
这 是 因为 每 一 项 都 分 别 满足 (23) 却 上 

初始 条 件 (22) 式 疝 未 满足 ,但 还 有 全 部 常数 3 随 我 们 处 置 


若 我 们 试图 要 去 满足 这 个 条 件 , 便 可 取 
f(*) 一 3 B,, sin ok 0 一 + < 二 上， (36) 


作为 一 个 必要 条 件 。 因 此 ,如 若 我 们 将 上 式 乘 以 sin (nxx/L) 并 
且 从 0 到 工 进行 积分 , 便 能 形式 地 去 求 出 典型 系数 (例如 B,) 所 取 
的 值 。， 可 以 证 明 ( 练 习 8), B。 由 下 式 给 出 


Wp en 


1) 我 们 为 什么 选择 传 里 叶 方 法 应 用 于 瞬 态 解 v, 其 原因 现在 已 经 清楚 了 ;这 是 因为 
2 满足 齐 次 边界 条 件 (23) 式 ,而 全 解 6 满足 非 齐 次 边界 条 件 (11) 式 . 后 一 条 件 
不 具有 线性 性 奈 . 所 谓 线 性 性 质 也 就 是 个 别 满足 这 一 条 件 的 各 消 数 之 和 仍 满足 
该 条 件 。 注意 ,X 方 神 (27) 式 以 及 与 其 相伴 的 边界 条 件 (28) 式 的 齐 次 性 意味 着 
平庸 解 总 是 一 种 可 能 的 解 . 我 们 要 想 求 得 一 个 非 平庸 解 ， 就 要 去 确定 容许 的 分 
离 贡 数 的 一 个 离散 无 限 集 , 从 而 求 得 无 穷 级 数 (35) 一 一 这 是 齐 次 性 所 起 的 关键 
作用 的 另 一 示例 .初学 者 常 背 忘记 在 按照 标准 方式 应 用 传 里 时 分 离 变 量 方法 
(a) 一 (f) 之 前 ,必须 先 使 (高 有 两 个 独立 变量 的 ) 分 离 方 程 中 的 一 个 具有 齐 次 边 
分 条 件 . 《 首 多 法 则 是 “ 除 了 一 个 以 外 的 所 有 ”方程 都 必须 具有 齐 次 边界 条 件 .) 
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Bp 2 nx 1 ~ 、\ 
_ cj 37 
B, 一 全 |， f(x) sin —~ 7 (37) 


这 是 由 下 列 公式 得 出 的 : | 
(sa 7 2 2) Lj2 如 果 p 二 上， (38a) 
[co cos ) 0 ”如 果 m 关 4， (38b) 
Ds TX ,sin nnx \ z . 
E 了 0 ， (38c ) 
基 中 我 们 用 了 记号 

(四 一 | fe ar. (39) 

采用 这 个 记号 ， (37) 式 便 取 下 列 形式 (其 中 已 用 mw 代 巷 n): 
Bn = 27 (ee sin 7 = (40 ) 

”因此 我 们 求 得 了 问题 的 尝试 解 为 


G(x, 1) = 0.(x) + > B, (sin | 6 -m/e (41) 


式 中 ，B， 是 利用 方程 式 《40), 根 据 初 始 条 件 (22) 式 确定 的 。(41) 
式 果 真是 一 个 解 吗 ? 为 了 做 出 肯定 的 回答 ， 我 们 必须 确保 把 函数 
f(x) 表示 成 (36) 式 的 形式 是 可 能 的 。 如果 f(x) 是 有 限 个 正弦 项 
之 和 ,那么 这 当然 是 对 的 。 事 实 上 ,可 以 将 任何 “合理 的 ”函数 表示 
成 这 种 形式 ,但 要 证 有 明 这 一 点 却 不 容易 。 .为 了 解决 某 些 特殊 问题 
中 的 这 一 困难 ， 我 们 也 要 跨 入 一 门 普遍 数学 理论 的 门槛 。 但 是 在 
这 样 做 以 前 ,让 我 们 先 来 考察 一 下 所 得 解 的 茶 些 含义 ， 
解释 ;无 量 纲 表示 式 
正如 所 需 期 的 , 解 (41) 式 驳 近 于 由 (1D) 式 给 出 的 定 态 温度 分 布 
1) 以 后 我 们 将 团 到 ,是 如 何 把 (,) 看 作 两 个 向 量 标 积 的 一 种 推广 的 但 这 与 我 们 目 
前 的 讨论 无 关 ， 为 了 证 明 (37) 式 只 需 用 到 (38a) 式 , 不 过 (38b) 式 和 (38c) 式 
在 以 后 要 用 到 ， 
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9.(x*7。 在 无 穷 级 数 的 各 种 项 中 , 若 波 (m = 1) 比 谐 波 (wm 之 2) 
衰减 得 慢 的 多 ， 因 此 ， 无 论 是 怎样 的 初始 温度 分 布 ， 跟 平衡 分 布 
的 假 离 很 快 就 接近 于 正弦 形式 ， 该 正弦 项 的 振幅 随时 间作 指数 桥 
减 。 指数 g(x/ 上 L》 仅仅 与 棒 的 长 度 工 及 材料 的 热 扩 散 系数 上 有 
关 ”,. 
对 于 这 个 问题 ,在 与 时 间 标 度 

to= LL’/k (42) 
可 作 比 较 的 时 间 内 , 解 才 会 发 生 有 意义 的 短暂 变化 ， 而 在 长 度 标 
度 工 分 之 几 的 长 度 中 才 会 发 生 有 意义 的 空间 变化 。 把 这 些 标 度 取 
作 度 量 单 位 ,这 等 价 去 引信 人 下 列 变量 


i ki 
一 了 和 TT (43) 


这 些 变 量 是 无 量 纲 的 ， 它 们 的 数值 与 度量 单位 无 关 。 《例如 ， 如 
果 x= 二 10 厘米 ， 世 一 100 厘米 ; 则 上 一 1/110, 就 和 > 一 0.1 米 ， 
L == 1 炒 时 一 样 .) 采用 这 些 变量 ,我 们 就 可 以 把 党 试 解 (41) 取 为 
8@(5,T)， 这 里 


QO(E, +t) ~ OLE, tr7) = O(LE) + BD) Brsinmas . e-em, 
1 


(44) 
这 一 等 式 显 示 出 对 于 工 和 * 设 有 明显 的 依赖 性 。 事 实 上 ， 从 一 开 
始 就 可 以 引 八 无 量 纳 参 数 ， 于 是 (9) 式 便 成 了 [ 练 8(b)] 


566 _ 0 
3 一 Be (45) 
这 一 方程 有 求 解 区 超人 D 的 定义 是 
DOZ<EZ<1,0<7T< 0, (46) 
齐 次 问题 的 初始 条 件 和 边 界 条 件 为 


8(0, 71) = 09(1, 1) = 0,， 
9(s，0) = G(#), 其 中 G(E) = g(L8). 


| 


1) 衰减 最 慢 的 谐 波 (1m = 二 2) 象 exp( 一 47?Ki/JL) 那样 衰 碱 。 在 以 天 /全 
0. 1 为 时 间 单 位 时 ， 减少 到 它 初始 值 的 ““【〈 即 少 于 百 分 之 二 )。 对 于 10 


厘米 长 的 袍 棱 , 雪 小 于 10 私 ， | 


在 原来 的 表述 中 ,坐标 为 (x, 7) 的 一 点 处 的 温度 似乎 可 以 以 
任意 方式 依赖 于 两 个 参量 上 和 工 。 而 无 量 纲 表述 表明 ， 如 果 取 。* 
和 7 为 独立 变量 ， 那 么 对 于 上“ 和 工 的 有 明显 依赖 性 就 消失 了 ， 一 般 
说 来 ,由 于 采用 了 无 量 纲 变 量 ,就 可 以 使 得 解 所 明显 依赖 的 参量 数 
月 减少 了 了， 

借助 于 实验 模型 。 采 用 无 量 纲 表述 以 后 可 以 作 一 些 预 言 、 内 
此 ,如 果 为 了 对 一 个 热传导 的 实际 问题 进行 测试 ,我 们 使 用 同样 的 
材料 构造 出 一 个 比例 模型 ,那么 当 模 型 是 实际 尺寸 的 1/N 时 ,在 
实际 情况 中 的 时 间 标 度 就 要 大 N? 倍 .其 理由 是 时 间 上 只 是 出 现在 
组 合式 7 二 gt/L” 中 。 而 由 于 在 模拟 实验 中 ,. 工 已 代 之 以 LI/N， 
所 以 只 有 当 1 代 之 以 N 时 ,才能 得 到 z 的 一 个 给 定数 值 ，( 关 于 
应 用 模型 的 进一步 讨论 ,请 参见 6.2 节 。) 

可 以 将 这 些 讨论 直接 用 于 三 维 方程 (12) 以 及 相应 的 边贸 条 件 
和 初始 条 件 。 所 以 ,举例 来 说 ,假如 把 热 的 铜 球 投入 冰 水 中 使 其 冷 
却 ， 则 一 个 球 的 冷却 时 间 要 比 直 径 较 之 大 两 倍 的 球 的 冷却 时 间 长 
四 倍 之 人 (练习 4)， 

我 们 强调 ， 无 量 纲 形 式 的 结果 与 度量 单位 无 关 。 因 此 ， 无 量 
纲 表 述 揭 示 了 问题 的 真正 的 数学 本 质 。 关 于 量 纲 分 析 的 更 充分 讨 
论 ,可 参见 6.2 布 . 


对 于 扩散 到 某 一 给 定 距 离 所 需 时 间 的 估计 、 


让 我 们 来 推导 一 个 有 关 扩 散 的 基本 事实 作为 结束 。 这 是 最 慢 
误 减 模式 《其 空间 依赖 关系 为 sin(xx/L)) 象 exp( 一 zr/L) 一 
样 衰减 这 样 一 个 结果 的 一 个 推论 ， 既 然 在 这 个 模式 中 热 是 集中 在 
村 的 中 间 的 ， 我 们 就 能 够 粗略 地 把 初始 热 分 布 的 衰减 看 成 是 热 从 
棒 中 同 外 传 到 距离 4 二 L/2 处 用 4d 来 表示 ， 余 减 因 了 于 为 
exp( 一 zkt/44)， 在 t 王 dr 这 段 时 间 内 ,正弦 形 温度 分 布 事 减 
到 expP( 一 上 /14)， 约 为 它 的 初始 值 的 百 分 之 八 。 这 就 是 说 ， 大 约 
需要 花 di/% 个 时 间 单 位 才能 扩散 到 距离 4 那么 远 。 另 一 种 说 法 
是 .在 时 间 t 内 ,一 种 物质 大 约 扩 散 了 (xz)'” 个 距离 单位 . 
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练 习 


1. 热传导 的 一 般 初 值 问题 是 这 样 表述 的 ， 它 的 区 域 是 在 以 凹 曲线 
C 和 平行 于 * 轴 的 一 直线 [特征 曲线 ] 为 边界 的 域 D 上 ,并 在 初 
始 曲线 C 上 规定 了 温度 值 (图 1.4)， 试 从 物理 上 解释 一 下 为 什 
么 这 样 的 表述 是 合理 的 . 

2. (a) 检验 一 下 一 维 热 方程 (8) 也 适用 于 非 均 匀 笃 . 

(b) 利用 课文 中 推导 一 维 问 题 方程 时 所 用 的 相同 的 论证 可 以 推 
导出 三 维 热传导 方程 ， 考 虚 穿 过 一 个 矩形 盒子 的 六 个 侧面 
流 人 使 内 的 热量 ;完成 这 一 推导 . 

3. 利用 课文 中 所 使 用 的 证 明 唯 一 性 定理 的 方法 ， 当 包围 导体 所 占 

体积 的 表面 S$ 上 的 边界 条 件 为 
< 二 


ni 


A =0, A>0 


时 ， 作 出 唯一 性 定理 的 证 明 .， 可 以 象 课文 中 那样 规定 初始 温度 
分 布 。 / 

4. 试 把 投入 冰 水 中 的 铜 球 的 冷却 问题 进行 数学 表述 .证 明 它 所 需 
要 冷却 时 间 比 一 个 直径 为 其 两 倍 的 球 所 需要 的 冷却 时 间 要 长 四 
倍 . 

5. (a) 验证 (17) 式 ， 

(b) 《34) 式 中 的 表达 式 前 面 可 以 乘 上 一 个 任意 贡 数 c<。 试 证 : 
这 不 会 给 级 数 解 (35) 式 带 来 新 的 次 示 性 . 

6. 棒 的 右 端 绝热 ， 从 而 用 69/6x 在 zx 一 工 处 为 零 的 条 件 来 代替 
(11) 式 中 的 第 二 个 边界 条 件 ， 试 用 传 里 叶 级 数 来 求解 这 一 一 维 
热传导 问题 . 

7. 假设 棱 的 二 端 都 是 绝热 的 ,于 是 不 再 存在 一 个 唯一 的 定 态 解 . 讨 
论 这 一 事实 ， / 

8. (a) 验证 (37) 式 和 (38) 式 . 

(b) 验证 (45) 式 . 
9. 考虑 半 无 限 大 平板 x 之 0 内 的 温度 9。 假设 当时 间 “上 < 0 时 有 


a 147.。 


0 一 0 ， 但 是 存在 有 一 个 温度 的 路 变 ， 有 对 了 于 :> 0， 4 S {i 
时 有 6 = 二 U( 一 个 正 的 常数 )，、 求 出 O(x，z)。 信和 助 于 arf 二 


Jn | e-?4ds (因此 ，erf co 一 1) 把 答案 写 出 来 . 
0， | 


在 时 间 上 内 ,可 望 温度 向 外 扩散 了 一 个 距离 (x:)*。 而 且 ， 
除了 > 以外，(xz)” 是 变量 和 参数 仅 有 的 另外 一 种 具有 长 度量 
的 组 合 。 由 于 这 两 个 原因 , 试 寻找 扩散 方程 的 一 个 解 , 它 具 有 如 
下 形式 

OG(2, 1) = flz(ki) 1. 
10. 试 作 一 形式 为 v 二 fx，2)9 的 变量 变换 ,把 微分 方程 
vy, = 一 or 十 Bo 十 ?Yo oa, Bb, 7 均 为 常数 
转换 成 为 标准 形式 (9) 式 . 
11. 考虑 C 类 函数 ,它们 在 闭 甜 形 *e [0, L]，t€ [0, L] 内 连续 ， 
并 且 在 该 抢 形 内 部 满足 热 方程 (9)， 
(a) 利用 最 大 全 原理 ， 对 于 通常 的 初始 边 值 问题 证 明 这 一 类 函 
数 具 有 唯一 性 . 
(b) 试 证 : 如 果 两 个 C 类 函数 在 三 条 边界 线 x 一 0, + 一 上 ,1 一 
0 上 的 差 小 于 e, 则 它们 在 整个 矩形 上 的 差 也 小 于 s. 


4.2 傅 里 叶 定 理 


我 们 已 经 讲 过 ， 如 果 在 区 间 0 二 x 二 工 中 任何 合理 的 函数 
f(x) 都 可 以 用 一 个 传 里 时 正弦 级 数 [ 等 式 〈1.36)] 来 表示 ,以 及 形 
式 地 求解 热 方程 的 初始 值 问题 的 过 程 。 因为 级 数 在 区 间 (0，L) 
的 两 个 端点 的 值 为 零 , 所 以 就 会 很 自然 地 预料 到 , 象 


0- 习 


这 样 的 函数 可 以 用 级 数 来 代表 ,而 不 是 象 f(x) 一 工 那样 的 级 数 ， 
然而 我 们 将 会 看 到 ， 在 一 种 适当 的 意义 上 一 一 事实 上 还 不 止 在 一 
种 意义 上 ,即使 后 者 也 是 可 能 有 的， 

现在 来 验证 关于 方程 (1. 36) 的 上 述说 法 是 正确 的 ， 我 们 将 学 
虎 级 数 (1.36) 中 的 NN 项 之 和 的 极限 ， 并 试图 算出 N 一 oo 时 的 极 
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撒 值 ， 我 们 将 看 到 , 假 者 f(x) 在 区 间 〈0， 工 ) 内 是 分 段 光滑 的 ， 
划 该 极限 在 开 区 间 (0， 世 ) 内 趋向 f(x)。 如 果 区 间 (0， 工 ) 可 以 分 
为 有 限 多 个 子 区 间 ,使 得 在 每 一 个 子 区 间 中 , 当 * 趋 近 于 子 区 间 的 
潮 所 时 f(x*) 趋 近 于 一 个 (有 限 的 ?极限 ,并且 f(x) 存在 且 连 续 ， 
那么 光 请 性 要 求 就 能 被 满足 . 

因为 正弦 遂 数 是 奇 函 数 , 所 以 ,如 果 在 《0， 工 ) 上 正弦 级 数 代 
表 fx)， 则 在 一、0) 上 它 就 代表 了 一 f(x)。 如 果 要 在 全 
区 间 ”( 一 L，L) 上 表示 一 个 一 般 的 函数 那 就 必须 同时 用 正弦 函 
数 和 余弦 函数 .我 们 将 会 看 到 ， 可 以 容易 地 将 收敛 性 结果 推广 到 
全 区 间 的 情形 . 


傅 里 时 正弦 级 数 的 加 法 
我 们 用 Sy(x) 来 表示 级 数 (1.36) 的 前 NN 项 之 和 ,因而 
Sux) 一 二 | KuCx, SS)45 0 <r<r, (1) 
其 中 
Ky(x, §) 一 Dsin (ms) sn (ms), 0< x 5<r (2) 


我 们 要 证 明 当 N -> oo 时 SN(x) 一 jz)。 为 方便 起 见 ,在 目前 这 
一 市 中 我 们 都 让 L 一 x。 这 样 做 并 不 会 末 失 普 遍 性 , 它 等 价 于 在 
无 量 纲 化 的 过 程 中 ,选择 一 忆 作为 长 度 标 度 。 

如 果 利 用 复数 表示 式 


。 e 
sin HW = 


21 
就 能 比较 容易 地 完成 (2) 式 中 的 求 和 。 其 答案 (练习 1) 为 


in|( N+ 三) (< —5) | 


c= 
Kn(x, ES) 7 ?sn | ce 日 
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sin|(N + 二) Ce 上 日 | 3 
2 sin 全 (x 十 5 | 

如 果 * 是 区 间 (0, x) 内 部 的 一 个 固定 点 ，(3) 式 右 边 花 括号 内 的 
第 一 项 ,除了 $ 一 * 以 外 ,对 于 0 < << 都 是 很 好 定义 了 的 ,而 
即使 在 二 x 处 ,该 项 还 是 有 一 个 确定 极限 N 十 > 在 图 4.5 中 
示意 地 给 出 了 该 项 的 图 象 ， 在 一 个 很 府 的 区 间 |x 一 $| < 
= _/( N 十 土 ) 内 ,函数 有 一 个 很 陡 的 峰值 ， 在 这 个 区 间 的 外 面 ， 
它 虽 现 出 强烈 振荡 的 行为 ， 


图 4.5 函数 sn |(N+ 工 ) Ca 5)/ 2sin [4 (x 一 外 的 示意 图 


(3) 式 右 边 的 第 二 项 对 于 大 W 值 也 呈现 出 一 种 强烈 振荡 行 
为 ,但 是 没有 陡 峰 。 这 两 项 的 行为 组 成 了 Kw， 记 住 这 一 点 , 现在 
来 考虑 Sw(《x)， 其 中 : 
Sw(x) = SPCx) 十 SC ，0 <x < x， (4 
式 中 
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sv) = 工人 sn 人 Nt) ps (5) 
和 2sin | 过 一 习 | 


4 一 
De 


s(x) = — | ds. (6) 


由 于 (6) 式 中 被 积 函数 的 剧烈 振荡 性 质 , 可 以 预料 当 N -> oo 时 积 
分 趋 近 于 零 ， 因 为 当 六 很 大 时 ,在 分 子 中 的 正弦 函数 的 周期 上 , 另 
一 个 因子 实际 上 是 不 变 的 ,因此 各 周期 对 于 积分 实质 上 没有 贡献 . 
对 于 (5) 式 ， 也 可 以 采用 类 似 的 论证 ， 不 过 ， 当 5 接近 x 时 是 例 
外 情况 , 在 那里 (粗略 说 来 ) 大 因子 N 十 被 小 因子 x 一 上 “中 
和 ”了 。 因 此 , 仅 当 $ 在 x 附近 时 ， 尤 多 的 行为 才 是 重要 的 。 我们 
采用 下 述 引 理 的 形式 来 叙述 这 些 结论 ,其 证 明 将 在 下 面 给 出 . 

引 理 1 落 $8(x) 在 闭 区 间 [ae， 5 内 分 段 光 滑 , 则 

| $lE) Abds — O(1!), 当 4—> 00. (7) 

引 理 2 若 gE) 在 闭 区 间 [a，5] 内 分 段 光 滑 ， 则 由 在 点 
二 0 处 连续 ,有 

lim | $C) 和 dE=nb(xo)sM a < x < 5.(8) 


引 理 3 若 在 护 xo 处 ，p(x) 有 一 个 跳跃 间断 ,，(8) 式 仍然 适 
用 ,只 要 我 们 把 ez) 定义 为 $(#) 在 > x 时 的 左 、 右 极限 的 
平均 : 


p(x) = [p(w — 0) + $n + 0)], (9) 


这 里 ,由 定义 


p(xot0) = limob(xotg), 
£0 


共 中 ， 指 网 下 的 稍 头 意 昧 着 s 递减 至 零 ; 即 ， 通过 正 值 趋 近 于 


1 e 


由 引 理 1 得 SB8(x) -> 0， 根 据 引 理 (2), 如 果 定 义 


$8) 一 一 一 一 一 (10) 
2sin | (x — 8) | 


则 还 有 SN (x) — f(x). 进而 ,如 果 在 * 一 Yo 处 f(x) 不 连续 ,好 | 
伍 Xo 处 正弦 级 数 的 和 将 是 / 


f(x0) 一 二 [fm + 0) + fx 一 0)]。 (11) 


与 (9) 式 一 致 ， Wi 了 人 时 正之 来 和 六 和 一 和 
的 是 证 明 引 理 ， 


引 理 的 证 明 


为 了 证 明 引 理 1 ， 在 整个 区 间 上 将 积分 拆 成 有 限 多 个 类 似 的 
职 分 ,在 每 一 个 积分 中， 函数 (<) 都 是 连续 的 。 取 一 个 典型 区 


fa PE)e ras = [C1) 1p( 8)e' sl, 
一 GD 二 | gC8)ensas. 


由 于 上 式 所 含 的 函数 都 是 有 界 的 , 故 立 即 得 到 了 引 理 1 [0 (为 了 
方便 起 刚 ， 在 被 积 疯 数 中 使 用 了 复 指 数 消 数 。 因 为 一 个 等 式 中 的 
实 部 和 虚 部 必须 分 别 相等 , 故 余弦 项 和 正弦 项 都 包括 进去 了 .) 

为 了 证 明 引 理 2 , 令 《c。4) 为 包含 x 的 一 个 区 间 ， 在 这 区 
间 内 由 是 光滑 的 。 我 们 只 须 在 这 个 区 间 上 考虑 积分 式 (8) ,这 是 因 
为 根据 引 理 1 ， 当 1 一 co 时 其 余 的 贡献 都 趋 近 于 零 ， 利 用 恒 等 
式 | 

p(x) = p(xo) 十 [$Cx) 一 g(xo)), 
以 及 定义 
F(x, wo) 一 PC Pn), (12) 


+ to 
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把 问题 中 的 积分 写成 
1(4) = bxo) | sin A(x — x0) )， 


十 | F(x, xo) sin 4(x 一 yo)Cx。 (13) 
当 1 -> co 时 ,第 一 项 趋 近 于 xb(xz)， 这 是 因为 
| RY gy y = x. . (14) 


最 容易 的 是 采用 复 平 面 上 的 通路 积分 法 去 证 明 公 \ 式 (14)。 另外 ， 
证 明 积 分 的 收敛 性 也 不 困难 ， 而 本 有 中 的 运算 使 我 们 确信 积分 值 
为 x， 

借助 引 理 1 能 够 证 明 , 当 1 一 oo 时 (13) 式 中 的 第 二 项 趋 近 
于 零 。 由 于 被 积 背 数 有 界 ,所 以 ， 预 先 任意 指定 一 正 数 s， 我们 能 
选择 一 个 数 56(e)， 使 得 


Xt E 
| F(x, xo)sin 4(x 一 ro)dx < 


i 


按照 5| 理 1 在 区 间 《2 X0 一 6) 和 (wo TT 6,， d) 内 ,通过 选择 充 
分 大 的 41， 可 以 使 得 积分 贡献 任意 小 。 这样 便 得 到 了 所 希望 的 结 
未 。 1 

为 了 证 明 5 理 3 ， 我 们 把 区 间 (a， 四) 拆 成 区 间 (se，xo) 和 
(m，2)， 并 且 重 复 关 于 引 理 2 的 讨论 ,得 到 积分 


| nt dy 一 人 寺 : adv, 
按照 (14) 式 , 上 式 的 什 为 x/ 2， 剩 下 的 推 寻 都 是 很 容易 的 (练习 
3), 


一 个 形式 变换 
下 面 着 手 进行 的 是 一 种 形式 方法 * 对 于 迅速 获得 正确 的 解答 ， 
它 是 很 有 用 的 ;但 是 对 于 证 明 解 答 的 正确 性 , 它 却 并 不 方便 ， 
如 果 由 下 列 关 系 式 
Cs 一 xo) 一 zf (15) 
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任 (8)rm 引 人 一 个 新 变量 *， 我 们 便 得 到 一 个 积分 , 它 的 形式 为 


(et 
lim1(4) 一 | p(xo) + du 一 rp ro). (17) 


然而 ,为 了 证 明 形 式 极 限 过 程 是 对 的 ,我 们 必须 记 作 
$ (nt | — p(x) + E (+ 和 <] — $x%)|， 
然后 下 利用 基本 上 与 前 面相 同 的 论证 . / 


全 范围 中 的 傅 里 叶 级 数 


正 驼 级 数 的 各 项 都 是 * 的 奇 函 数 ,因而 ,该 级 数 定义 了 一 个 奇 
了 抽 效 f(x)。 这 就 是 说 ,着 f(x) 在 (0, r) 内 由 级 数 给 出 , 则 在 区 
j 间 (—x， 0) 内 ,通过 等 式 
f(x) = — f(—x*), 一 zz<< yy 一 0， (18 ) 
这 级 数 定义 了 js。 在 区 间 〈 一 *，z) 以 外 ,由 传 里 于 级 烤 定 义 
有 六 数 是 周期 的 : 
{x 十 2r) = f(x). 9) 
满足 (19) 式 的 周期 函数 不 一 定 是 奇 函 数 。 如 果 要 在 区 间 
(一 x，x) 上 表示 一 个 一 般 函 数 f(x)， 可 以 采用 “全 范围 ” 侍 里 叶 
级 数 * 
f(x) ~ > 6 十 人 (an cosnr + bp, sin nx ) 
一 XX 二 人 让 之 ww。 (20) 
如 果 形 式 地 利用 方程 (1.38), 便 得 出 下 列 系数 表达 式 ( 练 习 4): 
Qn mm 二 | f(x) cosnxdx, bs = 二 | f(x) sinnxax. (21) 
I -x x 一 过 
1) 符号 “一 表示 《2U) 起 右边 的 级 数 “ 对 应 ?于 /之 所 以 不 用 等 号 (车 持 漠 入 态 度 
的 话 ) 十 因为 级 数 往往 并 不 收敛 于 该 水 数 。 至 少 不 在 通常 的 * 收 敛 ” 意 义 上 收 合 
于 该 银 数 . 
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现在 必须 证 明 , 如 果 (21) 式 成 立 , 级 数 〈20) 在 适当 的 条 件 下 收 全 


于 f(x)., 
级 数 (20) 也 笛 常 取 复 数 形式 


f(x) ~ > Cne'™"”, 
其 中 
人 | femias. 
请 注意 


《1 一 6o/ 2 ， Cn ™— > (a» ib, ) 。 


岷 ， 至 于 复 傅 里 时 级 数 的 一 个 应 用 ,请 见 [[ 卷 第 八 章 . 
傅 里 叶 级 数 的 加 法 
考虑 形 如 (22) 和 (23) 式 那样 的 级 数 ， 令 
Sw(2) — Dec, 


于 是 ,利用 (23) 式 ,可 知 
Sl vv， see 
Sv (x) 7 | Kn( 3 £)f(E) das, 
现在 ,其 中 有 


1 、 
N sin[ N+ 一}j(x— 8) 
Kn(x, £) 一 > tm 一 6) 一 sn(N+3)( 8) 
in 一 (z 一 引 


(22) 
(23) 


(24) 


示 复 共 


(25 ) 


(26) 


(27) 


但 (27) 式 仅 包含 了 (3) 式 中 的 一 个 主要 项 ,因此 ,根据 前 面 证 明 过 

的 那些 引 理 可 以 立即 导出 所 和 希望 的 结果 。 这样 ,就 有 下 述 定理 . 
定理 “如果 f(x) 在 区 间 (一 x, *) 内 分 眉 光 滑 , 那 么 它 的 伟 

里 叶 级 数 一 一 如 在 (20) 和 (21) 式 所 定义 的 ,在 x = x。 处 收敛 于 
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Ko) — [fw —0) + Hot 0)]. (28) 


在 端点 ,这 一 级 数 收敛 于 > [fC—x + 0) + fr — 0)], 


半 范 围 级 数 


现在 可 以 对 于 区 间 (0,x) 内 的 传 里 叶 级 数 的 行为 作出 了 解 了 . 
根据 “ 奇 性 ”关系 (18) 式 , 上 述 定理 表明 ,在 (0，z) 的 端点 处 ,级 数 
必定 收敛 于 零 . (这 并 不 奇怪 ,因为 级 数 的 各 项 在 端点 处 都 是 零 . ) 
因此 ， 当 一 个 在 区 间 〈0，z) 内 的 傅 里 时 正弦 级 数 被 当 作 区 间 
(一 x，x) 内 的 完全 伟 里 叶 级 数 时 ， 它 总 是 代表 了 一 个 奇 函数 ,该 
奇 函数 在 * 一 0 处 为 零 ,或 者 它 的 平均 值 在 * = 0 处 为 零 


练 


1 验证 (3) 式 ， 

2.(a)” 试 证 : 《14) 式 的 无 穷 积 分 是 收 合 的 . 
(b) 如 果 你 熟悉 过 路 积分 ,请 利用 这 个 方法 证 明 (14) 式 . 
(c) 试 讨 论 在 用 数值 方法 求 〈14)》 式 中 的 积分 值 时 所 固有 的 轩 

难 ， 

.完成 引 理 3 的 证 明 ， 

4. 验证 (21) 式 ， 

15. 如 果 周 期 为 2x 的 一 个 了 消 数 在 [一 x，x1] 上 有 连续 的 三 阶 导 
数 《 包 括 端 点 )， 试 证 : 当 n> oo 时 ， 它 的 傅 里 时 系数 为 
O(n 一 )。 


4.3 傅 里 叶 级 数 的 性 质 


本 刷机 处 理 的 主要 课题 是 :，(i) 傅 蜂 时 级 数 的 积分 和 人 敏 分; 
(ii) 伴随 着 级 数 非 一 致 收敛 性 而 出 现 的 吉 布 斯 现象 ; 《证 ) 傅 里 叶 
级 数 与 最 小 二 乘法 近似 式 之 间 的 关系 ; 以 及 (iv) 关于 傅 里 时 系 
数 的 平方 和 的 Parseyal 定理 。 但 是 ， 在 讨论 傅 里 时 级 数 的 一 般 性 


1356， 


质 以 前 ,我 们 先 孝 察 几 个 简单 的 例子 .我 们 特别 要 考虑 具有 一 些 
简单 的 者 次 和 多 项 式 的 健 里 叶 级 数 。 对 于 每 种 情况 ， 都 要 考虑 三 
种 可 能 的 展开 : 

(i) 在 完整 区 间 (一 +:，x) 内 的 全 范围 级 数 ， 

(ii) 在 区 间 〈0，r) 内 的 正弦 级 数 . 

(iii) 在 区 间 (0，z) 内 的 余弦 级 数 ， 
读者 应 该 对 导出 下 面 的 (1),(2),(4);(5),(7),(8) 和 (9) 式 的 所 有 
必要 的 运算 都 加 以 验证 (练习 1). 


常 值 泡 数 的 伟 里 叶 级 数 


在 完整 区 间 上 ,关于 第 数 水 数 f(x) 一 的 级 数 只 有 一 项 , 即 
妾 数 项 ， 所 有 的 高 阶 项 都 持 于 零 ， 
on = bs 一 0; 之 1. (1) 
余弦 级 数 也 取 同 样 的 形式 ,因为 fx) 是 偶 职 数 . 
正弦 级 数 杰 有 趣 得 多 。 它 是 


1 一 二 1snz 十 二 sm3x 十 二 sn5x 十 | Ox<x, 
7 


(2) 
5 (x) 
i | FP 
一 双开 一 得 0 2 有 ~ 
(a) / 
C(x) 
一 2 下 一 人 0 7 27 ™ 


(b) 
图 4.6 名 数 SC(x) 和 C(x)， 
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忆 为 正弦 六 数 是 奇 函 数 , 所 以 ， 对 于 区 间 (一 *r，0)， 以 上 级 数 表 
不 一 1。 我 们 把 级 数 (27) 所 代表 的 方形 波 函 数 记 作 SC(x)。 因 此 有 


一 上 ， 一 <Y<1 
so 一 | (3) 
二 1],， 0 二 +< x; 


S 定 周 期 为 2z 的 周期 滑 数 。 该 水 数 在 x = 0 处 疝 上 上 嫩 跃 二 个 单 
人 加 在 一世 处 则 疝 下 跌 妈 [图 4.6(a)]。 
线性 动 数 的 传 黑 叶 级 数 
对 于 完整 区 间 ，f(x) 二 x 的 傅 里 时 级 数 是 
+ 一 2 {sins 十 工 sin2x 十 1 in 3x 十 … XxX 和 XX 
: 2 3 
(4) 
对 于 区 间 (0，x)， 显 然 , 正 弦 级 数 仍然 由 (4) 式 给 出 ;但 是 余弦 级 
歼 侍 [一 x，x] 内 却 代表 了 函数 |x|， 它 是 


lx 一 一 全 | 二 So 二 一 r 女 zx 扫 rz。 (5) 
于 


1? 3? 
我 们 把 级 数 (5) 所 代表 的 函数 记 作 C (xz). 注意 ，C (x) 是 连 
绪 的 , 且 在 * 一 0， 土 2r，………， 寺 处 有 扔 角 [图 4.6(b)]， 还 应 
C'(x) = S(z)。 (6) 


比较 (2) 式 与 (5) 式 ,或 者 直接 考察 函数 C 和 5, 便 能 得 到 上 述 结 
果 . 利用 (6) 式 ,并 对 (2) 式 中 的 级 数 从 0 到 x 积分 , 便 有 


站 C(x) = (1 一 cosx) 十 0 一 cos 3x ) 


ta 一 cosS5x) 十 ，…., (7) 
人 在 * 二 x 处 ,上 式 给 出 
十 . (8) 
8 3 3 


读者 应 该 验证 ,在 区 间 〈0，z) 内 形式 地 计算 级 数 (2 ) 的 平方 平均 
值 ; 也 能 得 到 同样 的 答案 。 这 是 (下 面 要 考虑 的 ) Parseval 定理 的 一 
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个 特殊 情况 . 


二 次 池 数 的 传 里 叶 级 数 


可 以 用 同样 的 精神 来 讨论 f(x) 一 二 。 但 根据 经 验 ， 我 们 知 
道 , 令 人 感 兴趣 的 主要 是 正弦 级 数 ， 我们 采取 间接 的 方法 , 对 (5) 
式 进行 形式 积分 , 求 得 的 不 是 x* 而 是 多 项 式 

站 = sinx 1 sin 和 on x -。。 

人 mx 一半 tT 3 十 已 5x 十 ， (9 ) 


现在 由 (4) 式 和 (9) 式 就 可 求 得 x 的 正弦 级 数 . 把 + 二 x/2 代入 
这 个 级 数 ,可 以 求 得 关于 ze 的 一 个 级 数 [ 练 习 8(b)]. 这 个 级 数 比 
关于 ze 的 级 数 (8) 收敛 得 更 快 , 因而 可 以 用 来 作为 计算 < 的 一 个 
相当 实用 的 方法 , 


傅 里 叶 级 数 的 积分 和 微分 
令 J(x) 为 一 分 段 光滑 的 函数 , 它 的 傅 里 叶 级 数 : 
f(x) 一 全 十 之 | Cancosnx + bn sin nx), (10) 
在 区 间 (一 x，x》 内 收 化 ， 由 于 收敛 不 是 一 致 的 ， 所 以 根据 标准 
定理 不 能 保证 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 尽 管 如 此 ,我 们 将 看 到 , 逐 项 积 
分 还 是 容许 的 ， 同 样 也 没有 理由 认为 可 以 对 (10) 式 逐 项 微分 ; 事 
实 上 ,(2) 式 和 (4) 式 就 是 微分 后 的 级 数 不 再 收敛 的 明显 例子 2 


现在 我 们 来 更 仔细 地 考察 这 些 问 题 . 《10) 式 从 0 到 * 的 形式 
积分 导致 


F(X)——xr 和 ~ > fe [1 — cosnz]|， (11) 


其 中 
F(x) = | 12) dt. / C12) 
(10) 式 的 形式 做 分 的 结 灯 是 
1) 可 以 用 -一 种 适当 的 方式 把 微分 后 的 级 数 加 起来 但 这 一 点 已 经 超出 了 目前 的 讨 
论 范围 
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f(x}~0+ 人 ， (— nan sinnr + nb cosnr ), (13) 


好 二 


现在 ,我 们 来 直 痰 验证 (11) 式 和 (13) 式 , 步 双 是 ，(i) 计算 有 关 衣 
数 的 傅 里 时 级 数 ,然后 《ii) 检查 它们 的 收 伍 性 对 于 (11) 式 , 计 
算是 直接 了 当 的 ,读者 自己 易于 验证 (练习 3): 若 记 

F(x) 一 二 xz 一 多 + 5 (dncosnr + Basinnr), (14) 


则 有 
An = —bfn, Bs, = ar/n, nA 0, (15) 
级 数 (14) 的 收敛 性 是 可 以 保证 的 ,这 是 因为 下 是 连续 的 (由 于 它 是 
一 个 分 段 光 少 函 数 的 积分 )， 特 别 是 在 * = 0 处 ，F(x) 连续 , 且 
F(0) 一 0， 故 有 
0 一 工人 十 4 0) 


久 一 工 


从 (14) 式 和 (16) 式 就 得 到 了 等 式 (11). 

名 等 更 多 的 是 \13) 式 的 直接 验证 。 由 于 级 数 的 收敛 性 根本 得 
个 到 保证 ， 所 以 更 谈 人 不 上 它 收 合 于 f(x) 了 。 为 了 搞 清 楚 究 竟 是 
起 么 回 事 , 令 


各 十 Soscosnx + b sin ax) (17) 


二 1 


表示 f(x) 的 传 里 叶 级 数 ， 根 据 o 和 的 定义 积分 的 分 部 积分 ， 
并 且 与 o 和 2 的 相应 积分 进行 比较 , 求 得 (练习 3) 


ran 一 rnbs + (—1)" [f(x) 一 藉 一 7)]， C18) 
rb; 一 — nnas. z (19) 

与 (13) 式 对 照 可 看 出 ,着 
f{(—x) = f(x), (20) 


即 若 该 函数 是 周期 函数 ,而 且 包 括 一 x 或 十 x 在 内 到 处 都 没有 间 
断 , 则 当 合成 级 数 收敛 时 ,形式 微分 是 可 行 的 。 传 里 时 级 数 为 《5) 
式 的 函数 C(x) 便 是 一 个 例子 。 注意.C( 一 *) 一 C(x) 一 x。 在 
这 个 例子 中 ,可 以 证 明 C'(x) 有 收敛 的 傅 里 叶 级 数 (练习 4). 
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对 于 在 《0，x) 内 的 正弦 展开 和 余弦 展开 可 以 作 与 上 述 类 做 
的 专 记 。 参 照 类 似 于 (18) 和 (19) 式 的 等 式 可 以 知道 ;如果 f(x) 在 
《0，z) 内 有 正弦 展开 式 , 则 该 展开 式 可 以 通过 微分 f(x) 的 余弦 
展开 却 来 求 得 。 另 一 方面 ， 如 采 一 开始 我 们 就 从 x) 的 一 个 正 
心 展开 式 做 起 ,那么 一 般 来 说 ,形式 个 分 是 不 行 的 ， 


吉 布 斯 现象 


在 刚 要 进入 本 世纪 的 时 候 ,一 位 美国 物理 学 家 A. Michelson 制 
造 了 一 部 机 器 ， 借 助 于 这 部 机 器 可 以 求 得 以 图 象 给 出 的 函数 的 头 
80 个 傅 里 时 分 量 .。 机 器 分 析 所 得 的 这 一 结果 可 以 通过 下 列 方法 进 
行 检 验 , 即 把 所 求 得 的 分 量 加 在 一 起 ,看 着 这 样 得 到 的 函数 是 否 接 
这 于 原来 的 溉 数 。 在 大 多 数 情 况 中 , 它 是 正确 的 ;但 是 当 用 于 方 波 
函数 S(x) 的 时 候 ,在 它 的 间断 点 处 ”出现 了 一 个 原来 函数 中 不 存在 
的 奇怪 的 突 氮 。 Michelson 感到 迷惑 不 解 , 猜想 也 许 是 机 器 的 某 个 
隐藏 着 的 缺 煞 引起 的 毛病 。 他 把 他 的 观察 写 信 告 诉 了 著名 的 数学 
物理 学 家 Josiah Gibbs， 征 求 他 的 意见 。 Gibbs 研究 了 这 个 现象 ， 
并 解释 了 这 个 现象 (发 表 在 1899 年 给 自然 的 一 篇 通讯 中 ),”? 
部 分 和 在 间断 点 附近 的 异常 行为 称 作 吉 布 斯 现象 。 考虑 到 三 
角 遂 数 是 无 穷 可 徽 、 面 传 里 时 级 数 可 以 收敛 成 一 个 不 连续 函数 这 
样 一 个 事实 ,那么 ,这 样 一 些 异 常 行为 或 许 应 该 一 开始 就 预见 到 了 ， 
作为 吉 布 斯 现象 的 一 个 简单 例子 ,让 我 们 来 考虑 (3) 式 中 的 方 
疲 图 数 5S(x) 及 其 傅 里 时 级 数 在 * == 0 附近 的 行为 。 这 一 级 数 是 
收敛 的 ,部 分 原因 是 由 于 相继 项 的 大 小 是 递 碱 的 , 男 一 方面 是 由 于 
正弦 冰 数 的 符号 改变 。 然 而 对 于 非常 小 的 x* 值 ， 如 果 (2% 十 1)x 
二 x， 那 么 这 种 振荡 行为 对 于 前 《项 说 来 并 不 明显 ， 所 有 这 些 项 
都 是 正 的 。 事实 上 ,现在 就 要 证 明 , 只 要 (2% 十 1)x 是 有 限 的 ， 
与 最 终 值 之 间 总 将 存在 着 偏差 。 因 此 可 以 预期 , 仅 当 (2 十 1)x 
1) 引文 取 自 C. Lanczos 所 著 的 Discourse on Fourier Series (Edinburgh: 
Oliver & Boyd，1966)。 这 本 书 是 进一步 了 解 信 里 叶 级 数 的 一 本 极 好 的 资料 ， 
其 思路 与 我 们 所 讲 的 相似 但 是 它 的 材料 却 要 丰富 得 多 ， 


» ol 。 


一 0 时,(2) 式 中 的 部 分 和 才 会 趋 近 十 极 限 值 . 
对 于 Sv(x)， 特 别 是 对 于 (3) 式 中 的 方 波 函 数 SGs) ， 运 用 公 
式 (2.26) 和 (2.27), 我 们 可 知 
1 
Sy(x) = 1 (- | 十 | sn( N+ 3)(*—5) dt, 
ex jin (+ —£) 
(21) 
在 区 间 《一 x，0) 和 (0, x) 内 ,分 别 引入 变换 9 一 x 一 和 和 
9 二 上 一 +。 于 是 (21) 式 成 为 


， _ sin ( 
Sw(%) 一 (| 十 | ) _-、 “< d0， (22) 
A ， 


sin 工 上 
2 
[练习 6(s》 要 求 读者 去 证 明 上 列 式 子 ,并 证 明 下 面 的 (23) (25)、 

《26) 以 及 (27) 式 ，] 等 式 (22) 也 可 以 写作 


1 x 开 ' 一 车 、 (™ 十 2) 
Sw(x) 二 一 (| 十 | ) sin、 一 一 40. (23) 
27x 一 才 。 开 十 攻 sin 一 9 
2 


s(x) 的 间断 点 之 一 在 * = 0 处 。 让 我 们 来 集中 讨论 部 分 和 
Sw(x) 在 该 点 邻近 的 行为 ,而 xz 则 取 正 数值 。 当 x* 很 小 时 ,第 二 项 
的 作用 也 很 小 ， 这 是 因为 被 积 函数 中 的 分 母 接 近 于 1 。 对 于 第 一 
项 , 记 以 


N+ 一 m， m0 一 7， (24) 
由 此 便 得 
、 工 sin 人 
Sn(x*) | mn Cn 2m ) dn 三 [n(x%). (25) 
再 记 以 


一 | sing (1/2m) 
lx) x | nn sin (7n/2m) dn 


”我 们 看 到 ,对 于 x 的 任意 固定 正 数值 ,不 管 它 是 多 么 小 ,都 有 


6 


Na wm TT J0 


另 一 方面 ,对 于 国定 的 y 一 mx 一 ， N + Tz, 我 们 有 


lim {ly(%) — 25i|( N+ 二 ) z |， (27a ) 
其 中 的 正弦 积分 函数 5i 定义 为 ? 
Sily) 一 | ea. dr z (27b) 


Si(y) 的 第 一 个 极 大 值 出 现在 y= x 处 [练习 5(a)]。 因 此， 
fx) 和 Sw(x) 在 + ~/ (N+ 二 或 者 Nx 妆 处 近似 地 
达到 了 峰值 

So 一 全 | a ~ 1.179. (28) 


这 意味 着 ,在 我 们 仅仅 考虑 第 一 组 正 项 时 ,级 数 (2) 的 部 分 和 达到 
了 最 大 值 ,这 正 是 我 们 大 体 上 所 预料 的 结果 

评论 ”把 Sw 与 积分 作 这 一 比较 ， 就 可 以 采用 下 列 尝试 性 的 
推理 来 导出 《27) 式 . 如 果 用 4 表示 2x， 并 与 以 前 一 样 引入 


] | 


《3) 《b) 


图 4.7 NGCxz》 的 定性 图 象 ， 和 的 取 秆 分 别 在 (a)、(b》 和 和 《c》 逐一 增 

大 . 随 着 六 增加 , 陡 峰 连续 地 变 窒 并 移 向 任 一 固定 点 zx 的 左边 ， 当 和 一 oo 

时 INCx)->1. 但 是 陡 话 是 始终 存在 的 ;因此 对 于 任意 和 NN、: 总 是 存在 有 

的 小 正 数值 .使 得 |INCx) 一 1| 并 不 小 , 因而 对 于 0<x<1 不 是 一 致 收 
敛 的 ， 


1) 关于 的 公式 ,图 象 和 表格 ,参见 Abramovitz 和 Stegun (1964, pp. 231 ff.). 
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y— (N+ 二 ) z， 就 可 以 把 s(x) 写成 一 个 和 式 , 它 近似 地 等 于 


(27) 式 中 的 积分 ， 我 们 要 求 读者 在 练习 6(b) 中 完成 这 一 推导 . 
公式 〈27a) 表明 , 当 N 很 大 时 ,使 得 Tv(z) 跟 它 的 极限 值 1 


| 当 *> 0 (N+ 二) x -> oo | 之 间 存在 着 偏差 的 那些 * 值 限制 


在 zx 一 OCN ) 的 范围 内 当 N 一 00 时 ,最 大 误差 保持 有 限 ， 
约 为 百 分 之 十 八 , 但 是 误差 明显 存在 的 范围 在 N 一 co 时 即 缩减 
至 零 . 这 是 典型 的 吉 布 斯 现象 . 对 于 收 售 但 个 大 一 致 收 售 且 级 
数 , 这 是 一 个 极 好 的 实例 (图 4.7)。 


具有 最 小 二 采 误 差 的 近似 

研究 传 里 时 级 数 的 点 态 收 全 性 极其 有 趣 ， 因 而 当然 希望 对 这 
一 近似 方法 作 一 更 简单 的 剖析 . ”一 种 简单 的 方法 便 是 最 小 二 乘 
法 , 它 具有 更 大 的 普遍 性 ,首先 是 由 Gauss 提出 来 的 。 

考虑 三 角 函 数 的 一 个 有 限 和 和 


Sy(x) 一 > Vues, Yn Fa. (29) 
如 果 想 要 这 个 和 遂 近 一 给 定 的 也 数 fx)， 就 去 使 得 差 
EN(x) = f(x) — Sw(x) (30) 


在 某 种 意义 上 尽 可 能 地 小 ， 这 可 以 通过 适当 选择 待定 系数 7 使 
得 下 列 均 方 误 总 取 极 小 值 来 做 到 这 一 点 : 
M -二 | ehdx. (31) 
《31) 式 定义 的 量 M 是 系数 >, 的 一 个 二 次 函数 ,因此 , 它 取 最 
小 值 的 必要 物件 是 要 求 满足 联 立 线性 方程 


9M gq (32) 
O07, 
方程 (32) 给 出 条 件 
| cc — Sv(x) Je"*dxr = 0, 


或 条 件 
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rs | f(x)e xdyy 7 一 10， ] ， 2， .NN, (33) 
TE 一 并 


小 者 易于 验证 这 些 条 件 [ 练 习 7(a)]，。 因 此 , 量 7, 是 由 (2.23) 式 
定义 的 健 里 了 时 系数 , 记 作 Cn. 事实 上 ， 略 作 运算 就 能 证 明 


M 一 (> 一 > ca 十 > [cs 一 Ya， (34 ) 


昌 衬 一 阿 


其 中 《了 ) 表示 下 的 平均 值 (在 区 间 [一 rz 上 ): 
(Ff) 一 7 证 F(x)ax. 


如 果 注 意 到 当 7 可 变 时 ,只 有 最 后 一 项 我 们 可 加 以 处 置 ， 那 么 就 
能 消息 -也 有 出 为 了 室 误 过 下 最 小 旧 * 改 定 要 有 有 7 一 cn， 这 一 条 
件 也 是 充分 的 ， 

注意 ,系数 7, 是 由 (33) 式 最 终 决定 的 ;如 果 在 近似 和 式 《29) 
中 取 更 多 的 项 , 则 这 些 系数 是 不 改变 的 。 

可 以 把 最 小 二 乘法 用 各 种 方式 加 以 推广 ， 例 如， 假如 有 通 数 
qtx)，`…， 和 nx) 的 一 个 无 穷 集 ,这 些 冰 数 满足 下 列 条 件 : 


(bale) pax) wr) dr = Bun G35) 


其 中 涉及 一 些 给 定 的 非 负 函数 w(x)。， 在 指出 这 样 一 组 函数 的 用 
途 以 前 、 先 提 一 些 经 常用 到 的 术语 .根据 定义 ， 当 mw 闫 #* 时 条 件 
(35) 力 是 这 些 函数 的 一 个 性 质 : 它们 在 区 间 [一 x，w] 上 对 于 权 
函数 是 正 交 的 .我们 说 ， 当 mw 二 # 时 条 件 (35) 给 出 了 该 函数 集 
的 正规 化 ,因为 它 把 6; 的 一 个 任意 常数 因子 确定 了 下 来 。 相 互 正 
交 和 正规 化 的 函数 称 作 是 正 交 的 。《〈 后 面 的 讨论 将 会 说 明 为 何 要 
用 术语 “ 正 交 ”.》 
给 定 一 组 函数 ， 它们 满足 正 交 条 件 (35), 我 们 就 可 以 试图 用 有 
限 和 | 
Sy(x) 一 之 ， yu 由 (zx)， (36 ) 
并 使 加 权 均 方 误差 取 最 小 值 


es 1052 。 


| Ex) wx) dx 
My, = Eo—————， (37) 


| w(x) dx 


在 区 间 《一 x*、x) 内 到 近 一 个 任意 子 数 f(x)。 其 中 ，gew(x) 是 
由 (30) 式 定义 的 ， 注 意 ,在 Mw 的 计算 中 ,w 相 对 较 大 的 那些 x 处 
的 误差 ,其 权重 也 较 大 , 故 称 之 为 加 权 误差 。 

令 ( 各 表示 加 权 平 均值 ,因此 


‘fw = 二 | FCO) wb) dr. 
必得 (34) 式 的 推广 式 如 下 [练习 7(4)]: 
Mo =P)s— DY lop+ 入 一 yp (38) 


其 中 _ 
| fC) ga) we)as 


久 wx) oar 


把 这 些 7, 选 得 与 (39) 式 所 定义 的 那些 c, 一 样 ,就 会 使 误差 取 最 
小 值 ， 

对 于 给 定 的 w(x) 构造 出 函数 组 4$,(x) ,这 种 方法 基本 上 就 
是 将 要 在 5.2 节 中 讨论 的 Gram-Schmidt 过 程 的 方法 . 在 这 里 我 
们 不 打算 讨论 这 一 过 程 ,只 是 想 说 ,完全 可 以 采用 按部就班 的 方式 
来 进行 处 理 ， 即 使 限制 了 $s*) 为 = 次 多 项 式 也 照样 可 以 处 理 . 
为 了 给 出 一 个 示例 ,我 们 仅仅 举 出 勒 让 德 多 项 式 

1 
22121 
可 以 把 它们 看 作 是 定义 在 区 间 (一 1,1) 上 的 一 些 多 项 式 ,它们 在 
非 加 权 的 意义 上 (w 一 1) 相互 正 交 。 习 惯 上 ,给 勒 让 德 多 项 式 所 
加 的 正规 化 要 求 不 是 


(39) 


Cn = 


PCz) = 


(#1)", —1<x<1, (40) 
党 


| Pidx ~ 1 
而 是 P.(1) 一 1 


s 160% 


页 塞 耳 不 等 式 和 Parseval 定理 
若 把 7, = c， 代 和 人 (34) 式 , 由 于 M > 0， 我 们 便 得 到 贝 塞 


耳 不 等 式 
3 loPs(P， (41a) 
用 实 系数 表示 出 来 [参照 (2.24) 式 ] ,就 是 
亏本 十 > (ca 十 2) Fy. (41b) 
假如 除了 有 限 多 个 间断 点 以 外 , 传 里 叶 级 数 按 点 态 方式 收敛 ， 
则 a 
从 而 
3 lal ~ (7) (42a) 
或 
工本 二 > (中 十 号 ) 一 (PP (42b) 
这 两 个 等 式 就 是 Parseval 定理 .可 以 从 (2.20) 或 (2.22) 式 形式 
地 求 得 它们 . 
其 至 当 均 方 误差 不 趋 近 于 零 的 时 候 ,不 等 式 (41) 还 是 确保 了 


(42 ) 式 中 的 无 穷 级 数 具有 收 人 钙 性 . 


Riesz-Fischer 定理 


侵 如 我 们 现在 提出 下 列 问题 ， 它 可 以 看 成 是 Parseval 定理 的 
迹 | 可 题 ,给 出 一 组 实数 ae， Gm brn, 7 = ] ， 2,*:。 “OO 使 得 级 数 


+ > (2 + 纺 ) 
m= 1 


收敛 ,那么 ;是否 仓 在 有 一 个 轿 数 作 x) 使 得 级 数 
昌 167 . 


0 十 >, (ancosnx + bnsinax) 《43) 
是 它 的 健 里 时 级 数 2 

这 个 间 题 的 肯 证 答案 取决 于 要 引信 吉 风格 测度 和 勒 贝 格 积分 
等 概念. 随 着 这 些 概念 引入 之 后 ,就 得 到 Riesz-Fischer 定理 2， 它 
可 以 叙述 为 (i) 级 数 (43) 确实 是 函数 f 的 传 里 叶 级 数 ,和 是 平方 
可 积 的 ; 《ii) 级 数 的 部 分 和 平均 收 化 于 了 

从 数学 观 后 来 看 ， 我 们 提出 的 间 题 是 个 很 自然 的 问题 。 看 起 
来 它 会 有 一 个 简单 的 解 ,但 正 是 在 这 儿 , 产 生出 新 的 数学 概念 和 理 
论 。 用 一 方面 ,就 物理 应 用 而 言 ,这 一 数学 问题 就 不 会 这 么 自然 地 
币 提 出 来 . 


Parseval 定理 的 应 用 


上 面 是 理论 性 的 讨论 ， 现 在 我 们 来 考虑 Parseval 定理 的 一 些 
基本 的 应 用 ,这 是 有 实际 意义 的 ， 特 别 是 我 们 将 指出 ,根据 普 朗 克 
的 重 射 定律 计算 斯 带 芬 辐射 常数 时 所 出 现 的 积分 是 如 何 计算 的 . 
各 练习 (9) 所 指出 的 那样 ， 该 积分 是 

oo rdr 
人 4 
首先 我 们 注意 ， 如 果 在 (2) 式 中 令 x = r， 然后 应 用 Parseval 
定理 ,就 得 到 (8) 式 的 另 一 种 推导 法 . 其 次 ， 知 把 Parseval 定理 应 
用 于 (5) 式 ,就 得 到 [练习 7(b)] 


1 上 一 (45) 
为 了 如 练习 (9) 所 要 求 的 那样 去 计算 (44) 式 ， 把 被 积 函数 中 的 


分 母 展 成 ec- 的 等 级 数 , 并 且 逐 项 积分 ， 从 而 得 到 下 式 的 一 个 党 
数 倍 : 


1) 参看 E， C. Titchmarsh 所 著 的 Theory of Functions (Oxford: Oxford 
University Press; 2nd ed., 1949), p. 423, 
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加 1 1 ,1 z 


此 起 与 《45) 式 不 同 ， 这 儿 册 现 了 全 部 整数 而 不 单 是 奇 束 数 ， 但 
5 和 级 数 《45) 有 联系 ,因为 那些 偶数 项 构成 了 2 “5,, 因 此 [练习 
7(b)] 
S, = x‘/90., (47) 
如 果 提 出 要 求 出 5 的 和 这 样 一 个 问题 ,那么 , 恐怕 很 少将 人 
能 够 通过 传 里 时 级 数 这 样 一 条 表面 上 是 迁 再 曲折 的 道路 得 到 (47》 
式 的 答案 。 因 此 ,我 们 的 运算 可 以 看 成 是 一 个 示例 ,显示 了 数学 分 
析 所 具有 的 可 能 是 意料 不 到 的 适用 性 . 


练 习 


.证 明 下 列传 里 叶 级 数 的 运算 : 〈1);(2),(4);(57 (7); (8)L 两 种 

做 法 一 -一 见 (8) 式 下 面 的 说 明 ] ,以 及 (9) 式 ， 

完成 (9) 式 下 面 所 概述 过 的 运算 . 

证 明 (15),(18) 和 (19) 式 . 

试 证 : Ce) 有 一 个 收敛 的 傅 里 叶 级 数 。 

(a) 试 证 ， 正弦 积分 函数 的 第 一 个 极 大 值 出 现在 y= = 处 . 

CT) 不 去 参考 文献 ,就 你 所 能 , 试 推导 出 正弦 积分 本 数 的 尽 可 能 
多 的 性 质 . 

.(4) 验证 (22),(23),(25),(26) 和 (27) 式 . 

(b) 完成 (28) 式 下 面 所 描述 的 试探 式 的 推理 过 程 . 

. (a) 验证 (337;(34) 和 (38) 式 . 

(b) 验证 (45) 和 (47) 式 

(e) 为 什么 平均 立方 误差 不 是 一 一 个 有 用 的 概念 

. 借助 于 本 节 证 明 过 的 一 些 结果 , 试 证 : 


met 


TD 


eT 


el 


CG) 


4 3 5 7 
1 1 1 

b) 二 一 1 一 二 十 二 一 二 十 …，,， 
(bP) 3 3° 5S 7° 
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(d) 利用 级 数 〈c) 算出 * 的 近似 值 ， 


9. (a) 利用 课文 中 的 提示 , 试 证 
| XdxX __ x 


Jo er 一 1 15 


(b) (a) 中 的 积分 出 现 于 热 辐射 理论 中 。 如 物理 学 课本 中 所 讨 
论 过 的 那样 ,按照 普 朗 克 定 律 ， 温 度 工 时 的 辐射 密度 wv) 
[ 指 单 位 体积 ,频率 » 的 单位 范围 内 ] 为 

uy) = 8xrhy /ec 

exp(hvy/KT)— 1 

这 里 4 是 普 斋 死 稼 数 ,& 是 玻 耳 效 受 稍 数 . 
试 证 : 温度 T 时 ,在 一 空 腔 内 的 总 辊 射 密度 为 
: 8zr Rk 4 

1S5pc: 
它 就 是 著名 的 斯 带 芬 定律 ， 给 出 了 对 于 温度 的 四 次 窘 的 比 

例 关系 ， / 

10. 对 于 级 数 (2) 中 的 许多 项 之 和 作出 数值 计算 ， 以 便 对 吉 布 斯 现 
象 作 实际 观察 。 把 结果 画 出 。 

il. 假定 一 根 玉 的 初始 温度 本 来 是 均匀 的 ,两 端 突然 变 为 零度 ， 试 
把 热 方 程 之 解 的 许多 项 之 和 进行 数值 计算 ， 注 意 ,一般 而 言 这 
时 不 存在 吉 布 斯 现象 。 你 能 够 想 出 存在 有 吉 布 斯 现象 的 一 种 
情形 吗 ? 

12. 本 练习 与 非 齐 次 边 值 问题 


a 
+ yf 0<*< a y(0) 一 Xr) 0 (48) 
x 


有 天。 这 里 万 为 一 个 给 定 肖 数 , f 是 x 的 给 定 函 数 ， 
(a) 利用 分 部 积分 法 , 试 证 : 如 果 (48) 式 有 一 解 , 则 对 于 


+ hp 一 0， 0 一 *x<rji $0)= px)=0 


3 


》 
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的 所 有 解 ,1 必须 与 之 正 交 [在 区 闻 (〈《0, x) 上 , 权 函 数 为 
1 上. (这 个 必要 条 件 将 在 练习 7、2、11 中 用 到 ,与 应 用 扰动 
理论 求 特征 值 有 关 .) 

(b) 假定 


| Le 
f 一 > ， Cc, SINNX,) 一 > Rn sin px。 
三 1 三 1 


由 于 了 是 已 观 的 ， 所 以 cc 就 是 侍 里 叶 正 弦 级 数 的 已 知 系 
效 。 问 题 是 可 确定 *,。 采用 代入 (48) 式 的 办 法 去 定 出 它 
们 。 试 证 ， 存在 着 零 个 ,一 个 或 任意 多 个 解 ,这 要 取决 于 f 
的 性 质 ， (这 是 “Fredholm 互 斥 性 ”的 一 种 特殊 情况 . ) 这 些 
结果 与 (a) 中 的 结论 是 相 容 的 吗 ? 
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第 五 举 “ 傅 里 叶 分 析 的 进一步 讨论 


在 第 四 章 中 ,我 们 考察 了 热传导 间 题 的 简单 形式 ,介绍 了 由 试 
图 水 解 这 个 问题 而 产生 的 传 里 叶 级 数学 理论 的 某 些 方面 。 我们 的 
讨论 遵循 了 历史 发 展 的 顺序 ， 并 可 作为 用 以 说 明 应 用 数学 作用 的 
一 个 专题 研究 ， 

在 本 章 中 ,我 们 还 是 本 着 这 个 精神 去 做 研究 ,不 过 水 平 要 稍 高 
一 旦 .我 们 又 一 次 从 特殊 问题 出 发 来 概述 具有 广泛 的 适用 范围 和 
意义 的 理论 和 方法 ， 

我 们 首先 邯 虑 几 个 特殊 的 热传导 问题 非 均 匀 介 质 中 的 热 传 
好 问题 的 研究 ， 导 致 了 比 调和 函数 更 普遍 的 本 征 函 数 的 讨论 。 无 
穷 均 匀 介 质 的 情况 将 引 向 伟 里 叶 积 分 这 一 论题 。 其 后 再 指出 ， 按 
照 传 里 叶 级 数 或 侍 里 叶 积 分 作 时 间 序 列 分 析 ( 例 如 气象 记录 ) 往 往 
是 方便 的 ， 但 是 这 样 做 并 不 是 充分 的 ， 也 存在 着 不 能 这 样 表示 的 
时 间 序 列 ， 需 要 采用 广义 调和 分 析 理 论 ， 因 而 对 此 作 一 扼要 介 
绍 ， 


5.1 热传导 的 其 他 方面 

本 市 一 开始 先 把 地 球 年 温度 变化 的 研究 化 为 均匀 介质 中 的 热 
传导 这 样 一 个 比较 简单 的 问题 .简单 的 计算 就 可 以 前 明 解 的 主要 
竺 点 。 然 后 ,我 们 把 讨论 转向 传 热 方程 的 数值 分 析 . 最 后 ,借助 于 
非 均匀 介质 中 的 热传导 问题 来 说 明 数 值 方法 和 分 析 方 法 混合 使 用 
的 优 后 . 


地 下 温度 的 变化 


在 地 面 上 ,时 刘 zt 的 日 平均 温度 f(z) 可 以 看 作 是 以 一 年 为 局 
期 在 作 变 化 。 我 们 可 以 把 这 一 变化 表示 为 
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上 ( 门 一 之 CoerT 其 中 Co 一 CT 一 1 年 .(1) 


我 们 想 要 知道 随后 的 地 下 温度 (比方 说 ,在 油井 内 ) 变化 。 由 于 所 
涉及 的 深度 只 是 几米 的 数量 级 ， 因 此 我 们 可 以 忽略 地 面 的 曲率 . 
这 两 个 近似 ~ 一 -忽略 日 变化 和 忽略 曲率 一 一 使 我 们 可 以 建立 一 个 
向 化 模型 。 原 则 上 可 以 通过 分 析 包 含 曲率 和 日 变化 效应 的 模型 来 
验证 这 种 近似 。 然 而 这 样 做 是 相当 复杂 的 ， 而 且 也 确实 是 不 值得 
的 ,至少 在 现 阶段 是 如 此 ， 但 是 利用 某 些 参数 很 小 这 一 事实 ,我们 
对 于 简化 问题 可 以 给 出 一 个 似乎 合理 的 论证 ,采用 一 种 可 以 推荐 
给 读者 普遍 使 用 的 处 理 方法 ,这 样 我 们 在 试图 进行 详细 运算 之 前 ， 
就 可 以 立即 来 概述 上 述 论证 ， 

在 简化 模型 中 ,时 刻 、 深度 x 处 的 温度 分 布 90(x、:) 所 遵 和 
的 方程 是 通常 的 热传导 方程 ， 


这 里 * 是 土壤 的 温度 扩散 率 , 其 值 近似 于 : 
k 一 2 X 10 厘米:/ 秒 ， (3) 
相应 的 时 间 尺 度 了 是 1 年 : 
了 一 3.15 x 107 秘 ， (4) 


在 时 间 T 内 ， 以 扩散 率 * 扩 散 的 物质 ， 它 的 散布 距离 的 数量 级 为 
WET。 这 是 扩散 的 一 个 基本 事实 ( 见 4.1 节 末 尾 )， 在 现在 的 例子 
中 ,这 一 长 度 尺度 为 
VxT 250 厘 米 汪 8 英尺 ， (5) 

对 于 日 变化 , 时 间 尺 度 是 7/365， 因 此 长 度 尺度 就 要 比 (5) 式 小 
一 个 因子 W 365 一 19。 因而 ， 忽略 日 变化 所 产生 的 误差 预计 为 
5 % 或 10%, 而 当局 限 在 几米 的 深度 之 内 时 ,地 球 曲率 对 于 这 一 现 
象 所 产生 的 影响 是 完全 可 以 忽略 的 ， 

为 了 按照 我 们 的 简化 模型 去 求 出 地 下 温度 ， 首 先 注意 边界 条 
件 9(0, 一 1(z)， 其 中 f(z) 由 (1) 式 给 出 。 我 们 以 下 列 形 式 的 
解 作为 试探 : 
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O(x, 1) 一 > Ctwn x ) eT (6) 


其 中 C, 一 C-,， 因 此 0 为 实数 .( 模 杠 表示 复 共 罗 ) 我 们 作 下 列 
规定 : 
(i) 每 项 都 满足 (2) 式 ， 
(iD mws(0) 二 1， 从 而 (1) 式 将 得 到 满足 ， 
(iii) w(x) 保持 有 界 , 且 当 * -co 时 估计 应 该 趋 于 零 《> 关 
0)， 这 是 因为 极 深 处 的 温度 对 表面 温度 的 变化 不 会 是 敏感 的 . 
所 有 这 些 规 定 都 能 够 满足 吗 ? 我 们 必须 通过 计算 搞 清楚 . 
由 第 一 个 规定 可 得 下 列 w,(x*) 的 常 微分 方程 : 


da pw, pr 
dr’ PrtWns Pa 了 (7 ) 
p, 的 可 能 值 为 / 
p», — (1+i)gqg,, 其 中 qn m (2 > 0 (8 ) 


向 土 号 是 按 2 研 0 的 情况 分 别 选 取 的 (练习 1)。 故 (7) 式 的 通 解 
为 


wl) = Ledanmor 十 Be-Gspens (9) 
由 于 条 件 〈ii)， 我 们 必须 有 4 一 0， 为 了 满足 条 件 《ii)， 我 们 
必须 有 8, 一 1。 因 此 , 解 (6) 的 最 后 形式 成 为 


0O(x, 1) = 一 了 Ce tagn* edxini/T (10) 
为 了 强调 9 是 实 败 数 ,我 们 把 复 系数 写成 极 坐 标 形式 , 设 : 
C 一 | Ce7” 故 有 C-， 一 CC 一 |C。|e 7 (11) 
于 是 ,方程 式 (10) 便 成 为 


oz nl) 一 |Coi 十 2 > Cole -em cos(2am 
1 三 1 


十 7 一 gz) (CD) 


为 了 对 这 个 解 作 出 解释 ,我 们 首先 注意 到 ,余弦 因子 代表 了 一 
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个 频率 为 2xn/T、 波 数 为 4; 的 波 。 【如果 不 熟悉 这 方 而 的 知识 ， 
请 参考 12.2 节 ) 因 此 第 = 个 “分 波 ” 以 速率 : 
EN 4nglnl\ 
汉人 四 0 
传播 ， 男 外 ,在 传播 方向 上 存在 有 指数 形式 的 咀 尼 。 由 (8) 式 , 其 
阻尼 系数 q; 会 按 如 [za1” 那样 增加 . 
常数 1C,| 和 >, 给 出 了 各 种 阻尼 波 的 波幅 和 相位 。 它 们 可 由 
初始 条 件 求 得 ,但 这 对 于 我 们 所 要 寻求 的 一 般 了 解 几乎 无 所 神 益 。 
由 于 阻尼 随 ” 增加， 所 以 对 于 解 的 最 重要 的 贡献 来 自 >= 1 
的 那 一 项 。 采 用 上 面 所 引用 的 数值 ,其 中 MV rT < 250 厘米 ,我 们 
从 (8) 式 得 到 
和 人 0.71 米 …， (14) 
因此 ,在 点 x 一 4.4 米 处 ，qx 一 x; 温度 与 表面 条 件 反 相 , 但 其 
幅度 下 降 到 地 面 温度 幅度 的 。-" 一 0.0435 倍 。 当地 面 上 是 夏天 
时 ,在 4.4 米 深 处 却 是 冬天 。 然而 ,此 处 的 温度 变化 大 约 仅 是 地 面 
变化 的 百 分 之 四 左右 .这 一 点 表明 在 座 地 窖 里 储藏 酒 和 蔬菜 的 好 
处 。 
如 上 面 所 指出 的 ,日 变化 的 渗透 性 要 浅 得 多 ;所 有 变化 都 发 生 
在 很 薄 的 一 个 表面 层 里 . 在 很 多 过 程 中 都 有 这 种 现象 ， 例 如 电磁 
学 中 的 趋 肤 效应 即 如 此 . II. 练习 3、2、1 就 是 讨论 一 个 振荡 平面 
边界 在 烙 江 液 体 中 所 产生 的 完全 类 似 的 效应 、 
在 所有 这 些 情 况 中 ， 基 本 和 要素 都 是 某 一 个 量 随 时 间 的 周期 变 
化 ， 这 一 量 的 分 布 是 由 扩散 过 程 决 定 的 ,而 基本 项 则 如 〈2) 式 所 
人 小 。 


传 热 方 程 的 数值 积分 


” 随 荐 大 型 计算 机 的 出 现 ， 在 分 析 方 法 与 数值 方法 的 优越 性 之 
闻 出 现 了 新 的 平衡 。 至此, 我们 都 集中 于 使 用 分 析 方 法 .不 过 .我 
们 已 经 无 意 中 讨 论 了 传 热 方程 数值 积分 的 基础 . 因为 , 由 有 限 差 
分 法 求 得 传 热 方程 近似 解 的 自然 方程 就 是 差分 方程 (3.3.1)， 它 是 


我 们 讨论 随机 走动 的 基础 . 


G(xr, 1+ h)— OCr, 2) 一 一 [OCx — hh, 4) 
+ 0(x + h, 1)) — 0O(x, 1)， (15) 


[此 式 等 价 于 (3.3.1) 式 ]。 对 于 小 的 和 4 和 A《 取 近似 ,得 : 
RO,(x, ) 十 O(K) -= 二 |9Cz， 1) ho.(x, 1) 


2 
十 Osxx, 1) + Oh) + Ox, 1) + hO(x, 1) 


十 和 ge(r， 由 二 0 | _ 0(x, 7) 


本 hr? 天 
9 一 项 go 二 OO 二 0 的 ) 
固定 如/%*， 在 4 一 0, 8 一 0 时 的 形式 极限 下 , 便 得 扩散 方程 : 
和 

0, = DO..， D = 了 (16a, b) 
现在 ,如 果 从 微分 方程 (16) 出 发 ,并 把 (15) 式 看 作 一 个 “近似 ,就 
必须 坚持 认为 4 一 Arx 和 一 Al 是 由 下 式 所 联系 的 : 

A 二 (Ar | 

2D 
因此 , 当 与 * 的 剖 分 相 比 时 , : 的 增 量 要 小 一 个 量 级 .事实 上 ， 关 
于 数值 分 析 的 书 中 证 明了 一 个 极其 重要 的 有 关 结 果 , 即 大 


Ar < CAz) (17) 
2D 


则 分 析 中 的 有 限 差分 法 是 稳定 的 ， 其 意思 是 说 ， 如 果 初 值 改变 了 
一 个 小 量 , 则 解 也 发 生 了 同样 量 级 的 变化 ， 另 一 方面 , 若 间 隔 A; 
很 大 ,使 (17) 式 的 不 等 号 反 向 , 则 该 方法 是 不 稳定 的 .这 时 ,初始 条 
件 中 的 任何 小 误差 (或 不 可 避免 的 小 舍 人 误差 ) 最 终 会 使 其 后 的 计 
算 值 产生 大 误差 ， 

参照 图 5.1, 我 们 看 到 , 根据 (15) 式 我 们 可 以 根据 P 点 及 其 邻 
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0 
pj > “4 
| 4 三 P AP “TT 
| A (x, 1) 
加 x 


图 5.1 传 热 方程 的 数 信 分析 中 所 涉及 的 贺 格 点 ， 特 别 是 ,为 了 求 
得 P(xs 上 十 X) 处 的 温度 8, 需要 知道 PCzy 让 ,Pi(x 一 ht) 和 
P(x 十 有 1 处 的 0 

点 P; 和 P, 处 的 值 求 得 内 点 P 处 u(x, 的 值 。 对 于 2' 可 以 得 到 
同样 的 条 件 。 对 于 边界 点 R' 和 9 , 情况 就 不 同 了 ; 但 若 x 是 沿边 
界 44, 和 BB, 给 定 的 , 则 数值 积分 过 程 仍然 是 可 行 的 .【 若 边界 
条 件 是 绝热 的 , 则 取 wx(R') 一 wu(08') 以 与 Gn/8x 一 0 一 致 .] 
而 在 整个 区 域 41.48B， 内 都 能 求解 ?， 

在 无 限 长 杆 〈 一 co < x* < 二 oo) 的 热传导 问题 中 ,预料 温度 
分 布 会 趋 于 常数 值 ， 而 无 穷 远 处 的 导数 则 为 零 。 倘 若 取 充分 大 的 
区 间 一 4 二 x < 4， 并 且 在 其 端点 加 上 适当 的 条 件 , 那 么 有 限 差 
分 法 仍然 能 够 使 用 . 

分 析 方 法 与 数值 方法 的 比较 ， 清 楚 地 表明 前 者 可 以 更 好 地 洞 
悉 间 题 本 质 ， 例 如 , 毫 无 疑问 ,可 以 用 数值 方法 发 现 温度 分 布 对 于 
其 稳 态 的 偏离 最 终 成 为 正弦 型 的 ,但 是 分 析 解 (方程 4.1.41) 直接 
地 ,清楚 地 表明 了 这 一 点 ， 还 有 ,第 三 章 中 考虑 的 源 解 显然 是 很 难 


1) 我 们 的 问题 是 适 定 的 《well posed)。 这 种 信念 产生 于 如 下 事实 的 核验 : 采用 
一 种 直 捷 了 当 的 数值 格式 ， 至 少 在 原则 上 人 能够 求 得 偏僻 分 方程 加 上 相应 的 边界 
条 件 和 亡 始 条 件 的 一 个 解 . 在 I. 附录 3.1 中 可 以 找到 关于 这 种 事实 的 另 一 种 
核验 * 还 有 适用 于 更 复杂 问题 的 一 种 数值 格式 . 
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用 数值 法 来 描述 的 。 

数值 解 的 主要 优点 在 于 当 微 分 方程 不 具有 简单 形式 时 它 所 其 
有 的 更 大 的 普 志 性 分析 方 法 之 所 以 能 谭 亮 地 解决 问题 ， 主 要 证 
因为 微分 方程 是 线性 的 而 且 系 数 是 和 常数。 事实 上 其 几何 形状 也 儿 
须 很 简单 ， 假 设 我 们 遇 到 一 个 涉及 非 均 匀 材 料 的 问题 ， 在 下 市 中 
将 会 看 到 ,分 析 方 法 就 会 变 得 繁复 了 .况且 ,对 于 非 线性 问题 ， 分 
析 方 法 即使 还 是 可 用 的 话 ， 往 往 也 是 非常 笨拙 的 。 但 即使 对 于 这 
类 问题 还 是 存在 着 分 析 法 比 纯 数值 法 优越 的 某 些 情 况 ， 主 要 是 当 
涉及 到 琳 点 和 其 他 迅速 变化 的 情况 。 一般 而 言 ,混合 法 , 即 这 两 种 
方法 同时 兼用 是 最 切合 实际 的 ， : 

使 用 混合 方针 时 ,一 开始 可 以 先 分 析 一 种 粗 烙 模型 ,以 使 求 出 
最 重要 的 效应 并 决定 有 关 人 参数 的 范围 。 然 后， 再 对 比较 完全 的 模 
型 作出 数值 分 析 , 便 可 以 得 到 所 需 的 细节 。 对 于 了 解 甚 少 的 问题 ， 
首先 从 少量 数值 试验 出 发 ， 对 现象 取得 一 般 了 解 ， 这 样 做 是 明知 
的 。 借 助 于 这 种 了 解 ,我 们 往往 就 能 提取 现象 的 核心 部 分 ,加 记分 
析 研 究 。 这 样 有 助 于 再 回 到 计算 机 上 去 获得 详细 图 象 ， 

含有 大 量 参 数 的 三 维 问题 也 许 将 在 很 长 一 段 时 间 内 完全 用 数 
值 分 析 是 无 能 为 力 的 。 和 而且, 即使 数值 分 析 可 资 应 用 的 话 ,但 到 的 
过 多 的 数据 对 于 一 般 人 也 是 没有 什么 用 途 的 ， 除非 他 从 某 种 分 析 
角度 已 经 对 问题 有 了 认识 。 


非 均 习 介质 中 的 热 伟 导 


现在 我 们 来 研究 一 个 例子 , 它 示 明了 混合 方法 的 某 些 优 点 ,并 
且 引 出 了 一 个 重 妥 的 课题 称 为 Sturm-Liouville 理论 . 

假设 我 们 要 处 理 的 是 一 种 成 分 不 均匀 的 合金 内 的 热传导 问 
题 ， 于 是 ,密度 p， 比 热 < 和 热传导 率 《都 是 位 置 的 函数 .如 4.1 
节 中 所 述 ,热传导 方程 便 为 
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PC 2 = 一 了 . (kvVO). 


二 太 趟 只 有 二 是， 所 池 分 二 出 有 的 简单 


(x, y, 2 7) 一 U(X, /3 zs)e  。 | : (19) 
企 一 维 悄 况 中 ,U 满足 一 个 党 微分 方程 
(4 | + ipcU 一 0， (20 
关中 机 p 和 < 是 赤 量 : 的 区 数 


一 般 而 言 , 不 能 用 简单 的 分 析 方式 求 得 (20) 式 的 显示 解 ， 但 我 
们 可 以 通过 与 均匀 介质 的 情况 作 类 比 ， 仍 然 能 够 对 于 它 的 解 获得 
本 质 的 了 解 . 为 确定 起 见 , 我 们 来 考虑 一 个 特殊 问题 ,这 是 端点 位 
于 (0, 工 ) 的 一 根 杆 ,两 端 温 度 保持 在 零度 ,因此 
U(0) = U(L)= 0. (21) 
我 们 有 末 扼 要 重 述 一 下 我 们 关于 均匀 情况 下 的 工作 ， 当 太 ,PP 
和 “< 负数 时， 仅 当 4 一 pe 时 (20) 式 有 非 平庸 解 ， 其 中 


Hn ~ te, 1, 2， : (22) 
‘pecL | 


相应 的 解 是 | 
z U(x) mm Sn z (23) 
的 常数 倍 。 相 应 于 特别 初始 值 的 解 可 以 通过 迭 加 求 得 。 


在 瑰 在 情况 下 , 通过 与 刚才 陈述 的 进展 过 程 以 及 号 (6) 式 作 夫 
比 ， 我 们 期 望 具有 下 式 形式 的 解 : 


WH 一- Y Ux)e nt / (24) 
这 里 ,每 个 U,(x) 是 由 微分 方程 (20) (4 一 2) 
d aU, : 
(Rt Fe) + hped, 一 0 (25a) 


定义 的 。 边 乔 条 件 是: 
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U0) = 0, UL) = 0., (25b) 
由 (25) 式 给 出 的 问题 具有 平庸 解 U 二 0。 非 平 庸 解 欧 数 U,(*) 
通常 只 对 某 些 常数 4,(n 一 1, 2，……') 才 存在 。 UU, 叫 作 属于 本 征 
值 1, 的 本 征 函 数 。 注意, 如 果 U,(x) 是 一 个 解 ， 则 对 于 任何 凋 数 
C,，CsUs《x) 也 是 解 。 如 果 现 在 将 初始 条 件 &(r*，0) 一 有 x) 加 
在 级 数 解 (24) 上 , 则 对 于 和 常数 C。 的 某 些 选 值 必定 有 


1(x) = >, CU,(x), (26) 


n= 二 1 


这 样 ， 热 传导 问题 的 解 看 来 是 取决 于 把 一 个 任意 函数 表示 成 
(在 适当 的 意义 上 ) 具 有 (26) 式 形式 的 一 个 无 穷 级 数 的 可 能 性 ， 所 
需要 的 理论 与 技巧 的 本 体 部 分 称 为 ”Sturm-Liouville 理论 . “这 里 
对 它 不 作 详 细 探 讨 , 但 在 下 节 中 将 要 介绍 几 个 事实 ,它们 可 以 根据 
一 些 比 较 简 单 的 论证 来 得 到 。 我 们 将 示 明 它们 对 于 求 得 我 们 的 加 
题 的 显 式 解 为 什么 是 有 用 的 ， | 

至 此 ,让 我 们 来 简要 地 比较 一 下 求解 (18) 式 的 目下 采用 的 方 
法 与 纯粹 的 数值 方法 。 如果 问题 的 域 非常 复杂 ， 宜 于 决定 一 开头 
就 使 用 数值 法 。 然 而 ,在 这 儿 即 使 采用 形 如 (19) 式 的 解 的 迭 加 也 
会 更 简单 一 些 。 让 我 们 在 一 维 情 况 下 来 考察 这 一 点 ， 但 是 所 作 的 


评论 对 更 高 的 维 数 也 是 适用 的 . 
在 一 维 介质 的 情况 下 ,我 们 知道 ,对 于 各 向 同性 的 情况 有 ， 
1 1 2 (27) 


由 于 相应 的 第 ”个 空间 本 征 函 数 $8, 乘 有 因子 exp《( 一 25s)， 所 以 ， 
除了 一 个 很 短暂 的 初始 阶段 (其 中 ear /的 大 小 还 不 到 1) 以 外 ， 
在 级 数 解 《24) 中 只 有 2” 值 较 小 的 那些 项 才 是 重要 的 。 有 理由 期 
望 ， 这 一 定性 特征 不 会 由 于 引进 各 向 寞 性 而 发 生 改 变 ， 各 辐 寞 性 
很 大 这 种 可 能 的 例外 情况 则 画作 别论 ， 因 此， 大 部 分 各 回 弄 性 
问题 的 实际 求解 都 将 化 为 求 少量 较 低 阶 的 本 征 胃 数 和 本 征 值 。 它 


1) 参见 Courant 与 Hiibert (1953, 第 一 卷 ,第 五 章 )， 


* 180 。 


们 可 以 通过 对 其 些 党 微分 方程 进行 数值 积分 来 求 得 ， 这 是 与 偏 微 
分 方程 (18) 大 不 相同 的 。 因 此 ,我 们 还 是 可 杰 解 的 定性 行为 是 这 
样 的 一 种 ,其 中 各 种 “模式 ”都 会 以 十 分 不 同 的 速率 事 减 下 来 。 然 
而 ,在 高 度 各 向 异性 的 情况 下 ,模式 的 形状 可 以 是 远离 正弦 型 的 ， 
分 析 法 还 有 进一步 的 优越 性. 可 以 证 明 这 样 求 得 的 本 征 函 数 
人 芳 虑 方程 


pe 0 Be (oe) + By (kor) + Br (kor) 
(28) 
( 它 在 连续 介质 振动 的 情况 下 出 现 )， 我 们 试图 用 一 个 简单 的 正规 
模式 来 求解 ,其 形式 为 
WwW = W(x, y, Jerot (29) 
若 ww 一 14,， 则 W(x,y, x*) 所 满足 的 方程 与 V(x, y, z) 所 满足 
的 方程 相同 。 如 果 边 界 条 件 也 相同 ， 我 们 就 面临 着 具有 同样 一 组 
本 征 函 数 的 相同 的 本 征 值 问题 。 两 个 看 上 去 不 相关 的 问题 ， 一 个 
涉及 扩散 另 一 个 涉及 振动 ， 就 这 样 通过 数学 上 的 考虑 而 汇合 在 一 
起 了 。 


练 局 


1. 验证 (7) 式 和 (8) 式 . 

2. 出 于 什么 物理 理由 可 望 (25) 式 的 所 有 本 征 值 都 是 正 的 ? 

3. (课题 项 目 ) 对 于 寻找 地 球 的 年 温度 变化 这 一 问题 完成 数值 分 
析 ， 假 定 表面 温度 仅 取 两 个 值 一 一 半年 是 “夏天 ” 值 ， 另 外 半年 
是 “冬天 ” 值 ， 把 结果 与 (12) 式 的 适当 的 特殊 情况 作 比 较 . 

4. 当 《一 ax”"，pc 一 Bx"; a,B,m 和 7 都 是 常数 时 ,利用 贝 塞 耳 
函数 确定 (25) 式 的 本 征 函数 ,并 加 以 讨论 . 

5. 对 于 球状 地 球 的 年 温度 变化 问题 作出 公式 表述 。 如 果 4， 
表示 的 温度 是 半径 + 和 时 间 * 的 函数 ， 引 人 一 个 新 的 应 变量 
ru(+ , 1)。 不 去 实际 解 出 任何 方程 , 试 讨论 由 于 球状 所 引起 的 修 
正 ， 
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6. 解 (12) 式 表明 ,年 温度 以 一 个 依赖 于 深度 的 幅度 振荡 。 在 苏联 
的 一 个 观察 站 ， 测 得 的 幅度 在 1, 2、，3, 4 米 处 分 别 11.5，6.8， 
4.2 和 2.6%C。 利用 这 些 数 据 去 确定 地 球 的 温度 扩散 率 * 的 一 
个 值 . 

深 达 地 面 以 下 2 或 3 干 米 的 测量 揭示 出 随 深度 的 温度 增加 大 
约 是 每 100 米 3% 左右 。 如 我 们 所 看 到 的 ,在 这 些 深度 处 年 变 
化 量 是 不 明显 的 ， 然 而 ,对 于 这 一 实测 结果 的 合理 解释 是 温度 
梯度 乃 是 地 球 冷却 的 一 个 结果 。 试 证 : 基于 下 列 的 数据 ,这 是 
一 个 不 令 人 满意 的 假说 ， 岩石 大 约 在 1200%C 溶化 , 玄武 岩 和 
花岗岩 的 平均 温度 扩散 率 是 6 X 10 怀 ( 坚 米 》/ 秒 ,而 地 球 的 年 
龄 约 为 10 年.? 


| 


5.2 Sturm-Liouvile 系统 


现在 芳 虑 对 前 节 中 提出 的 数学 问题 稍微 作 一 点 推广 ， 这 便 是 
要 决定 二 阶 Sturm-Liouville 微分 方程 


ad aU | 
p(w) | 十 [4p(*) — q(x) IU = 0., / (1) 


的 某 些 解 。 此 处 4 是 一 个 参数 ; p, p 和 9 是 * 的 实 值 函数 ; 而 函 
数 2 和。 是 正 的 . (在 前 面 例子 中 , 函数 9 恒 等 于 零 。 对 于 通常 的 
傅 里 时 级 数 ，p 一 p 一 ]，g 一 0.) 我 们 仍然 把 边界 条 件 取 为 

U(a) 一 0，DCD) 一 0. (2) 
然而 ,进行 下 去 就 会 清楚 ,代替 (1) 式 引入 其 他 齐 次 ?边界 条 件 时 ， 
讨论 的 要 点 不 会 有 很 大 改变 。( 见 练习 7.) 


1) 这 个 问题 和 前 面 的 问题 取材 于 Tychonov 和 Samarski (1964, pp. “12 一 255) 
关于 热 扩 散 理论 在 地 球 物理 学 上 的 应 用 的 杰出 讨论 ， 

2)“ 章 次 ”或 “均匀 ”(homogeneous) 这 个 词 已 经 使 用 得 过 多 了 ， 但 它 的 各 种 用 法 
已 成 为 传统 . 这 里 是 其 中 的 四 种 : 《a) 关于 一 个 函数 的 齐 次 条 件 是 一 个 必定 
能 被 零 亢 数 满足 的 条 件 。 因 此 ,(1) 式 是 一 个 齐 次 方程 ,但 UV'(0) 一 5 一 0 就 不 
是 一 个 齐 次 边界 条件 . 〈b)》 各 项 同性 材料 是 一 种 成 分 为 均匀 的 材料 。、(c) 特定 
的 微分 方程 dy/dx 二 f(y/x) 也 称 为 “ 齐 次 的 >，《〈d) 一 个 半 变量 函数 称 为 力 
次 齐 次 的 , 若 z 


f(ix,y ixss "tra) = "(Xs X19 "Xa, 
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我 们 现在 将 证 明 ; 
(i) 仅仅 对 于 1 改革 坚实 的 离散 信 1;， 才 存在 有 非 平 庸 解 。 
(ii) 在 


| ecDuioODCoas 一 0, 若 罗 天 7 (3) 


的 意义 下 ,这 些 解 以 权 函 数 p(z) 相 互 正 交 。 通 过 与 我 们 关于 传 里 
叶 级 数 的 经 验 作 类 比 ,也 可 望 有 《ii) 具有 无 穷 多 的 本 征 函数 , 以 
及 (iv) 能 够 在 适当 的 意义 下 把 很 广 的 一 类 函数 表示 成 本 征 函 数 
的 一 个 无 穷 级 数 。 如 前 所 述 ,要 证明 最 后 这 两 个 命题 是 不 容易 的 ， 
这 里 不 打算 证 明 ， 不 过 尽管 不 能 对 于 较 高 阶 的 本 征 函数 和 本 征 值 
的 存在 性 给 出 一 个 粗略 的 证 明 ， 我 们 仍 将 指出 如 何 能 够 近似 地 计 
算出 它们 较 高 阶 的 本 征 函数 和 本 征 值 ,我 们 还 将 指出 (vi) 如 何 通 
过 数值 和 分 析 相 混合 的 方法 ， 或 者 直接 通过 数值 方法 来 计算 出 较 
低 阶 的 本 征 函数 ，[ 较 高 ( 低 ) 阶 的 本 征 值 就 是 较 大 (小 ) 的 本 征 值 . 
相应 的 本 征 函数 也 就 称 为 “ 较 高 的 "和 “ 较 低 的 ”. ] 


本 征 值 和 本 征 汤 数 的 性 质 


我 们 希望 证 明 , 边界 条 件 (2) 仅 仅 对 于 1 值 的 一 个 离散 集 才 能 
得 以 满足 。 我 们 的 意思 是 说 ， 可 以 使 各 个 本 征 值 2 成 为 一 个 小 加 
圈 的 中 心 , 而 该 小 圆 叶 内 不 再 有 其 他 本 征 值 . 
令 Us。 和 Up 构成 (1) 式 的 基本 解 集 ， 根 据 定义 , 这 就 意味 着 
对 某 些 浓 数 C。 和 Cp(1) 式 的 任何 解 都 可 表示 成 下 列 形 式 
U(x, 1) 一 C。 UVe(xzji1) 十 CaUe(xj 1 ) 各 (4) 
(注意 ,已 经 表明 了 UV。 和 Us 对 4 的 明显 依赖 . ) 边界 条 件 (2) 要 求 
CU(a; 4) + CaeUs(a; 71) 一 0， 
CeUo(b; 1) 十 CeUp(b; 1) 一 0。 
仅 当 
Ula; 4) Up(a; 4) 
Ub; 4) Us(b; 4) 
Cs 和 和 Cg 的 这 一 对 齐 次 方程 的 解 才 是 非 平庸 的 . 


一 1 《5 ) 
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我 们 断言 这 个 久 期 方程 或 特征 方程 (5) 将 给 出 本 征 值 的 一 
可 数 集 。 (与 存在 本 征 值 的 一 个 连续 统 的 那样 一 种 连 绕 谱 的 情况 
相反 ,这 儿 给 出 了 离散 谱 . ) 通 过 证 明 U。(x, 4) 和 Za(rz， 1) 可 以 
选 作 参量 1 的 解析 函数 , 1 在 这 里 被 视 为 复 变 量 , 可 以 构造 出 一 个 
证 明 。 熟悉 复 变 理论 的 读者 就 会 知道 从 解析 函数 的 零点 都 是 板 立 
的 这 一 事实 就 可 得 出 上 述 结论 ， 

不 难 证 明 ( 一 旦 有 了 证 明 思 想 以 后 一 一 见 练习 1) 本 丁 值 必须 
都 是 实数 。[ 本 征 函 数 也 总 是 可 以 取 作 实数 。 见 练习 1(b).] 进 
而 ,与 傅 里 叶 函 数 的 情况 相关 比 ， 可 以 料 到 本 征 值 序列 没有 上 界 ， 
我 们 还 可 望 较 高 阶 的 本 征 函 数 ( 相 应 于 较 大 的 本 征 值 4) 迅速 地 振 
荡 ， 这 些 料 想 结果 是 正确 的 。 它 们 构成 了 渐 近 估算 本 征 值 和 与 它 
们 相应 的 本 征 函 数 的 基础 . / 


正 交 性 和 正规 化 


现在 要 证 明 ， 和 相应 于 不 同 本 征 值 的 一 对 本 征 限 数 满足 正 交 条 
件 (3)。 和 学 碟 两 个 方程 


了 2] 

- 民 + (ip — ga)U; = 0, 6 

(po (ip 一 9) (6a ) 

EL (pO) + Chip — OU, 一 0. (6b) 
各 


如 果 以 U; 乘 (6a) 并 以 U; 对 (6b), 再 相 碱 ,得 


d /, aU; 2 / aU, 
U;- 4 ( i) 一 2 i 十 4: — 4)pUU; 一 0 
了 p x f x » Iw (1; i)p 2 


若 在 限 (a, 5) 之 间 积 分 这 个 方程 ,并 且 加 上 边界 条 件 (2)， 利用 分 
部 积分 法 我 们 求 得 [练习 2(a)]. 
a aUs; a / Cd Li a 
|. v (po Ci dx (? 2 "， 《7) 
所 以 
(一 人 | pUUiax 一 0 (8) 
因此 ,除了 一 4 以 外 , 正 交 条 件 (3) 必 定 是 满足 的 . 
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如 未 存在 着 属于 同一 本 征 值 的 有 限 数 * 个 线性 独立 的 本 征 卫 
数 , 我 们 就 能 (通过 Gram-Schmidt 程序 ) 构造 出 一 个 属于 这 个 
本 征 值 的 乡 个 相互 正 交 本 征 函 数 的 集合 . 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 
假定 Za，7，……，U1， 为 属于 本 征 值 ,的 所 有 线性 独立 的 本 
征 也 数 。 现 在 我 们 来 逐一 确定 相互 正 交 的 本 征 国 数 Vi,，V,,………， 
V,。 我 们 取 UV 作为 Vi。 对 于 Vi, 我 们 取 作 

六 一 CRP 十 -十 CA 十 TU 1 <ks, (9 ) 
我 们 假定 所 有 前 面 的 了 都 已 选 定 ， 并 加 上 了 需 与 相互 正 交 的 
,Vx 都 正 交 这 一 安 求 ,于 是 便 得 [练习 2(b) 

Cem(Vs, Vm) Tt (Us, Vm) 一 0， (10) 

其 中 ? 


(U,V) = | pC UV dx. (11) 


除非 Ux 已 经 与 所 有 的 了。 相 正 交 , 否 则 Ci,m 不 会 都 等 于 零 . 
为 了 将 记号 标准 化 ,我 们 把 特征 函数 集 记 作 {4$,(x)}， 它 们 
是 互相 正 交 并 正规 化 的 , 故 有 (du，d) 一 1. 因此 
($m, Pn) 一 Sm， (12) 
其 中 
Cnn 0 mn, nm 1, 
个 过 应 当 记 住 ， 某 些 本 征 值 可 以 是 相同 的 ， 如 果 有 两 个 线性 独立 
的 本 征 轴 数 都 具有 相同 的 本 征 值 ， 我 们 就 说 这 个 本 征 值 的 多 重度 
为 2, 或 叫 双重 的 ， 其 他 依次 类 推 ， 区 间 (一 x, #) 内 的 调和 函数 
可 以 作为 多 重 本 征 值 的 一 个 例子 : 
polx) 一 ]， 
1  ， 1 , 
pr) -7 sinx, p(x) os .13) 


1 TT 


1) 记号 4?) 强 调 了 与 矢量 标 积 之 间 的 联系 。 事实 上 ， 在 把 一 线性 独立 矢量 集 化 为 
一 相互 正 交 集 的 纯 代 数 工作 中 首先 会 遇 到 Gram-Schmidt 程序 。 某 些 读者 可 
能 已经 并 道 ， 这 里 所 有 瞳 示 的 关系 基本 上 是 一 种 恒 等 的 形式 结构 。 在 IL 附录 
12.1 中 有 要 阐明 这 个 问题 ， 在 那里 ，Sturm-Liouville 理论 的 观念 将 被 推广 到 自 
伴 算 子 . 
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内 ixY) 一 广 sinnx, p(X) 一 1 — COSNr, 


这 些 函数 {s(x) ，4s(xe)} 具有 共同 的 本 征 信 *, 形成 一 个 双 
重 对 2? 


按 本 征 函 数 展 开 


假若 我 们 试图 用 一 套 本 征 函 数 集 《4 .把 全 个 任意 因数 了 表 
示 成 一 个 级 数 , 正 如 用 傅 里 叶 级 数 去 表示 它 那 样 , 那 么 我 们 可 以 用 
类 似 风 方式 去 求 其 系数 。 的确 ,如 果 


f(x) 一 > Chn(x)， (14) 
则 有 (形式 地 ) | 
(6is 1) = BD Ci, bo) = D Cpin = Ci 
二 Ee : 
C= Cbs 用 一 | bl) ps) fr) ds. (15) 


《14) 式 中 的 项 数 仅 为 有 限 数 的 话 , 这 便 是 一 个 例外 的 函数 , 因 
此 ,在 我 们 可 刻 (14) 式 对 于 普 记 一 类 函数 都 成 立 以 前 ,我 们 必须 要 
有 无 穷 多 个 本 征 函 数 。 当 然 , 单 是 这 一 个 要 求 是 不 够 的 ， 比 方 说 ， 
各 偶然 在 函数 系列 中 没有 包括 加 kx)， 我 们 就 不 会 取得 成 功 . 
此 需要 证 明 ， 对 于 某 类 函数 本 征 函 数 具 有 完备 性 一 一 这 就 是 说 本 
征 孙 数 的 一 个 合适 的 级 数 将 收 伍 于 该 类 中 的 任何 一 个 函数 ， 要 证 
明 这 一 扩 决 不 是 容易 的 。 因 此 ,我 们 只 限于 说 ，Sturm-Liouville 问 
题 对 村 系数 六 数 只 要 求 微弱 条 件 的 本 征 函 数 集 对 于 广 谤 一 类 函数 
说 来 的 确 是 完备 的 ， 


1) 这 些 史 可 以 视 为 问题 
由 +hp=0, p(x) = pr) 由 《一 下) 一 中 (7z) 
的 太 征 岗 数 .与 Sturm-Liouville 方程 (1) 作 比较 ?我 们 进一步 肯定 权 函 数 pCx) 
忆 装 于 1， 正 交 狂 已 由 《4.1 38) 式 所 断言 了 . 
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要 枚 举 出 这 些 本 征 函数 ， 这 也 许 同 函数 在 问题 所 下 及 的 区 图 
中 所 具有 的 零点 数 有 关 。 例如 ,对 于 调和 函数 (13) 式 ，domkx) 在 
开 区 间 (一 x*，x) 内 有 着 个 零点 。 本 征 函 数 的 这 种 行为 是 由 某 些 
振荡 定理 所 保证 的 .读者 可 以 参考 关于 微分 方程 的 书籍 ， 那 里 可 
以 找到 关于 完备 性 定理 和 振荡 定理 的 证 朋 . 


本 征 汤 数 与 本 征 值 的 渐 近 近似 


当 ”和 1。 较 大 时 ,通过 分 析 本 征 函数 pp。 和 有 关 的 本 征 值 4， 
的 行为 ,可 以 对 它们 的 本 质 获得 深入 了 解 ， 为 此 起 见 ,通过 引入 一 
个 新 的 自 变量 :一 i(x) 和 一 个 新 的 应 变量 wv 首先 把 原始 微分 方 
程 (1) 变 换 成 Liouville 正规 形式 是 方便 的 ,其 中 
U = y(x)w. : (16) 
摆 在 我 们 面前 有 两 个 函数 ， 我 们 的 目标 在 于 对 方程 施加 两 个 合意 
的 条 件 。 若 选择 这 些 条件 为 (i) dw/ dx 的 系数 应 为 零 ，(ii) 1 的 
系数 应 为 1, 则 必须 (练习 3) 取 函 数 必 和 1, 使 得 


Uo) 2 = (fe gr (17a, b 
(*) [plx)polx) 1 (| | ) 
这 样 便 得 Liouville 正规 形式 ， 
dw 
dr (18) 
其 中 
4 = 十 (pp) -5 > [Cpe ) 4]. (19) 


对 于 形 如 《1) 的 方程 ,很 准 知 道 4 很 大 时 解 的 行为 是 怎 检 
的 。 然 而 ,对 于 (18) 式 ,这 却 是 一 件 容易 的 事情 %。 假 定 与 4 相 比 
4 很 大 ,我 们 立刻 就 会 猿 出 (18) 式 具有 近似 解 pl ti 人 因 
此 , 当 4 很 大 时 ,试图 通过 级 数 


1) 因此 我 们 向 Liouville 学 到 了 ， 假设 一 个 方程 含有 一 个 大 的 参数 , 如果 引 人 新 
变量 使 得 某 些 项 相对 该 参数 必定 是 小 的 ， 则 我 们 大 概 会 得 到 某 些 有 用 的 结果 . 
这 些 项 忽略 后 可 得 首次 近似 ， 
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wt) 一 exp( tM el) 二 2 wz) 二 | (20) 
去 求解 (18) 式 是 “自然 的 "。 读 者 应 该 用 直接 代 人 法 去 计算 这 个 级 
数 的 几 项 (练习 4)， 他 将 看 到 ,比如 ww 必定 是 一 个 名 数 ， 
现在 把 边界 条 件 w 二 0 施加 于 端点 《4, ts)。 我 们 必须 使 这 
些 点 相应 于 原始 端点 * 二 4a 和 x 一 5。 这 可 以 通过 把 (17) 式 写成 
形式 


! 一 [2] dé, 


并 且 取 

i = 0, l= | [| dt / (21) 

来 实现 ， 我 们 发 现 (练习 5) 对 于 大 的 x， 本 征 值 和 本 征 函数 江 
丰 : 

1 pr 仆 | oz 二 0 (二 )， (22) 


J, 


| [pCx) pC) J dx 
U(x) 一 [p(x)pCx)] ”sin nr 到 一 一 一 一 一 
| [ew) /pC Iax 
x 1 +o 人 过) (23) 
这 些 结果 从 实用 角度 说 来 是 非常 有 用 .它们 非 篆 精确 ， 即 使 对 于 
相当 小 的 7 值 也 是 如 此 ,这 一 点 或 许 会 令 人 慰 奇 ,但 却 很 典型. 
作为 一 个 例子 ,考虑 贝 塞 耳 方程 
da /aU ,Mm 
2 (xe) +t (Re 二 ) 0, (24) 
这 是 (1) 式 取 Pp 一 p 一 Y，d 一 m /x 的 一 个 特殊 情况 ， Liouville 
变换 (17) 式 是 0 一 wx 以 及 zz 一 1 而 所 得 的 方程 (18) 式 是 


E+ (Re )w 0 (25) 
当 不 很 大 (而 * 不 在 零 附 近 ) 村 , 通 解 的 首次 近似 为 
W(x) 一 Cicoskr + C, sinkx, 
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在 加 上 边界 条 件 w(a) = w(2) 一 0， 则 导 得 近似 本 征 函 数 为 
Wn(X) sin R(x a)， (26) 
其 中 


pp— a 
如 果 a = 1 以 及 5 = 2， 则 最 低 的 近似 本 征 值 为 《一 x。 妆 
m 一 0 《这 是 最 有 利 的 情况 ) 时 ,实际 上 的 最 低 本 征 值 是 在 3.1 和 


3.2 之 间 ( 练 习 6)。 当 然 , 当 w 一 二 时 ,我 们 的 “近似 "给 出 了 精确 


解 
一 旦 一 个 近似 解 的 形式 已 知 ， 往 往 就 能 用 比 原来 更 为 直接 的 
方法 来 得 它 .在 目前 的 情况 下 , 继 较 简 单 的 变换 一 vp 之 后 
再 作 形 式 代 换 “一 epsfw 十 tm 十 …} 便 可 进行 运算 . 这 
样 做 以 后 , 由 将 自动 地 成 为 由 《17b) 式 所 定义 的 函数 :zx) (练习 
10)。 级 数 是 不 收敛 的 ,但 它 却 是 渐 近 的 一 一 而 且 非 常 有 用 。 这 种 
形式 的 一 个 渐 近 级 数 在 经 典 力学 与 苹 定 计 表 述 形式 的 量子 力学 之 
间 起 了 桥梁 作用 ， 在 水 波 理 论 中 ， 这 一 形式 在 很 久 以 前 就 已 用 到 
了 .我 们 还 发 现 即使 当 pl%) 改 变 符号 时 ,这 种 处 理 方法 也 是 有 用 
的 。 在 这 种 情况 下 ,必须 引用 “JWKB 理论 ”来 解决 在 pCx) 的 零 
点 附近 发 生 的 困难 。 不 过 ， 深 入 探讨 这 些 问题 已 经 超出 了 我 们 的 
范围 .读者 可 参考 象 Cole 《1968, 3.7 节 ) 这 样 的 参考 文献 


计算 本 征 汤 数 与 本 征 值 的 其 他 方法 
住 往 能 方便 地 采用 数值 技巧 计算 本 征 值 和 本 征 国 数 。 一 种 方 

法 是 求解 两 个 线性 独立 函数 Ui(z，?) 与 Ui(*， ?7) 的 初 值 问题 ， 
其 中 除了 微分 方程 (1) 式 之 外 ,这 些 函 数 分 别 满足 初始 条 件 

Ui(a, 4) = 0, Ui(b, 41) 一 1， 

Ua, =1, Ub, WNW=0, 
如 果 通 解 U(z, 1) 一 CIDi(z, 4) 十 C0.(x， 4) 要 满足 边界 条 件 
(2), 则 C, 与 C; 必须 满足 齐 次 方程 
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CiU(a, 4) + CU,(a, 1) = 0, 
CiUi(b, 4) + CU,(b, 1) = 0, 
当 且 仅 当 , 

Ui(a, 1)U(b, 41) — Ub, 4)U(a, 414) = 10, 
它们 才 有 非 平庸 解 。 采用 数值 方法 便 可 定 出 这 些 超越 方程 的 根 . 
然而 ,这 不 是 一 件 容易 的 工作 ,特别 是 在 具有 复 本 往 值 的 更 复杂 的 
( 非 自 伴 ) 间 题 中 ， 还 有 另外 的 困难 , 比方 说 , 当 U, 随 * 增长 得 比 
U; 更 迅速 时 。 除非 采取 预防 措施 ， 否 则 舍 人 会 带 来 一 点 儿 误 差 ， 
因而 代替 计算 UV, 我们 去 计算 si 十 VU;,。 虽 然 E 很 小 ;但 是 CD 也 
会 变 得 如 此 之 大 ,以 致 C 与 seU 十 U, 不 可 区 分 了 ,这 样 就 不 能 按 
要 求 的 那样 给 出 独立 于 U, 的 解 。 不 过 ,尽管 这 些 或 那些 困难 ， 本 
征 值 的 数值 运算 还 是 在 很 多 研究 中 取得 了 巨大 的 成 功 . 

为 一 种 有 用 的 近似 方法 利用 了 这 样 一 个 事实 : 本 征 值 往往 可 
以 被 表征 为 某 些 表达 式 的 最 小 值 。 这 一 变 分 演算 中 的 Rayleigh- 
Ritz 法 在 12.4 节 中 作 了 简要 说 明 , 并 且 在 1 第 十 二 章 中 进行 了 更 
充分 的 讨论 ， 
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1.(a) 以 下 列 方式 证 明 , (1) 式 的 本 征 值 是 实 的 ， 
(i) 取 (1) 式 的 复 共 罗 , 从 而 求 得 口 的 复 共 施 术 的 方程 。 记 
住 , pb, op 和 9 都 是 x 的 实 值 函 数 ,虽然 1 可 能 不 是 ， 
(i) 如 果 4 冯 ， 推断 它 与 相应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 了 水 数 
的 正 交 性 相 巴 盾 。 
(b) 试 证 : 如 果 忆 是 (1) 式 的 一 个 本 征 函数 ， 则 ReU 和 ImU 中 
至 少 有 一 个 是 实 本 征 函 数 ， 
2. (a) 验证 (7) 式 和 (8) 式 ， 
(b) 把 课文 中 关于 Gram-Schmidt 程序 的 讨论 中 所 略 去 的 细节 
都 补 上 ， 
3. 证 明 : 为 了 得 到 Liouville 正规 形式 (18) 式 ,变量 变化 确实 应 该 
象 (17) 式 内 所 给 出 的 那样 
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4. 采用 形式 替代 ， 至 少 算出 级 数 (20) 式 中 的 二 项 

3. 证明 (22) 式 和 (23) 式 ， 

6. 考虑 六 一 0 时 的 (25) 式 ,使 之 满足 边界 条 件 .w(1) 一 w(2)=0. 
如 果 熟 悉 贝 塞 耳 函 数 , 试 求 出 本 征 值 , 的 一 个 超越 方程 。 用 贝 
塞 耳 项 数 表 ,证 明 六 位 于 3.1 和 3.2 之 癌 ， 

7. (:) 当 边 界 条 件 (2) 式 用 (a) 一 TO) 一 0 来 替代 时 , 试 证 

(3 ) 式 ， 
(b) 是 否 存在 着 仍 能 导出 (3) 式 的 更 一 般 的 边界 条 件 ? 

8&. 关于 四 阶 Sturm-Liouvll e 问题 ， 


-fe ) 2 +- a [pc | + [4pCx) IU 0; 
U(a) le) = U(b) = U'"(b) = 0. 
试 证 (3) 式 ， 
0 证 广 文 一 险要 
< C 


以 通 过 志 关 的 个 运 沁 训 化 纳 信 Sturm- Liouville 形式 ， 
《pb) 一 般 的 四 阶 本 征 值 问题 是 否 能 纳入 练习 8 的 形式 ? 

16. 对 于 《〈17b) 完成 (26) 式 下 面 所 概述 的 另外 一 种 处 理 为 
法 ， 

11. 推广 练习 4.3.12 的 结果 ， 使 得 它们 能 应 用 于 二 阶 Srurm Liouvi 
lle 问题 (已 和 (27) 式 . . : 和 


5.3 传 里 叶 变换 的 简短 导 引 


这 一 关于 一 个 大 课题 的 简短 讨论 是 出 于 下 列 愿望: 要 求 得 一 
根 长 蕊 的 杆 中 的 热传导 问题 的 解 在 艺 一 co 时 的 极限 ”我 们 从 伟 里 
叶 级 数 导出 傅 里 时 变换 公式 .我们 重新 得 出 了 关于 无 根 长 杆 内 热 
流动 的 一 个 较 旱 得 到 的 结果 ， 以 此 作为 检验 . 关于 传 里 时 变换 的 
进一步 应 用 可 以 在 王 第 八 章 中 关于 色散 疲 的 处 理 中 找到 . 
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傅 里 叶 变 换 公 式 与 博 里 叶 恒 等 式 

在 4.1 节 中 我 们 考虑 了 沿 一 根 长 度 为 过 的 杆 内 的 热传导 问题 
的 解 .在 也 ~>oo 时 的 极限 下 ,应 该 能 够 重新 得 到 第 三 章 中 借助 于 源 
解 所 得 到 的 无 穷 区 间 热 传导 问题 的 解 。 这 里 的 关键 是 在 极限 工 一 
co 下 推广 一 个 任意 函数 的 下 列表 示 : 


xX) = B, sin- 
f(x) 之 ， sin 一 了 


(比较 方程 4.1.36) 更 一 般 地 ， 是 要 讨论 当 工 一 co 时 下 列 复 变形 式 
的 传 里 叶 级 数 的 极限 


f(x) 一 > Coe/t, (1) 
其 中 
met 了 pe inxs/L 
Crm) FE)e mad, (2) 


当 工 很 大 时 , 似乎 不 存在 明显 的 方法 来 简化 (1) 式 和 (2) 式 。 
的 确 ,对 于 固定 的 x, C。 中 的 被 积 函数 在 工 一 oo 时 高 度 振荡 从 
而 ， 在 exp( 一 各 相 / 工 ) 的 单独 一 次 振荡 期 间 , f 的 变化 是 很 难 被 
注意 到 的 ,因此 , 正 的 贡献 与 负 的 几乎 相抵 ， 另 一 方面 ， 对 于 量 级 
与 世相 同 的 那些 ”= 值 上 述 全 部 思想 都 是 不 适用 的 ， 

从 Liouville 变换 的 研究 中 我 们 学 到 了 通过 改变 问题 所 给 出 
的 变量 (在 此 情况 下 是 ” 和 工 ) 去 弄 清 楚 大 参量 的 作用 。 前 段 指 
出 了 */ 民 的 重要 性 ;因此 , 我 们 将 引入 这 个 量 的 一 个 倍数 来 当 作 
一 个 变量 : 

HA 
Rw 7， (3a) 

(所 加 因子 恰好 使 得 最 后 的 公式 略为 简单 一 些 . ) 结 果 表 明 , 第 二 
个 变量 ( 称 Ak) 应 该 取 为 相 邻 下 值 ( 当 = 增加 1 时 ) 之 差 : 


AR = Pb (3b) 
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由 此 ,(2) 式 便 为 : 
Cs ~ CO =| fe (4) 


现在 我 们 把 (4) 式 引入 (1) 式 ,得 
1 一 5) eM Ee a; Km ,2h, 


点 虽 一 必 

— Ak， 0 ， 人 大 ， 。 (5) 

(5) 式 中 的 积分 当 工 一 co 时 的 行为 决定 性 地 依赖 于 |#| 很 大 

时 f(#) 的 行为 。 此 刻 ， 我 们 已 有 了 足够 的 东西 ;因此 , 我 们 越过 

这 一 问题 来 考虑 函数 f(x)， 它 在 区 间 (一 4，4) 的 外 部 便 等 于 

零 , 若 取 上 > 4，(5) 式 中 的 积分 就 可 取 在 极限 〈 一 co ，co) 之 
间 , 因 而 代表 了 一 个 确定 的 函数 


et) = | 8)e mas. 人 
出 此 ,(5) 式 便 成 为 
1(x) 一 > ee SS. (7) 
若 积分 收效 ?, 则 当 二 -co 和 Ak 一 0 时 求 和 的 极限 为 
CD ~— | edx, (8) 


在 (6) 式 中 ,函数 gs 即 是 函数 的 储 里 时 变 换 。 注 意 ,从 8 回 
到 了 的 逆 公 式 (8) 实 质 上 与 傅 里 叶 变 换 公 式 (6) 具有 相同 的 形式 ， 


其 主要 差别 在 于 因子 六 和 i 的 符号 改变 。 通常 把 数字 因子 重 作 


分 配 , 以 使 公式 更 具 对 称 性 ， 宜 于 把 (6) 式 和 (8) 式 结合 成 为 傅 时 
叶 恒 等 式 : 


1) 非 平 磨 极 限 沙 及 了 这 样 一 些 表 达 式 、 例如 两 个 小 项 之 商 ， 或 ( 像 这 名和 过 到 的 ) 很 
多 非常 小 的 项 之 和 ， 在 计算 昌 前 遇 到 的 极限 方面 我 们 已 经 取得 了 成 功 , 因为 通 
过 改变 变量 就 已 经 把 我 们 的 问题 化 为 很 多 小 项 之 和 ， 它 的 极限 易 知 为 一 个 定 积 
分 ， 
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区 -二 |- a | CD)eeed， | 9) 
至 此 为 止 ,我 们 只 是 对 于 |z| > 4 时 f(x) = 0 的 情况 证 机 
了 (9) 式 .现在 将 通过 一 个 极限 过 程 ,对 于 远 为 普遍 的 一 类 函数 来 
证 明 (9) 式 . | 
考虑 函数 x，K)， 它 由 下 列 积分 所 定义 : 


fx, KY oat) Ht, (10) 
若 |” 11(5)1d 存在 , 则 积分 顺序 可 以 交换 , 故 有 
Ce K) ~ | HAE) 2 2 (r=) dg (11) 


现在 把 (11) 二 中 的 各 分 区 间 折 成子 区 间 (一 —00, 4), Ca, b )， 
《5，00); a 过 x < 二 5b. 可 以 证 明 , 若 f 的 变化 是 有 界 的 , 则 来 自 这 
公子 区 间 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 子 区 间 的 贡献 随和 ~>co 而 趋 近 于 
零 .” 大 f 分 段 光 注 , 则 4.2 节 内 所 证 明 过 的 引 理 精确 地 适用 于 中 
间 子 区 间 的 处 理 ， 特 别 是 ,按照 (4.2.8) 式 ， 

imkee 太 x*， 天 ) = f(x). 
因此 ,确立 了 等 式 (9 ,其 解释 与 以 前 对 于 间断 性 所 作 的 解释 相同 ， 


林寺 村 和 方 和 
、 建 宇 了 介 里 守 灾 关系 二 ”我 们 就 能 容易 地 解决 无 限 长 
XC TO. 我 们 要 求 KC) 在 |x| oo 时 保持 有 限 . 这 种 形式 


风量 一 般 的 解 是 exp(i%x 一 人 ) 的 倍数 ,其 中 4 是 任何 实数 .我 
们 根据 这 些 简 单 解 ,采用 迄 加 法 构造 出 通 解 


1) 见 Jeffreys 与 Jeffrey; 《1962，p. 454)， 请 回忆 一 下 ， 假若 对 于 茉 些 M 和 每 一 


- 可 能 的 前 分 一 oo<xo<xd< "<xn<xwh<+%m 有 六 1 大 = 0D 一 AxDi< 
则 fCx) 是 有 界 变化 的 . 
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Cx, 站 一 | ACR)explitr — Reak, (12) 


在 以 前 ，* 一 0 和 工 处 的 边界 条 件 要 求 我 们 只 选择 波 数 名 的 一 可 
数 族 ( 离 散 谱 ), 但 现在 的 却 可 以 是 任何 实数 (连续 谱 )， 以 前 ,我 
们 对 于 容许 的 本 征 函 数 取 加 权 和 ;现在 是 连续 谱 , 求 和 便 成 为 用 函 
数 4 加 权 的 一 个 积分 . 

如 果 取 4(%) 一 g(《)/2x， 我 们 可 以 通过 (6) 式 和 (8) 式 使 之 
满足 一 个 任意 的 初始 条 件 

0(x, 0) 一 帮 os)， (13) 

如 果 把 (6) 式 代 人 (12) 式 ,就 可 以 用 初始 分 布 f(x) 把 解 直接 表示 
出 来 加 

Bx, 人 一 二 | ok) foxp Lik — 8) — Rkrlds. 


(14) 
交换 积分 顺序 ,再 对 进行 积分 , 便 可 求 得 【练习 1(a)] 下 列 形式 
的 解 : 


47zkz “一 

以 前 在 3.4 节 中 用 源 解 方法 也 获得 过 这 个 结果 。 注意 , (15) 式 是 
[9] 题 的 有 效 解 ,即使 当 f(x)| 的 无 穷 积分 不 收 雍 时 也 有 效 ,因此 
解 (15) 式 可 以 直接 加 以 验证 .2? 作为 试探 性 推理 和 形式 操作 的 强 
有 力 的 示例 ,这 便 是 一 个 例子 。 不 过 ,我 们 要 记 住 去 检验 这 样 求 得 
的 最 终 答案 的 有 效 性 ， 然 而 ,在 很 多 实际 情况 中 ,即使 作出 这 种 检 
验 也 是 太 困 难 了 .我 们 必须 求助 于 其 他 方法 确保 最 终 答 案 的 正确 
性 ;例如 ,与 观察 作 比较 ， 


练习 
1.《(a》 求证 (15) 式 . 
1) 关于 一 形式 解 实际 上 满足 问题 的 全 部 条 件 的 严格 证 明 ， 当 然 便 给 出 了 一 个 《 构 
造 上 的 ) 存 在 定理 ， 对 于 这 样 一 种 处 理 传 热 方 程 的 方法 ,请 参看 S. L. Sobo'ev: 
Pariial Drffereniial Kaquations of Mathematical Physics {New York, 


Pergamon，1964) 一 书 的 第 八 讲 ， 


e。 19 ， ， 


(b) 考虑 下 列 特殊 情况 下 的 (15) 式 ， 当 x 为 负 时 , f 为 零 ,而 当 
* 为 正 时 ,了 取 稼 数值 6 请 推出 

0 _ 一 174 ex 3 一 x 
Se | p( 一 5)45 9 一 了 

(c) 把 答案 表示 成 一 个 级 数 形式 , 它 在 7 很 大 时 可 望 是 有 效 的 ， 
2. (a) 试 证 ， 传 里 叶 恒等式 可 写成 如 下 形式 

jx) 一 二 | ok) ICE) coskCE — sd. 
(b) 当 为 偶 ( 奇 ) 函 数 时 ， 试 求 出 只 包含 余 纺 (正弦) 函数 的 伟 
里 叶 恒 等 式 的 一 种 形式 . 
(c) 利用 (b) 求证 : 


D(x) 一 2x°! 上 R'sinkcoshkrxadk, 


其 中 
1 [xl < 1 
D(x) 一 1 当 11x| > 1, 
2 Ix| 一 1 


3. 如 果 你 熟悉 贝 骞 耳 函 数 ， 试 把 本 节 结 果 推 广 到 具有 柱 对 称 的 情 
形 ,看 看 能 推 到 哪 一 步 。 从 半径 为 R 的 圆柱 内 的 热传导 问题 出 
发 ,并 且 考 崎 极限 R -> co。 试 导出 : / 


fx) 一 | STEx) | (CSDN 


5.4 广义 调和 分 析 


虽然 传 里 叶 级 数 是 由 热传导 问题 的 解 的 本 征 函数 提出 来 的 
(我 们 已 经 在 5.1 节 中 看 到 , 这 些 本 征 函数 不 必 是 调和 函数 ) ,但 是 
读者 或 许 已 经 看 到 它 对 于 分 析 随 时 间 变 化 的 信号 以 及 周期 结构 具 
有 最 大 的 应 用 价值 ， 为 了 稍微 看 一 下 这 些 应 用 范围 ， 让 我 们 来 考 
察 一 下 周期 现象 的 几 个 例子 ， 人 们 感受 到 的 不 同 颜色 是 由 于 不 同 
频率 的 电磁 波 。 耳 采 在 受到 不 同 频率 的 机 械 波 刺激 时 能 够 觉察 出 
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不 同 的 音调 ， 在 无 生命 的 晶体 点 阵 出 以 及 有 生命 的 日 足 虫 中 ,也 
出 现 周 期 结构 。 行星 .双星 和 变星 的 周期 运动 已 为 人 们 所 熟知 。 气 
候 的 日 变化 和 年 变化 是 地 球 周期 运动 的 结果 ， 

然而 ,尽管 周期 性 到 处 可 见 , 一 旦 我 们 决定 把 随时 间 变 化 的 信 
号 (例如 温度 记录 ) 分 解 成 调和 分 量 ， 我 们 就 引进 了 人 为 的 一 些 东 
西 , 因 为 这 种 序列 实际 上 不 必 是 周期 的 。 诚 然 ,我们 能 够 从 气候 变 
化 中 分 离 出 日 .年 变化 ， 从 太阳 黑子 活动 中 分 离 出 11 年 的 循环 等 
周期 分 量 。 但 是 仍然 可 能 遗留 下 了 大 量 信 号 ， 因 而 必须 准备 处 理 
那些 非 局 期 的 了 时间 变 化 ， 这 些 变 化 以 不 衰减 的 (尽量 是 有 界 的 ) 幅 
度 无 限期 地 继续 下 去 。 这样 的 问题 是 迄今 所 讨论 过 的 傅 里 时 分 析 
方法 所 无 法 解决 的 。 为 此 要 用 到 所 谓 广 义 调和 分 析 . 


关于 不 能 用 标准 传 里 叶 方 法 分 析 的 闷 数 的 评注 


虽然 在 这 里 不 能 讲述 一 般 理 论 ,这 太 复 杂 了 ,但 是 通过 著 虑 由 
几 个 局 期 函数 之 和 构成 的 一 个 函数 〈 这 些 周 期 琢 数 的 周期 定 不 可 
度 的 ), 还 是 能 够 对 问题 的 本 质 有 所 体会 。 一 个 例子 是 


(2) = Aie'™ + Ase'®r 十 Laetost， (1) 
式 中 的 所 有 整数 m 和 满足 
mo 天 10 1, 71 一 1，2，3; 7 天 1]。 


我 们 可 以 给 f(z) 加 上 一 个 函数 ,其 形状 为 
b(z) = e-%t, wo > 0. (2) 
虽 则 这 个 函数 与 调和 函数 毫 不 相似 ,但 是 这 个 函数 随 着 1:| -> co 
充分 迅速 地 衰减 ， 以 致 可 以 用 侍 里 时 变换 方法 将 它 分 解 为 调和 分 
量 . 另 一 方面 ,(1) 式 中 的 函数 1(z) 并 不 呈现 单一 的 周期 行为 , 因 
而 不 能 够 表示 为 一 个 傅 里 时 级 数 ， 即 使 在 无 穷 远 的 将 来 当 它 衰减 
下 去 后 也 不 能 。 因 此 ， 不 能 用 一 个 正常 的 健 里 叶 积分 来 表示 。 当 
然 , 上 述 函数 已 经 分 解 成 周期 分 量 一 一 但 是 ,如 何 来 分 解 那些 不 具 
备 这 种 简单 性 的 更 一 般 的 函数 呢 ? 
第 一 步 是 作 充 分 长 的 记录 ,最 好 是 延续 很 长 时 间 , 使 之 能 把 可 
能 要 表达 的 任何 重要 的 周期 分 量 的 许多 周期 包括 在 内 ， 例 如 在 气 
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象 记 孙 的 情 旋 下 至 少 需要 10 年 的 观察 。 在 以 此 种 记录 为 基础 的 
传 里 时 分 析 中 ， 真 实 的 周期 分 量 是 如 何 显现 出 来 的 ”为 了 对 此 有 
所 了 解 ,我 们 来 考察 一 个 单独 的 周期 分 量 的 人 埔里 时 分 析 ,该 周期 分 
量 持续 了 一 段 有 限 的 时 间 局 期 : 


/Aoe'™o", |z| < 1， 
= G3) 
我 们 将 把 fr 称 为 截断 正弦 函数 . 


现在 我 们 同时 利用 传 里 叶 级 数 和 健 里 时 积分 来 分 解 (3) 式 所 
定义 的 截断 正弦 函数 。 当 考虑 工 -co 时 的 极限 时 ，。 若 使 用 第 一 种 
方法 , 我 们 得 到 离散 的 调和 分 量 ， 如 果 区 间 27 碰巧 恰好 是 周期 
2x/w 的 整数 倍 , 我 们 甚至 就 能 够 精确 地 还 原 出 该 函数 . , 落 用 第 
二 种 方法 , 则 得 到 一 个 连续 谱 , 但 是 大 概 在 wo 一 wm 处 具有 一 个 峰 
值 ， 我 们 来 考察 处 理 细节 . 四 


堆 断 正统 聘 数 的 傅 里 叶 级 数 分 析 


令 9 一 2x/2T 一 x/T 为 基 频 。 我们 希望 把 (3) 式 表示 成 下 
列 形式 


dei 一 六 Coc2， 对 于 一 一: 一 7. (4 
于 是 [练习 1(a)] 
C 一 4 sinkoo 一 2089) ,so (5) 
" ( coo ” ng)T 本 9 


重要 的 分 量 相应 于 (ww, 一 a9) 取 小 值 者 。 

如 果 ws 刚巧 是 8 的 整数 倍 , 比 如 wo 一 《0， 则 在 伟 里 叶 级 数 
中 只 有 一 个 非 零 系数 Ck。 洁 4 w/oQ < 二 1， 则 Ci 和 Cir 
均 是 重要 的 。 最 坏 的 情况 是 w/9 一 《十 二 ， 即 当 区 间 27 刚好 
是 基本 周期 2x/w。 的 半 整 数 倍 时 ,有 [练习 1(bJ 1 


7 
Ch+l = Ch = -全 (6) 
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这 些 都 是 主要 的 系数 ,各 自 的 振幅 大 约 为 0.5644。 它们 的 频率 与 
oo 差别 不 太 大 ,相对 误差 仅 为 六 &、 如 果 记 录 所 覆盖 的 时 间 间 陋 
大 约 为 10 个 周期 的 话 , 它 答 好 是 百 分 之 五 . 
可 能 会 感到 不 解 的 是 ,我 们 有 两 个 相当 大 的 分 量 ,其 幅度 之 和 
超过 了 4,， 实 际 上 ,我 们 应 该 考虑 “能 量 ”E 的 度量 ,这儿 应 是 
Em yc 


二 


于 是 Pirseval 定理 (4.3. 42) 保证 了 

E = |4|. (7) 
习 外 ,由 塞 耳 不 等 式 (4.3.41) 保 证 了 有 限 个 数 分 量 只 具有 能 量 中 的 
一 部 分 ， 在 刚才 考虑 过 的 例子 中 ， 两 个 主要 分 量 只 含有 能 量 的 大 
约 百 分 之 八 十 . 


截断 正弦 函数 的 倩 里 叶 积 分 分 析 


刚才 讨论 过 的 伟 里 叶 级 数 方 法 在 把 一 个 正弦 型 分 量 分 成 两 个 

时 显得 有 些 困难 。 我 们 将 证 明 ， 傅 里 叶 积 分 法 只 导出 了 “ 谱 线 展 
宽 ” 一 一 从 实验 物理 学 家 那儿 借用 来 的 表达 方式 。 广义 傅 里 叶 变 
换 关 系 


a(0w) = 二 | f(t)e a 


《7 
以 及 它 的 逆 式 对 于 截断 正弦 波 (3) 式 给 出 了 下 列 公式 : 
gw ) = AoT sin(wo 一 w)T 8 
(©) 7 (wo — w)T (8) 
和 和 : 
CD 一 | eor(w)do, (9) 


这 在 练习 2 中 要 求 读者 加 以 验证 。 图 5.2 画 出 了 《8) 式 中 的 函数 
ar(w) 的 平方 。 中 心 极 大 值 与 第 一 个 次 极 值 之 比 约 为 (3x/2》 ~ 
22.5。 因而 ,能 量 实 际 上 全 部 包含 在 阴影 区 所 示 的 中 心 带 内 , 它 在 
频率 上 的 分 布 为 Aw = 2z/T = 28， 其 中 所 含 的 能 量 比值 为 
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[ar(o)] 
[4o7Vz]2 


(w 一 wT 


一 之 下 一 大 0 3 27 


5.2 截断 正弦 水 数 (3) 式 的 健 里 时 积分 表示 中 的 频率 wo 的 谱 线 展 宽 ， 


” -2 12 
| 7 sin ndn 
FF = (10) 


Ll nn sin’ nd 
约 为 总 能 量 的 白 分 之 九 十 [练习 31. 
传 里 时 积分 方法 的 优点 在 于 把 原始 信号 再 现 为 单个 分 量 ， 展 
宽 ] 了 它 的 线 谱 ,但 是 频率 投 有 和 失真. 这 一 方法 对 于 考虑 了 一 oo 的 
情况 也 是 方便 的 ， 如 果 我 们 考虑 (8) 式 的 极限 值 ,我们 可 得 


aw(w) == lim ar(o) mre 人 (0 = (00 


| 
不 确定 (0 兴 000。 CI ) 


为 了 求 得 确定 的 极限 值 ,引进 定义 
Ar(o) 一 | od — | dn, (12) 
其 中 J/ (0w 一 oo)7T。 当 了 工 一 oo 时 ， Ar(w) 一 > Awl wo), 其 中 
Ao 对 于 0 > wo, 
4e(o) 二 对 于 o < wo, (13) 
采用 标准 记号 ,我 们 把 (13) 式 瑟 作 
Awl 0) =— AoH{(w 一 00) (14) 
其 中 H(x) 是 Heaviside 函数 ,其 定义 为 
1 对 于 rr>>10， 
Hs) -| 对 于 + 过 0。 (15) 
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全 此 ， 我 们 就 可 以 充分 解释 我 们 的 结果 了 .从 〈9) 去 知 道 ， 
ar(w) 实质 上 是 频率 为 % 的 谐 波 的 振幅 ( 指 每 单位 频率 )， 定 义 式 
(12) 表明 ，Azr(w) 给 出 了 累积 振幅 ， 在 极限 过 程 中 ,如 (13) 式 和 
(14) 式 所 表明 的 那样 47(w》 经 历 了 一 次 跳跃 。 对 于 4w(w) 的 
整个 页 献 都 是 来 自 单个 频率 wo。 因 此 , 傅 里 时 积分 方 靶 会 任意 地 
站 近 到 恰好 再 现 出 的 周期 为 we 的 信号 ,只要 观察 该 信号 的 时 间 长 
度 无 限 增加 的 话 . 

”更 加 精确 有 效 的 结果 可 以 在 引入 stieljes 积分 后 求 得 >。 据 
此 ,(9) 式 可 写 为 


fr 人 一 | edad), (16) 


向 形式 极限 了 一 co 是 有 意义 的 ,因为 对 于 磅 有 间断 后 的 冰 数 47， 
Stieltjes 积分 也 有 意义 ， 事 实 上 , 在 (14) 式 给 出 的 4w(w) 的 极限 
形式 下 ,对 于 一 吕 和 上 < co ,方程 (16) 导 致 原始 水 数 Aoe'”*。 为 
了 从 (9) 式 求 得 这 一 结果 ,应 该 在 极限 一 0 下 , 记 作 

ar(w) 一 a WwW) = Ad(w — wo), (17) 


这 里 的 5(%) 是 狄 拉 死 8 半数 , 它 满 足 


et -rt 


1) 令 下 是 连续 的 ， 黎 受 积分 FC)dw 是 由 全 ;FC@3)(win - ooisoys 
w+! 这 一 熟知 的 极限 来 定义 的 ， 车 4 是 一 个 单调 递增 洋 数 ， 则 Stieltjes 积分 
14 一 人 FCw)44 是 由 ZiF(o 拉 [4(ortD 一 4Cw;)] 这 一 类 似 的 极限 来 定义 
的 ， 若 4 是 一 阶梯 函数 [对 此 我 们 用 (15) 式 中 的 Heaviside 通 数 表示 ], 于 是 该 
积分 化 为 一 个 求 和 


A(w) = > CaH(W 一 Wa) = > CaF(W»), 


(我 们 假定 > Cs 是 非 负 常数 的 一 个 收 全 级 数 .) 着 4 是 连续 可 微 的 ,我 们 就 得 
到 一 个 寻常 歼 受 积分 
1 = | FoD4(o)au， 


至 于 证 明和 进一步 的 知识 ,参见 分 析 方 面 的 教科 书 , 例 如 DD. Widder 的 Advan- 
ced Calculas (Englewood Cliffs, N. J. Prentice-Hall，1947》 一 书 的 第 五 


章 ， 
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| j(x)6(x CO— a) = f(a). (18) 


因为 (12) 式 中 的 4r(w) 的 定义 意 含 着 关系 式 ATC(w) 一 ar(w)， 
(14) 和 (17) 式 意味 着 | 
5(x) = H' (x). (19) 
这 是 一 个 有 效 而 有 用 的 形式 结果 . 

读者 将 会 发 现 ， 参 照 4.2 节 中 的 引 理 来 证 明 所 有 表述 形式 的 
正确 性 ,这 是 值得 的 .。 


推广 到 稳 态 时 间 序 列 


上 述 讨论 可 以 用 来 表述 更 一 般 的 情况 ， 即 所 谓 稳 态 时 间 序 列 
次 数 厂 六 为 此 ,车 虑 一 个 截断 国 数 fr(z)， 其 中 
fr(2) = 1(), li| 7; 
. 一 0， 14 > 了 
右 我 们 仿照 (8) 式 定义 


| 一 1 | 一 ?0 
ar(w) 一 2 | 六 (ae dt ， (20) 
于 是 ar(o) 在 区 间 《w，w 十 Aw) 内 的 累积 贡献 为 


Ad4r(o) 一 | aro)do 


1 iwt A iowtAw)r 

工 | frQ) 一 一 一 一 di, (21) 
式 中 已 经 交换 了 积分 顺序 。 [收敛 性 困难 使 得 我 们 不 能 像 相 应 的 
公式 (12) 那样 引信 一 个 从 一 co 到 四 的 积分 , ] 于 是 ,因子 t 在 分 母 
中 的 出 现 有 利于 (21) 式 中 的 积分 在 了 一 co 时 的 收敛 性 。 如 果 积 分 
的 确 存在 ,可 望 引入 一 个 函数 4(w) 使 得 f(?) 可 以 表示 为 Sticltjes 
积分 

帮 z) 一 | edA(w). (22) 

1) 我 们 不 要 在 这 里 给 出 一 个 精确 定义 稳 态 时 间 序列 的 特性 已 在 本 节 开 头 叙述 
过 了 :并 以 气象 记录 作为 一 个 典型 例子 ”也 可 参看 (24) 式 下 面 的 评论 ， 
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定理 1 若 4(oy 定义 为 四 
则 方程 式 (22) 成 立 . 


证 明 ”把 无 穷 长 直线 一 co 过 .2 一 多 为 A 的 区 闻 
(使 零点 处 于 一 部 分 之 中 并 考虑 求 和 : 


Sv(z) = > civ [LAC 十 Ao) - — Alwin)1;.: 


其 中 N(Aw) 二 8 是 一 固定 数 。 在 极限 Aw > 0、0>oo 之 下 ,可 
望 Sw(x) 将 逼近 XD)， 正 如 (22) 式 所 表明 的 那样 .在 以 上 表达 式 
里 ，os 可 以 取 区 间 〈o。，w， 十 Aow ) 内 的 任何 值 ; 把 它 取 为 。 0 十 
Aw/2 是 方便 的 , 


和 过 个 多 的 计算 可 以 证 明 和 


利用 (4.2. 27) 式 ,我 们 看 到 上 汪 积 妇 中 的 六 和 部 分 下 
sn (N N +o- 了 —z 5 
sin | 二 (2:—1 X20) 
因此 ,对 于 固定 的 8, 当 N->co 时 sw 的 极限 是 
S(Q) — 1 |- lim SinQ4 一 二 dt’. 
IT J-% z i 上 机 
极限 过 程 2 一 ce 对 我 们 来 说 是 时 已 熟悉 的 (4.2 节 , 引 理 2)， 
(1) 式 具有 振 牙 行为 ，(2) 式 当 | 增加 时 迅速 衰减 ,对 于 把 
(1) 式 的 振荡 行为 与 (2) 式 的 附加 贡献 结合 在 一 起 的 一 个 时 间 序 
2 ， 负数 A(w) 有 三 个 词 断 点 ， 分 别 在 WO 一 (01, £02, 3 处 ， 而 在 其 
间 则 有 光滑 变化 ,这 是 顾及 (2) 式 的 结果 。 
自 相 关 画 数 和 功 府 谱 
很 清楚 ,如 果 型 如 (1) 起 的 分 立 分 量 的 个 数 光 穷 多 ， 午 振 由 
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otAW/(t—E y 


万 组 成 的 无 穷 级 数 仍 然 收 剑 , 则 4(w) 可 能 会 是 非常 复杂 的 ， 另 
外 ， 表 示 噪 音 或 扰动 的 函数 一 般 说 来 不 能 用 这 样 一 个 无 限 求 和 再 
加 上 具有 健 里 叶 变 换 的 一 个 冰 数 来 表示 。 通 过 下 面 的 考虑 可 以 最 
清楚 地 看 清 这 一 -点 ， 
我 们 引信 人 自 相 关 强 数 R(T)， 用 以 分 析 噪 音信 号 (用 一 杠 来 
表示 复 共 罗 ): 
1 


R(T) 一 lim -5 fear。 trae = (FD + 1) 


| (24) 
(根据 定义 ,对 于 稳 态 时 间 序列 , 自 相 关 函 数 与 参考 时 间 无 关 .) 
在 (1) 式 所 给 函数 的 情况 中 , 自 相 关 函 数 为 (练习 5) 
R(r) = | A er 十 142ero 十 | 4 ee ， (25 ) 
它 呈 现 非 调 和 周期 行为 ， 然 而 对 于 噪声 或 扰动 信号 ,有 
R(T) 一 0 当 7 一 00 时 ， 
这 是 因为 信号 的 随机 性 质 消除 了 大 距离 情况 的 自 相关 性 . 
Norbert Wiener 及 其 他 数学 家 们 已 经 严格 地 发 展 了 广义 调和 
分 析 理论 ， 我 们 这 里 不 能 够 进一步 详 述 ， 只 是 提 一 下 一 个 主要 结 
果 。 该 理论 表明 存在 有 一 个 幼稚 谱 , 它 定义 为 
二 PFCo) ~ limje41 . (26) 
Au 


科大 一 人 


进而 可 以 证 明 这 个 功率 谱 出 现在 与 Rr) 相 联 系 着 的 健 里 叶 余弦 
变换 中 : 


RCr) 一 | FUoyecosardo， (27a) 
F(w) 一 二 2 | R(T) eoswrdr. (27b) 

对 于 r 一 0, 结合 (27a) 与 (24) 式 得 出 关系 式 
CUD FY, 一 下 FCo)ao， (28) 


方程 式 (28) 是 Parseval 定理 的 等 效 公 式 ， 它 表明 功率 谱 这 一 术 
语 是 正确 的 [因为 F(o)do 给 出 了 频率 区 间 〈o，o 十 do) 对 于 
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有 We A 


能 量 “的 贡献 即 扩 的 平均 值 ]. 


功 李 谱 与 自 相 关 之 间 的 余 强 变换 关系 的 核验 


推导 (27) 式 是 相当 困难 的 ， 不 过 在 统计 意义 上 , 自 相关 函数 
R(r) 是 由 总 体 均值 (对 于 一 种 现象 的 多 次 重复 取 平 均 ) 
R(T) 一 《1 人 + tT)) (29) 
来 定义 的 ,于 是 这 一 结果 相对 来 说 比较 容易 得 到 。 我 们 取 f(z) 为 
实 函数 | 
从 (21) 式 出 发 ,并 且 考虑 它 的 极限 形式 ( 当 T 了 -co 时 ): 


—i@+ Am}t 


Ad4(o) 一 二 |- fg. (30) 


我 们 通过 将 (30) 式 与 它 的 复 共 罗 相 乘 来 构成 |A4(w)|"， 并 在 复 
共 诺 中 有 采用: 作为 A4 表达 式 中 的 积分 变量 ,这样 ,(1,!) 内 的 
双重 积分 就 可 以 变换 成 一 个 使 用 变量 (1:、7) 的 积分 ,其 中 
了 一 1 一/ (31) 
于 是 得 到 
(C27 AACOF 
oo i(Aw)(i+r) _ oi(Aw)t 
|. 4 上 de - (1 + 
“ f(D)f! + 7). 
让 我 们 取 统 计 平 均 。 则 有 
(2z) 1Ad(Co) | ， 


mr |- civdTrRCT) | at 


{1 _ eitr) {1 加 一人 oz 


(t+ 7) 
故 有 
吕 MAM) 7 一 | cordrR(r) 
| 于 人 dx， 
= 
其 中 变量 * 一 (人 Aaj)t 是 一 个 新 的 积分 变量 ， 可 以 证 明 ( 练 习 7) 


* 2Z05 ， 


一 一 dr 一 2 | - 1 cosx dx 一 2r。 (32 
因此 
-Fol er 
0 | RO)ewar. 
现在 ，R(r) 必须 是 的 一 个 偶 函 数 ,这 是 因为 / 
R(T) = (Df + 7)) = (fi — DF) = R(—7). 
因而 就 建立 了 余弦 变换 关系 式 . 


频谱 能 重 密度 (任意 单位 ) 


tb) 
图 5.3 ”一 维 谱 :: 〇 是 直接 度量 ; X 是 变换 后 的 双重 相关 性 ， 
1 经 讨 可 从 R. Stewart 与 A. A. Townsend 的 Phil. 了 了 res。 
Roy. Soc. (London), AZ234, 359 页 (1951) 一 文中 复制 而 得 .】 


+ 2061 


应 用 


对 于 扰动 信号 , 传 里 叶 变 换 关 系 式 (27) 的 实验 验证 是 由 G.I 
Tayler 首先 完成 的 。( 见 图 5.3.) 

在 现代 射电 观测 台 里 ,入 射 辐射 的 频谱 分 析 是 采用 (27) 式 完 
成 的 。 首先 算出 入 射 信号 的 相关 函数 RCr)， 然 后 再 求 得 谱 函数 
F(w)， 它 是 前 者 的 傅 里 叶 余弦 变换 。 所 有 这 些 都 是 自动 化 仪器 
完成 的 。 关 于 顾 的 知识 提供 了 关 干 信号 源 特 性 的 线索 。 


练 局 


1. (a) 求证 (5) 式 . 
(b) 求证 (6) 式 . 
2. 求证 (8) 式 ， 


. 试 证 : (10) 式 中 所 定义 的 比值 多- 约 为 1 


《课题 项 目 ) 如 (19) 式 下 面 所 建议 的 那样 ,证 朋 本 详 中 各 种 形式 
结果 的 正确 性 ， 

. 试 证 : 《1) 式 中 所 给 函数 的 目 相关 函数 被 用 在 (25) 式 中 . 

把 定理 工 焉 明 中 的 话 细 步 又 补 上 . 

如 果 你 熟悉 围 道 积分 甘 , 试 利用 它们 来 建立 (32) 式 ，。 
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第 六 草 ”简化 , 量 纲 分 析 和 尺度 化 


本 卷 第 本 部 分 将 讲述 并 演示 若干 对 应 用 数学 家 有 价值 的 方 
法 .本章 是 第 工 部 分 六 章 中 的 第 一 章 ,其 中 论述 一 些 把 数学 问题 的 
原始 表达 形式 加 以 修改 的 步 又， 修改 以 后 的 数学 问题 就 变 得 更 加 
易于 处 理 了 .把 某 些 看 来 比较 小 的 项 删 掉 之 后 会 使 问题 的 求解 比 
较 容易 ，6.1 节 就 是 讲述 这 样 修改 数学 问题 所 带 来 的 好 处 和 可 能 
出 现 的 错误 的 。6.2 节 中 我 们 证 明 采 用 无 量 纲 变量 会 使 确定 题解 
所 需 的 参数 数目 减少 。 这 仅 是 量 纲 分 析 的 一 个 方面 。 量 纲 分 析 是 
一 个 简易 的 方法 ,而 且 比 人 们 最 初 料想 的 更 为 徽 妙 和 有 用 ， 

在 6.2 节 中 ,我 们 说 明 可 以 有 若干 种 方法 来 选择 无 量 纲 变 量 ， 
但 在 每 种 情况 下 所 出 现 的 较 少 的 无 量 纲 参数 ， 其 数目 是 相同 的 . 
在 6.3 节 中 ,我 们 讨论 一 个 特殊 的 选择 过 程 , 这 个 过 程 将 给 出 所 谓 
“尺度 化 了 的 无量 纲 参数 ， 当 用 这 些 参 数 对 一 个 问题 作 无 量 纲 表 
述 时 ， 其 中 出 现 的 无 量 纲 参数 就 获得 了 额外 的 意义 : 它们 示 明 了 
各 项 之 间 的 相对 大 小 ,因而 ,如 果 能 选取 正确 地 “尺度 化 了 的 ”参数 
(这 并 非 一 件 易 事 )， 那 末 采 用 某 些 扰 动 方 法 去 求解 问题 的 时 机 往 
往 就 成 熟 了 。 这 些 方法 有 两 类 : 较 简 单 的 正则 扰动 方法 (这 是 第 
八 章 的 论题 ， 以 及 较 复杂 的 奇异 扰动 方法 (第 九 章 的 论题 )， 扰 动 
方法 乃 是 我 们 最 有 用 的 应 用 数学 工具 之 一 ， 因 此 ， 值 得 花费 一 些 
气力 去 理解 6.3 节 中 所 讨论 的 方法 ， 这 个 方法 把 问题 表述 得 能 使 
扰动 计算 变 得 略为 “自然 ”一 些 ， 

本 章 ? 的 教学 策略 是 通过 讲述 一 个 特殊 问题 一 一 从 地 面 径 向 
抛射 一 个 质点 ， 而 且 这 个 质点 只 受到 随 距 离 而 改变 的 重力 的 作用 
(我 们 把 所 有 的 阻尼 效应 都 忽略 了 . ) 一 一 把 各 种 观念 介绍 出 来 . 藉 


1) 6.1 节 和 6.3 市 大 体 上 并 且 在 大 多 数 情况 下 是 逐 字 逐 句 根据 L. A. 西 格 尔 的 
文章 “Simplification and Scaling”[SIAM Rev。14，547 --71 (1972)] 写成 
的 ， 
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为 抛射 问题 是 一 个 非常 简单 的 问题 ， 读 者 应 能 全 力 以 赴 地 去 掌 拱 
新 的 概念 和 技巧 。 这 些 题材 和 下 一 章 的 题材 ， 在 第 八 章 处 理 生 理 
流动 问题 时 获得 了 很 重要 的 应 用 .这 里 所 需要 的 数学 知 况 就 是 两 
个 非 线 性 背 微 分 方程 边 值 问题 的 求解 法 。 以 后 在 分 析 包 括 偏 做 分 
方程 在 内 的 更 为 复杂 的 问题 时 ,要 用 到 这 里 的 许多 观念 . 


6.1 基本 简化 步 又 


把 一 个 已 知 方程 组 简化 之 后 ， 就 有 可 能 避免 大 量 的 机 械 运 算 
和 每 重 旬 分析 工 作 ， 而 仍 能 得 到 有 用 为 答案 。 即 使 对 于 那些 不 用 
多 费 工 夫 便 能 精确 求解 的 方程 组 ， 简 化 后 的 方程 组 的 解答 不 仅 足 
够 精确 ， 而 且 它 的 特点 比 精 确 解 更 加 明显 . 强 有 力 的 简化 方法 可 
以 使 我 们 能 很 快 地 求解 方程 ,并 立即 判定 思路 是 否 正 确 . 

下 列 基 本 简化 步骤 是 应 用 数学 家 经 常 使 用 的 : 

第 一 步 .设法 把 比较 小 的 项 辨认 出 来 。 在 实践 中 ;所谓 某 一 已 
和 基 项 是 省 小 ,一 般 是 指 与 同一 方程 中 的 其 他 项 进行 比较 而 言 的 ， 

第 二 步 . 删 挤 比较 小 的 项 ,从 而 求解 所 得 的 简化 问题 ， 

第 三 步 .核对 自 洽 性 ， 这 就 是 说 ,利用 所 得 到 的 近似 解 去 估算 
锌 忽略 的 那些 项 ， 以 确保 它们 确实 是 比较 小 的 . 

现在 我 们 来 介绍 有 关 这 一 过 程 的 几 个 例子 . 为 此 ， 我 们 用 符 
号 ~” 表示 看 来 近似 等 于 ”, 用 人 ”表示 近似 等 于 ”， 


基本 简化 步 辽 示 例 


例 1 我 们 假定 z 
x 十 10y 一 21， 5 十 yy 一 7 (1a, b) 
是 一 个 非 平 庸 的 问题 . 在 (la) 式 中 ,* 项 的 系数 比 》 项 的 系数 
小 ;因而 人 们 很 可 能 会 想到 在 初级 近似 中 可 以 把 * 项 略 去 。 于是， 
我 们 得 到 

y ~ 2.1, + ~ (7 2.1) ~ 0.98. (2) 


用 (2) 式 中 给 出 的 值 作 为 未 知 数 的 近似 值 ,我 们 便 可 估算 出 (1a) 式 


?了 在 ， 


左 端 第 一 项 与 第 二 项 比值 的 大 小 为 0.98/21s*0.05， 这 个 比值 比 
1 小 ,因而 我 们 所 取 的 近似 看 来 是 自治 的 . 另外 ,x 和 3 的 近似 值 
都 接近 于 真 值 r= 1, y=2. 

例 2 〈 抛 射 问题 ), 考 虑 这 样 一 个 问题 : 把 一 个 具有 不 变质 量 
12 物体 从 地 球 表面 以 初速 有 径 向 上 抛 ， 令 尽 表 示 地 球 的 半径 ， 
x (Yt*”) 表示 时 刻 六 时 物体 与 地 面 的 径 向 距离 . 《这 里 采用 带 星 号 
的 变量 ,这样 在 以 后 讨论 这 个 例子 时 ,我们 就 可 以 引进 不 带 星 号 的 
无 量 纲 变 量 . ) 如 果 我 们 忽 覆 空气 阻力 ， 那 末 基 本 方程 和 初始 条 件 
w / 

dx SR 上 nn 

dt*? (x* 十 RY (0) =0, z 
(在 这 里 我 们 仅仅 令 加 速度 与 单位 质量 所 受 的 力 相等 ,而 把 平方 有 反 
比 定律 写成 这 样 的 形式 ,以 使 得 x* 一 0 时 ， 它 正确 地 给 出 加 速度 
—g. ) 

如 果 在 某 种 间 义 上 来 说 人 比较 小 ， 那 末 位 移 x* 应 该 比 R 小 ， 
于 是 ,我 们 就 可 以 考虑 用 下 人 列 简 化 式 代 蔡 (3 ) 式 
Sg (0) 0 M0) mV (4) 


di*? 


其 解 为 
drx™ 
di 
在 和 一 FYg 时 刻 ,速度 为 零 ,我 们 从 (5) 知 道 , x* 达到 的 最 大 值 
为 1/278?g 。 因此 x*/R 最 多 等 于 /2V /eR, 而 当 术 比 gR 小 
时 ,我 们 的 近似 是 上 且 洽 有 的 ， 
对 于 近似 是 目 浴 的 这 种 性 质 一 般 总 是 感到 心安 理 得 ， 但 是 精 
确 地 讲 在 现在 的 情 次 下 ， 目 洽 性 倒 底 意味 着 什么 呢 ? 为 了 使 读者 
对 这 个 问题 的 回答 产生 兴趣 ， 我 们 现在 来 举 出 几 个 例子 说 明 上 述 
基本 简化 步骤 可 能 会 出 问题 的 某 些 情况 . 


(3) 


一 一 ri 十， 太一 一 去 g++ Vi (5) 
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两 个 惩戒 性 的 例子 ! 


例 3 考虑 方程 
0.01xz 十 y 一 0.1， x 十 101y 一 11. (6a ,5] 
在 (6a) 式 中 :, x 项 的 系数 比 > 项 的 系数 小 ;因而 忽略 前 一 项 ,我 们 
便 得 到 
y~0.1l, x~11—101(0.1) = 0.9, (7) 
用 (7) 式 进行 估算 ,我 们 得 到 (6a) 式 左 端的 第 一 项 与 第 二 项 之 比 
的 大 小 为 (0.01)(0.9)/0.1 二 0.09。 因为 这 个 数值 比 1 小 ， 因 而 我 
们 的 近似 看 来 是 自治 的 ， 但 是 精确 解 为 y 一 1，x 一 一 90; 所 以 
对 y 的 "近似 ”偏离 了 9 们 ,而 对 zx 的 “近似 ” 则 偏离 了 99 倍 ， 而 且 
从 号 也 错 了 . 
为 了 弄 明 只 出 了 什么 毛病 ， 让 我 们 把 (67) 式 加 以 一 般 化 ,从 而 
和 落 虑 下 列 关 于 x(s) 和 y(e) 的 方程 
sx 十 ) 一 0.1， xy 十 101y 一 11. (8) 
当 6 一 0.01 时 方程 (8) 化 为 (6) 式 (7) 式 的 近似 相当 于 取 se 一 
0。 但 是 当 8 一 0.01 时 ，zx(e) ~ x*《0) 和 Xs) 盖 yC0) 是 否 正 
确 昵 2 一 旦 提出 这 个 间 题 ,我们 便 清 楚 ， 当 。 在 s 一 0 附近 变化 
时 ,如果 x(s), y(e) 变化 很 快 , 那 末 我 们 就 难以 回答 了 。 从 (8) 式 
的 精确 解 可 以 看 到 ,情况 确实 如 此 : 
0.9 0.1 一 lle 
1 一 10le 1 一 101s 
例 3 说 明 ， 一 个 看 来 目 洽 的 近似 实际 上 可 能 并 不 自治 。 用 
x(0)， 欠 0) 作为 区 0.01)，%0.01) 的 近似 时 ,我 们 通过 忽略 sx(e) 
项 来 对 原 方 程 作 简 化 。 如 果 |0.01x(0.01)| 比 jy(0.01)1 小 , 那 末 
这 个 方法 是 自治 的 . 假若 我 们 只 知道 近似 解 x(0) 和 y(0), 那 末 我 
们 能 够 做 到 的 核对 自治 性 的 最 好 的 方法 就 是 考察 一 下 | 0.01xC0)] 
x(0)|. 这 个 比值 是 一 个 令 人 满意 的 小 量 0.09， 因 而 所 取 的 近似 


1) 其 他 例子 可 参阅 C.Lanczos， Applied Analysis (London: Pitman，19577， 第 
198 和 276 页 ， 


e x 1/101. (9) 


so 213. 


看 来 是 自治 的 然而 我 们 却 受到 了 蒙骗 ,因为 精确 解 的 结果 是 
ozcoaD| - 


y(0.01) 

因此 ,我 们 得 把 表 观 自 洽 ( 对 于 被 忽略 项 来 说 ,所 和 必 的 近似 是 小 的 ) 
与 真正 自治 (被 忽略 项 确实 是 小 的 ) 区 别 开 来 。 基 本 简化 过 程 的 第 
三 步 实 际 上 应 该 称 之 为 对 于 表 观 自治 性 的 核对 ， 

例 3 的 近似 是 一 个 鳖 脚 的 近似 ,这 一 点 并 不 意外 ,因为 这 个 近 
似 在 表 观 上 是 自 洽 的 ， 但 却 不 是 真正 自治 的 。 不 过 一 种 近似 表 观 
上 能 够 自治 ,但 却 不 能 真正 自治 ,这 是 令 人 感到 诅 丧 的 .更 使 人 感 
到 祖 丧 的 是 一 个 似乎 真正 自 洽 的 近似 却 可 能 会 是 一 个 十 分 不 精确 
的 近似 ,下 面 就 是 一 个 示例 ， 

例 4 (Wilikinson，1963， 第 41 页 )， 多 项 式 

(xz 一 1)(x 一 2)(x 一 3)… (rz 一 20) 
= 一 210x 2 十 《10) 

的 零点 为 头 20 个 正 整 数 。 如 果 在 上 式 中 加 上 了 ex 使 x” 有 的 系数 
发 生 了 改变 ,此 处 8 一 一 2-3 二 一 1.19 x 10-*， 那 末 较 小 的 者 点 
几乎 没有 改变 ,但 较 大 的 零点 却 发 生 了 根本 的 变化 ,以 致 变更 后 榴 
方程 有 了 五 对 共 箔 复 根 ， 它 们 的 近似 地 为 10 土 0.64i1, .12 土 1.71， 
14 士 2.5z。.17 士 2.3; 和 20 土 1.9i。 无 论 是 用 近似 零点 还 是 用 精确 
零点 来 计算 ， 所 加 的 项 ex” 比 原 有 的 项 一 210x” 仍然 要 小 ， 表 观 
的 和 真正 的 自 洽 性 似乎 都 得 到 了 证 明 ， 但 这 样 的 近似 却 仍然 是 一 
种 鳌 脚 的 近似 ， 


调节 和 灵 教 度 

我 们 已 向 大 家 示 明 存在 着 劣质 的 自 洽 近 似 ， 显 然 有 必要 更 说 
愤 地 考察 一 下 这 个 问题 .我 们 将 会 发 班 ， 可 以 作出 某 些 一 般 性 的 
评述 ,但 是 ， 更 进一步 的 理解 多 少 需要 对 各 种 问题 的 奖 型 作 一 些许 
细 的 分 析 ， 

如 同 例 3 所 说 明 的 那样 , 仅 当 问题 得 到 了 很 好 的 调节 ,也 就 是 
说 把 问题 的 表述 作 了 微小 改变 之 后 ， 其 解 随 之 也 只 产生 第 小 的 改 
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变 , 那 末 把 一 个 问题 改变 了 一 个 小 量 这 样 一 种 知识 才 是 有 意义 的 ， 
如 果 和 情况 并 非 如 此 ， 那 末 这 个 问题 便 称 之 为 病态 调节 的 .如果 奸 
使 被 忽略 项 真 的 很 小 ， 但 也 不 能 指望 这 种 忽略 使 解 的 改变 很 小 的 
话 , 那 末 为 了 方便 起 见 , 也 采用 这 样 的 术语 : 一 个 问题 的 解 对 忽略 
7 项 很 敏感 . 因而 Wilkinson 《1963) 报导 说 ,《10) 式 的 较 小 的 零 
点 对 任何 系数 的 改变 (这 种 改变 显然 可 以 看 作 是 忽略 了 其 些 项 ) 并 
不 敏感 ， 而 且 甚 至 较 大 的 零点 对 某 些 系数 的 小 改变 也 是 不 敏感 
的 . 但 是 较 大 的 零点 对 某 几 个 系数 的 小 改变 是 敏感 的 ， 这 几 个 系 
数 就 是 多 项 式 中 与 较 高 寡 次 项 相 乘 的 那些 系数 

“对 于 核对 上 自治 性 的 价值 ,似乎 可 能 作出 的 唯一 的 一 般 结 论 是 : 
缺乏 表现 自 洽 性 几乎 肯定 是 与 奖 脚 的 近似 联系 在 一 起 的 ， 为 了 示 
朋 这 一 点 , 令 * 表示 一 个 问题 的 真 解 ,* 表示 忽略 工 项 得 到 的 近似 
解 。 如 果 T(x*) 或 了 T(x) 很 小 , 那 末 忽略 工 就 分 别 是 表 观 自治 和 真 
正 自治 的 . (这 里 所 用 的 符号 是 象征 性 的 ， 例 如 zx 可 以 是 矢量 函 
效 ， 了 可 以 依赖 于 x 的 分 量 及 它们 的 几 个 导数 . 如果 解 对 工 的 忽 
略 很 敏感 , 那 末 按 照 定 义 , 就 不 能 指望 这 种 忽略 能 得 到 一 种 好 的 近 
似 ， 假定 TT 连续 变化 ,如 果 解 对 工 的 忽略 不 敏感 , 那 末 

[T(x) 小 ] 意味 着 [* 守 x] 意味 着 [TC(2) 小 ]. 
因而 发 现 表 观 误差 T(x) 很 大 与 假设 该 忽略 项 真正 很 小 , 这 在 好 
辑 上 是 不 自 洽 的 ， 站 全 作 人 革 下 有 的 于 训 不 可 能 指望 得 到 好 
的 近似 . 
含糊 不 消 的 词 眼 “大 ”和 “小” 一 次 又 一 次 出 现 她 ， 但 是 这 些 词 的 

确切 闻 义 只 能 在 一 个 特殊 问题 的 行文 中 才能 给 出 办 而 (譬如 说 ) 
加 速度 数值 的 大 小 ,可 以 随时 间 尺 度 的 改变 而 改变 ,但 是 这 种 改变 
对 加 速度 是 否 可 以 忽略 却 不 起 作用 。 举 一 个 稍为 不 同 的 例子 ， 例 
如 某 一 温度 应 该 是 1C, 但 却 算 作 1.1% , 那 末 误差 就 是 10 免 。 如 
果 用 华氏 温度 , 百 分 误 差 仅 为 0.5%。. 但 是 ， 后 面 这 个 百分比 比 前 
面 的 小 得 多 这 是 没有 什么 意义 的 。 无论 采 用 何 种 温度 尺度 ,决定 
某 一 误差 能 否 接受 取决 于 问题 的 科学 背景， 因而 必定 与 所 用 的 单 
位 无 关 ， 
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注 评 . 时 间 尺 度 的 改变 和 温度 尺度 的 改变 之 间 的 差别 在 于 : 
前 者 只 涉及 单位 的 选择 ,而 后 者 还 涉及 零点 的 选择 . 

为 了 作 更 进一步 的 研究 ， 必 须 考虑 问题 的 具体 类 型 。 我 们 将 
要 讨论 的 是 函数 零点 的 确定 和 二 阶 常 微分 方程 。 有 关 线 性 代数 广 
程 组 的 类 似 的 论述 。 请 参阅 本 章 开头 提 到 的 1972 年 西 格 尔 的 文 
但 ， z z 


画 数 的 替 点 


令 作 +, 8) 的 一 个 零点 为 x(s), 因而 
flx(e), el = 0. 《11) 
假定 & 是 一 个 小 参数 , 并 令 零 点 x(8) 的 近似 x 是 取 s 一 0 得 到 
的 , 即 zx 和 满足 八 x ,0) 一 0; 让 从 x, 0) 而 不 是 让 人 x, 8) 等 于 有 夫 
的 方程 误 束 为 人 x,s) 一 作 x,0). 按照 这 个 表达 式 是 在 x 一 x” 处 
还 是 在 x 一 x(E) 处 算得 而 把 误差 称 之 为 表 观 的 还 是 真正 的 。 因 
而 对 于 真正 的 方程 误差 g, 我 们 有 
g = flx(e), e] — flx(e), 0] ~ —efe x'(0) + O(e’). 
(我 们 继续 用 上 角 标 0 表示 6 已 取 作 零 . ) 表 观 方程 误差 或 残 数 满 
足 
r 和 fx,e] 一 用 xzo;0] = fr ,el] = ef + O(a’)., 
我 们 希望 把 7 与 解 的 误差 hh = x(8) 一 x 联系 起 来 。 我 们 将 只 
保留 8 的 最 低 次 医 。 准 确 到 最 低 阶 有 
h(E) 一 Sr(0)， 
但 是 
0 = f[x(e),s] — flx®, 0] = se{fo x (0) + fo} + O(e’), 
作 丘 吴 中 的 表达 式 为 零 暗 示 着 两 件 事 : 
(1) 真正 的 误差 和 表 观 误差 在 一 价 近 似 范围 内 是 相等 的 ; 
(ii) 在 一 价 近 似 范围 内 ,误差 为 : 
h 一 一 击 . (12) 


误差 不 仅 与 残 数 + 有 关 , 而 且 还 依赖 于 问题 的 条 件 ,这 在 一 般 
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情况 下 总 是 正确 的 。 在 现在 这 种 情况 下 ,“ 条 件 * 与 种 有 关 。 特 
别 是 ,如 果 j 很 小 , 那 末 的 小 改变 就 与 zx 的 0(1) 改变 有 关 ; 换 
句 话 说， 方程 的 小 改变 与 解 的 非 小 改变 联系 在 一 起 。 如 果 存 在 着 
这 样 的 劣质 调节 , 那 末 尽管 残 数 是 小 的 ,误差 也 仍 可 以 是 大 的 。 相 
反 ,对 于 调节 得 很 好 的 问题 [1 的 量 级 为 1],(12) 式 表明 ,大 的 残 
数 * 排除 了 小 的 误差 1。 
如 果 我 们 把 (12) 式 写作 如 下 的 形式 
h 1 /rr 
和 -直人 

那 末 ,我 们 就 看 到 ,在 估算 相对 误差 4/x 时 ， 与 此 有 关 的 正 是 相对 
残 数 +/x, 其 中 x* 是 解除 了 劣质 调节 的 情况 之 外 , > 可 以 与 近似 
解 的 大 小 相当 .因而 在 例 4 中 ,人 们 除了 应 当 考 查 忽略 项 与 保留 项 
的 比值 之 外 , 还 要 考查 忽略 项 与 估算 解 的 比值 。 后 一 比值 为 sz2/ 
*. 对 于 s 一 一 2-23, 这 个 比值 在 xz 接近 于 工时 是 小 的 ,但 在 % 比 2 
大 得 多 时 变 大 了 。 这 就 清楚 地 告诫 我 们 ， 对 于 较 大 的 根来 说 发 生 
了 困难 .实际 上 这 种 告诫 多 少 有 点 过 早 , 居 为 对 于 大 约 直 到 10 的 
零点 ,这 里 的 调节 因子 仍 可 使 误差 保持 在 合理 的 范围 内 。[ 有 关 这 
一 问题 的 敏感 性 的 详细 讨论 ,请 参阅 Wilkinson (1963).] 在 正规 
的 情况 下 ,可 以 指望 多 项 式 的 各 项 在 其 系数 具有 单位 数值 时 大 小 
相同 ;在 这 种 情况 下 ,与 任何 保留 项 的 比较 ， 将 给 出 所 需 的 残 数 和 
解 之 间 的 比值 大 小 。 但 例 4 的 多 项 式 并 不 是 “正规 ”的 ， 其 中 的 很 
多 系数 非常 大 ， 不 过 这 些 项 因为 符号 交替 而 几乎 相 消 。 具 有 这 样 
的 大 而 又 几乎 相 消 的 项 的 “变态 ”方程 是 并 不 罕见 的 ; 在 把 忽略 项 
与 保留 下 来 的 假定 的 “典型 "项 相 比 较 时 ,我 们 必须 牢记 这 一 点 . 


二 阶 微 分 方程 
考虑 x(1, 8) 的 一 个 初 值 问 题 : 
f(i, xy t,t,E) = 0; x(0)= A, x*(0)=— B~, 


ej <1, .= 2, (13) 
ut 
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下 面 的 推理 与 刚才 讨论 方程 f[x(s), s] 一 0 时 所 用 的 推理 十 分 
类 似 ， 
令 一 0， 可 以 求 得 一 个 近似 解 : 
fz, x0) ， 0 区 0) , 0) -一 0. 
再 令 s 一 0, 我 们 还 可 以 写 出 方程 误差 
f(1, x, ,EE) CO— f(1, x 区 ,，0) 

为 了 得 到 残 数 ,我 们 计算 x 一 + 时 的 方程 误差 

rr (t,x ,ti2), 6) = Elfs].= + O(e’). 
真正 的 方程 误差 8 满足 

g 一 —f(i,x,t, ,0) = —elfre 十 有 ze fate] + O(e’), 

(下 标 表 示 偏 导数 . ) 但 是 

0 = (i, x， 光 ， 光 ， 8 ) _ f(z, ro 。 0 0, 0) 

— Elfx, + fr. + fr, 十 f;] .= 十 Ot e’), z 
因此 与 以 前 一 样 ,用 一 种 使 我 们 能 想起 所 有 项 都 是 在 s 一 0 处 计 
算 的 上 标 ,我 们 得 到 
AE Pe 十 Lie en 《14) 

从 (14 ) 我 们 得 到 结论 : 当 准 确 到 最 低 阶 时 ， 残 数 方程 误 着 和 真正 
的 方程 误差 是 相同 的 ， 同样 现在 我 们 也 可 得 到 用 残 数 表示 的 误差 
表达 式 . 为 此 ,我 们 作 如 下 的 定义 

FQ) = 0, 19, #0), 


h(z) 三 (xz x G13) 

我 们 注意 到 / 
h(i) = (x, 4 £0) + O(e’), 
因而 ,准确 到 最 低 阶 时 ,(14) 意 味 着 
kk .hh 一 一 > (16) 

和 而 

ri = |F| hl cos (Fh) < |F| Ih 
因此 ， 

h| > a 
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我 们 再 次 看 到 ,如 果 间 题 不 是 劣质 调 古 的 , 那 末 大 残 数 就 排除 了 小 
误差 。 

“请 注意 , 误差 失 量 h 和 条 件 矢量 F 不 仅 涉及 解 的 特性 ， 而 且 
也 涉及 到 解 的 头 两 个 导数 的 特性 ， 因 此 ， 即 使 方程 的 小 改变 与 解 
本 身 的 小 改变 相互 联系 在 一 起 ,〈 例 如 ) 如 有 末 解 的 二 阶 导 数 受 到 了 
显著 的 影响 ,也 会 引起 劣质 调节 . 

一 修 小 残 数 是 否 意味 着 小 误差 ， 很 难 从 (16) 式 对 此 作出 任何 
普遍 的 结 论 ， 宪 夺 调节 无 疑 是 必须 加 以 排除 的 ， 对 于 小 的 ”不 是 
由 于 xe ze ， 和 ie" 的 非 小 量 误差 的 相 消 而 得 到 的 这 一 点 ， 人 们 
必然 感到 自我 满足 在 特殊 情况 下 人 们 还 可 以 作出 进一步 的 结 
论 。 为 了 举例 说 明 这 一 点 ,考虑 

元 十 (Hi 十 sr) 一 一 0;j x(0) 一 0，20) 一 1 (17 ) 
如 在 6.3 节 中 说 明 的 那样 ,(17) 式 是 在 参数 一 /Rg 很 小 时 把 
例 2 中 的 抛射 问题 的 基本 方程 恰当 地 无 量 纲 化 后 的 形式 .在 此 情 
况 下 , F 一 (0,0, 1), 并 且 > = ex 中 (zt)， 因 此 可 以 从 (16) 式 立 
即 推 得 | 
| si < eMax x OF). (18) 
准确 到 s 的 一 阶 项 ,上 述 关 系 表明 ,加 速度 的 误差 是 小 的 ， 积分 两 
次 就 可 以 估计 * 本 身 的 误差 (练习 1). 
考虑 一 个 非 线 性 单 探 的 小 振动 ,可 以 引进 一 个 重要 观点 。7.1 
节 指 出 ,这 个 问题 的 恰当 的 表述 形式 为 
日 十 esin(g?0) = 0; 0(0)= 1, 
90)=0, 0<e 雹 1. (19) 
这 里 8(z) 是 时 刻 上 时 角 位 移 的 大 小 , s 是 初始 角 位 移 , 假定 它 是 
小 量 。 零 级 近似 为 69% 一 cost。 利 用 (16) 式 表示 此 误差 ,我 们 得 
到 / / 
e[bo + O00] 一 ， 二 e (= ) [go]; (20) 


通过 以 上 的 演示 ， 我 们 明白 了 为 什么 难于 根据 残 数 的 知识 来 约束 
误差 , 这 是 因为 (20) 式 怡 好 是 9 的 微分 方程 的 缘故 。 于 是 放 在 
r 19s 


我 们 面前 的 问题 是 : 根据 强迫 项 大 小 的 知识 去 对 线性 微分 方程 的 
解 作 出 估计 。 这 里 没有 普遍 的 公式 ， 但 是 下 列 简单 计算 就 是 我 们 
所 能 作 到 的 事情 的 典范 。 利 用 参数 变易 法 ， 并 注意 到 初始 条 件 
60(0) 一 6 一 0 成 立 , 我 们 写 出 


sb 一 | sinCe — 8)r(8) ds. 
因为 | >| < 一 ,所 以 对 于 0<i 过 7, 就 有 
Jeoo(a) | < ££. 
6 


正如 大 家 熟知 的 那样 ,误差 确实 随 工 的 增加 而 增加 . 

从 另外 一 种 观点 来 看 ,现在 的 例子 说 明 , 欲 知 一 级 近似 是 否 正 
确 的 最 好 方法 ， 或 许 是 计算 二 级 近似 ， 总 之 ， 0 就 是 9(1, 6) 车 
级 数 展 开 中 0(s8) 的 系数 .0 遵循 的 方程 (20)， 它 就 是 从 可 以 有 
作为 扰动 理论 的 参数 微分 法 "那里 得 来 的 . 
建议 

在 关于 基本 简化 步骤 的 分 析 中 ， 我 们 开始 探索 残 数 和 误差 之 
闻 的 关系 。 在 某 种 意义 上 来 讲 , 我 们 只 抓 住 了 问题 的 度 毛 ,因为 数 
值 分 析 的 一 个 重要 部 分 本 身 就 涉及 到 如 何 用 逐次 减 小 残 数 的 方法 
来 得 到 各 种 问题 逐步 更 好 的 近似 2。 但 是 我 们 主要 关心 的 是 那些 
如 此 难以 克服 以 致 逐次 近似 也 是 毫 无 可 能 的 问题 一 一 人 们 只 能 得 
到 一 级 近似 。 对 于 这 样 一 些 经 常 为 应 用 数学 家 们 磁 到 的 问题 ， 上 


1) 在 理解 各 种 系统 对 导数 变化 的 敏感 性 时 ， 有 关 象 8 这 种 函数 的 计算 及 其 作用 
的 详细 知识 ,请 参阅 了。Tomovic 和 M。Vukobratovic 所 著 的 《Ceze1al Sen* 
stivity Theory» (N. Y. Elsevier, 1972)., 

2) 借助 格林 函数 和 李 卜 希 北条 件 , 往往 可 以 用 小 残 数 的 存在 去 说 明 近 似 的 优点 . 
例如 ， 参 阅 N. Ferguson 和 B. Finlayson .关于 一 个 多 组 元 系统 传 热 传 质问 
题 的 解析 -数值 混合 求解 方法 的 讨论 ， 该 系统 在 催化 剂 片 中 进行 着 化 学 反 应 . 
[Amer. Inst. Chem. Eng. J 13，1053 一 1059(1972)]1。 在 某 一 鲁 况 下 , 证 明 
精度 达 13 位 数字 ， 
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述 讨 论 使 我 们 能 作出 如 下 的 建议 : 

Gi) 在 困难 的 问题 中 采用 基本 的 简化 步骤 。 无 需 作 很 多 额外 
的 工作 去 估计 被 忽略 项 的 大 小 ， 而 你 至 少 要 知道 所 作 的 简化 在 什 
么 地 方 几乎 肯定 是 不 正确 的 (此 时 残 数 很 大 ). 

Gii》 虽 然 很 难 限制 与 给 定 残 数 联系 在 一 起 的 误差 但 是 把 残 
数 看 成 是 一 种 额外 的 强制 ,运用 物理 直觉 去 估算 其 作用 ,这 可 能 是 
有 帮助 的 ， 另 一 种 可 能 性 是 用 平均 值 和 最 大 值 代替 残 数 ， 并 估算 
这 种 恒定 强制 的 作用 。 为 了 发 现 隐藏 着 的 劣质 调节 ， 在 问题 中 作 
一 些小 的 随机 修正 ,并 重新 求解 (Lanczos，1957, 第 170 页 , 见 本 
章 开 头 的 脚注 ). 

(ii) 注意 把 忽略 项 与 保留 项 加 以 比较 ， 为 了 估算 相对 误差 ， 
最 好 把 忽略 项 与 你 得 到 的 近似 解 进行 比较 。 : 

(iv) 一 个 应 用 数学 家 研究 简化 的 模型 以 便 对 复杂 情况 取得 
理解 按照 这 种 精神 ， 他 不 仅 把 对 较 简 单 的 经 典 问题 的 数值 分 析 
和 扰动 理论 的 深入 研究 看 作对 问题 本 身 是 有 价值 的 ， 而 且 还 认为 
它 对 于 指出 在 更 为 复杂 的 问题 中 能 指望 出 现 些 什么 也 是 有 价值 
的 . 

(v) 只 要 有 可 能 ,就 去 算出 “额外 ”项 ,并 用 它 去 估算 一 级 近似 
的 误差 。[ 关 于 这 条 建议 的 示例 ,请 参阅 围绕 着 方程 (7.1.25) 的 讨 
论 . ] 
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1. 利用 (18 ) 式 给 出 1sx 人 (zx)| 的 界 。 

2. 一 块 处 于 定常 状态 下 的 平板 , + 一 0 处 温度 为 Tr 一 1 处 为 
TI。 热 导 率 为 《一 如 exp(ex), 式 中 |el 1。 用 的 平均 值 代 
替 《, 求 近似 的 温度 分 析 。 并 核对 自治 性 . 

3. 水 从 容器 的 一 个 小 圆 孔 中 流出 来 ， 速 度 " 近 似 地 为 "一 
0.6V284， 式 中 & 是 重力 加 速度 ，h 是 小 孔 上 面 水 的 高 度 
令 4(4) 为 高 度 丰 处 容器 的 横 截 面积 。 

a) 推出 
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b》 假定 容器 真实 形状 的 近似 为 4C4) 一 如 ，。 是 一 个 常数 ， 
求解 这 个 初 值 问题 讨论 这 一 近似 的 表 观 自治 性 。 有 没有 近似 
既 能 表 观 自 洽 又 能 劣质 自治 的 情况 存在 ? 


6.2 量 纲 分 析 


在 理论 科学 家 现 有 的 技巧 中 , 量 纲 分 析 占 据 着 特殊 的 地 位 .其 
中 所 需 的 形式 运算 是 很 容易 的 ,但 是 经 过 仔细 的 考查 ,就 可 以 看 出 
其 中 涉及 的 观念 是 相当 深刻 的 (参阅 Bridgman、1931)， 现 在 已 经 
知道 ,在 连续 群 理论 中 , 量 纲 分 析 与 偏向 分 方程 的 相似 解 具有 共同 
的 基础 。( 人 参阅 Birkhoff，1960.) 

过 多 地 讲述 量 纲 分 析 的 理论 问题 会 使 我 们 离 题 太 远 。 有 关 这 
方面 的 内 容 ， 读 者 可 参阅 文献 。 我 们 宁可 基本 上 采用 6.1 节 岂 阐 
述 的 简单 抛射 问题 来 说 明 一 般 概 念 ， 用 这 种 方法 来 引进 这 一 课题 
的 实际 内 容 。( 在 4.1 节 末 尾 , 讨论 了 与 热流 有 关 的 量 岗 分 析 的 某 
些 方面 . ) 

我 们 将 要 示 明 怎样 把 一 个 微分 方程 无 量 纲 化 ， 此 外 还 要 说 明 
如 何 来 利用 无 量 纲 化 ,即使 不 知道 某 一 现象 所 遵循 的 方程 ,只 要 能 
列 出 有 关 参 数 就 行 。 在 论述 量 纲 分 析 的 优点 时 ， 简 要 地 讨论 了 几 
何 相 似 模型 的 应 用 .我 们 假定 读者 已 初步 熟知 了 物理 量 岗 的 概 

念 ,例如 ; 正如 加 速度 的 标准 单位 厘米 /种 所 指出 的 那样， 其 量 纲 
为 长 度 /有 时间 ” 


把 一 个 微分 方程 化 成 无 量 纲 形式 


我 们 可 了 区 通 过 抛射 问题 去 非 贡 人 简 半 地 说 明 量 纲 分 析 的 主要 概 

念 。 抛 射 问题 请 参阅 6.1 节 的 例 2。 以 初速 耻 径 向 抛射 一 个 质点 ， 
我 们 可 以 把 它 在 时 间 * 时 位 移 **(z#) 的 方程 重新 写 出 

dt ‘gR’ 


BK A*(0)=0 
a (x* 二 RY” ~ (0) = 0, 
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4 0) -_ (1a,b,c) 
di* 3 ?3 人 
式 中 尺 是 地 球 的 半径 , 8 是 重力 加 速度 , 当 质 点 在 地 球 表 面 时 , x* 


为 了 把 (1) 式 变 成 无 量 纲 形式 ,我 们 施行 无 量 纲 化 步骤 的 二 步 
曲 ,这 对 于 很 大 一 类 问题 都 是 适用 的 。 

第 一 步 。 列 出 所 有 的 参数 和 变量 以 及 它们 的 量 纲 《用 基本 单 
位 写 出 ， 例 如 质量 写成 A ,长 度 乡 , 时 间 .F)， 在 现在 这 个 全 
子 中 ,我 们 列表 如 下 : 


变 量 量 网 
因 变 量 x* eg 

目 变 量 后 9 

参数 

重力 加 速度 g LF 
初始 速度 了 9 


地 球 半径 RR 和 


第 二 步 . 令 v* 为 一 个 变量 ,构成 一 个 与 v* 具有 同样 量 岗 的 
参数 组 合 p*， 引 进 v*/p* 作为 无 量 纲 量 .这 里 R 与 的 量 岗 相 
闻 ,而 RV 与 上 的 量 纲 相同 。 于 是 我 们 引进 新 变量 ”和 r, 其 定 
义 如 下 : / 

洲 2* 


re — 了 ta 。 ， 
”下 RV 


这 两 个 变量 都 是 无 量 纲 的 ,因为 无 论 采 用 何 种 量度 标准 ,它们 的 数 
值 都 相同 。 例 如, 如果 R = 4000 英里 ，x* 二 8000 英里 ， 那 未 
y 一 2; 如 果 采 用 公里 作为 标准 长 度 ,我 们 则 有 6436 公里 ，x* 一 
12876 公里 , 那 末 仍然 有 y = 2. / 

把 (2) 式 中 的 新 变量 代入 (1) 式 需要 用 到 链 锁 法 则 。 于 是 ( 运 
算 约 细节 已 伞 细 写 出 .) 
dx* _d(yR) » ad dy pd dy ee) 


1 [一 


0 本 di*? di* dr* di* \dr dr 


(2a, b) 
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~-R- 和 (入) 一 7 d 6 
di* \ar R di* \dar 


va (HE Vdy 
“ dr 多) di* R dz2 (3) 
进一步 作 一 点 计算 (练习 1a) 便 可 给 出 最 终 的 结 朱 : 
dy 1 -- 
5 I Cy 十 1y y(0) 0， 
(0) 一 1， (4) 
dr 
式 中 
pa | 
z 8 sR (5) 
注意 参数 s 的 量 纲 为 
(LT 


HIIT I om HINT 
3 


LT 

这 就 是 说 8 是 无 量 纲 的 ， 
注 评 : (i) 在 (2) 式 中 ，R 称 为 内 课 参 考 长 度 ,z 称 为 内 正 参 
考 时 间 ， 一 般 来 讲 , 人 们 总 把 内 车 参考 量 定义 为 度量 标准 , 它 是 由 
已 知 问题 中 的 一 些 参 数组 成 的 ; (ii) 可 以 证 明 , 在 一 个 恰当 地 加 以 
无 量 纲 化 的 问题 中 ， 只 能 出 现 参 数 的 元 量 岗 联合 ( 象 6)， 有 时 称 
为 无 量 纲 组 合 。 《iii) 我 们 已 用 带 星 号 的 量 表示 有 量 岗 变量 ,这 
样 便 能 够 更 加 方便 地 用 不 带 星 号 的 变量 去 代替 最 终 的 无 量 岗 量 . 
(iv) 在 无 量 纲 化 时 ,继续 需要 进行 象 (3) 式 那样 的 计算 。 这 种 计算 
等 价 于 把 常数 作 形 式 上 的 移动 ， 因 而 可 以 把 它们 象 下 式 那 样 地 提 

到 有 导数 前 面 去 : 

dx* _ dd’(yR) R dy Vdy C6) 


da) dCRV-IY RiV ?dr R dr 
(v) 除 了 质量 .A ,长度 络 \ 时 间 .F 以 外 ,往往 必须 把 温度 @ 作为 基 
本 单位 包括 进来 .另外 ,在 某 些 特殊 问题 中 ,假定 还 存在 有 田 外 有 的 
基本 单位 对 于 处 理 问 题 是 有 利 的 (参阅 练习 7). 
很 明显 ， 如 若 注意 到 参数 间 的 依赖 关系 ,我 们 就 能 看 出 (1) 式 
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其 有 如 下 形式 的 一 个 解 
Xx” = Xx! ; 9g, R,V), (7) 
而 (4) 式 的 解 可 以 写作 
一 y(T,E). (8) 
解 (7) 依 赖 十 三 个 参数 g, R 和 了 了 ，, 但 在 (8) 式 中 , 只 出 现 一 个 无 量 
纲 参数 s， 
除了 (2b) 式 以 外 ,还 有 另 一 种 选择 方案 ,我 们 可 以 把 参考 时 间 


建立 在 加 速度 8 的 基础 上 ,从 而 写 出 
x* i* 
3 = —, 1 一 -一 一。 (9) 
R " V Rg-! 
这 样 (1) 式 变 为 
d’z 


1 dz 
Ir Beek z(0) 一 0， (0) = e3. (10) 
此 时 ,我 们 可 以 预料 它 的 解 具有 下 列 形式 
Z =—= z(T, E), (11) 

存在 着 无 数 的 参考 时 间 ， 这 是 因为 对 于 任何 函数 (8), 都 可 
把 5RF 取 作 参考 时 间 。 这 些 参考 时 间 中 不 论 采 用 哪 一 个 , 情况 
也 仍 象 (8 ) 式 和 (11) 式 一 样 ,离开 地 面 的 无 量 纲 距离 仅仅 依赖 于 一 
个 无 量 岗 时 间 和 单一 的 无 量 纲 参数 s， 

先 验 地 把 长 度 与 一 个 内 豪 参 考 长 度 去 比较 ， 而 不 是 与 诸如 某 
个 金属 杆 的 两 个 记号 之 间 的 距离 那 类 任意 长 度 去 作 比 较 ， 这 样 做 
是 有 好 处 的 ， 如 同上 例 所 表明 的 那样 ,情况 确实 如 此 ,其 好 处 在 于 
当 采 用 无 量 纲 参数 时 ， 出 现在 一 个 问题 中 的 参数 的 数目 减少 了 . 
(更 精确 地 说 ,没有 形 失 参数 ， 但 它们 仅 以 某 种 无 量 纲 组 合 的 形式 
出 现 , ) 上 例 还 说 明 , 除 了 最 简单 的 问题 以 外 ,还 可 以 用 各 种 不 同 的 
方式 进行 无 量 岗 化 ,各 种 方式 使 参数 减少 的 数目 相同 ， 

我 们 要强 调 , 由 于 在 无 量 纲 形式 的 抛射 问题 中 ,全 部 参数 只 出 
现在 组 合 8 中 ， 因 而 从 抛射 间 题 中 找到 的 任何 无 量 岗 的 结果 仪 依 
赖 于 参数 g .例如 ,假定 我 们 对 抛射 体 到 达 最 高 处 的 无 量 纲 时 间 zy 
感到 兴趣 , 那 未 利用 无 量 纲 表达 式 (4), 我 们 看 到 ,只 归 解 出 直列 
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方程 

多 | 
dT | r=rm z 
便 可 确定 这 一 时 间 . 但 是 既然 y = y(r, s), 上 述 方程 表明 , 存在 
着 某 个 函数 1, 使 得 rw 一 f(s)， 用 原始 变量 来 表示 时 , 我们 就 得 
到 到 达 最 高 处 时 的 有 量 纲 时 间 必 的 表达 式 


2 一 (2 (12) 


一 0, 


gR 
西数 关系 的 无 量 纲 化 


我 们 现在 来 说 明 , 对 于 其 个 问题 来 说 ,只 要 知道 微分 方程 中 应 
该 出 现 的 所 有 变量 和 参数 ,即使 并 不 知道 这 个 方程 ,《12) 式 也 仍然 
可 以 推导 出 来 。 我 们 还 是 采用 抛射 问题 来 示 明 一 般 的 方法 。( 在 
下 面 所 需 的 六 个 步骤 的 每 步 之 后 ， 我 们 将 立即 举 出 一 个 特例 , ) 这 
一 方法 基于 下 列 观念 :既然 问题 的 参数 都 具有 形 如 .Aiz“S5j2 “5 的 
量 纲 ， 那 末 人 们 可 以 采用 这 些 参数 的 某 种 寡 积 去 寻找 无 量 岗 的 参 
数组 合 . 

第 一 步 。 假定 某 个 感 兴趣 的 无 量 纲 量 是 该 问题 中 有 量 纲 参 数 
的 一 个 函数 四 ? 


炒 
Rm ™ DlV, g» R) (13) 

第 二 步 。 考虑 由 四 的 自 变 量 的 短 积 所 组 成 的 项 地 
TT 一 Vig :R's, Cy Oa, Oy 是 背 数 ， (14) 


第 三 步 。 把 各 变量 的 量 纲 代入 
5 的 量 岗 一 (和 3) 和 3 
一 一 tt 
第 四 步 . 为 了 得 到 无 量 纲 参数 xf, 要求 HV’, 红 ，F 等 的 指数 
等 于 需 , 这 样 就 得 到 一 个 线性 代数 方程 组 
1) 如 果 在 不 则 上 能 确定 单 值 函 数 更 的 数学 问题 中 会 出 现 某 个 参数 ,， 那 末 就 应 该 把 
它 包括 进来 . 
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忆 十 四 十 由 一 0， 一 上 一 2o 一 0， 
第 五 步 . 寻找 用 任意 常数 cy ca 等 表示 的 代数 方程 组 的 通 
解 . 
Oy 一 《19 Ci1 任意 。 
19 
OW 一 lc, oo 一 一 (一 2cl 十 C1) = C1 ( ) 
第 六 悉 ， 把 ai. oa…， “千代 回 AX 以 得 到 形 如 zf 752 的 表 
达 式 。 风 的 尿 始 目 变量 的 住 何 无 量 岗 组 合 便 可 表示 为 中 的 函 
数 ， 这 样 ,就 可 以 用 甩 ; 的 孙 数 末代 将 多 ， .. : 
在 现在 的 例子 中 ,我 们 从 (14) 和 (15) 得 到 
xp ic pcs RO = gk 1 
1 pi (经 ) 


由 于 对 于 任 选 的 ct, x 都 是 无 量 岗 的 , 所 以 , 当 我 们 特别 取 ck: 一 1 
时 ,就 得 到 无 量 纲 参数 gR/V? 二 a. V,g 和 R 的 其 他 储 何 无 量 纲 
组 合 必然 是 x 的 函数 .既然 (13) 式 的 左 端 是 无 量 纲 的 , 右 端 必然 
也 是 无 量 纲 的 . [否则 我 们 在 用 两 种 不 同 的 测量 标准 计算 BCV， 
g，R) 时 ,就 可 能 得 到 矛盾 的 结论 . 1 因此 ,对 某 个 函数 多 ,必然 有 


1 rgR 
Ro 一 中 (对 让， (16) 

可 以 把 上 面 的 结果 写作 z 
ey 一 RUVa2g 120 (如 (17) 


而 我 们 从 该 问题 的 微分 方程 表述 形式 所 推 得 的 形 如 (12) 式 的 式 子 
为 


py 

席 一 RV /人 (< (18) 
(17) 式 等 价 于 (18) 式 ,这 一 点 也 许 并 不 明显 ， 但 是 可 把 (16) 式 写 
作 成 ~ RVR-AVg 4 人 (人 (19) 


如 果 我 们 能 够 选择 一 个 函数 由 使 (19) 式 成 立 , 那 末 我 们 也 可 以 选 
泽 一 个 函数 Ke) 一 ep(1/e) 使 (18) 式 成 立 ,反之 亦 然 . 
我 们 已 证 实 了 上 述 论 断 ， 即 使 不 知道 基本 方程 和 初始 条 件 ， 
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也 能 够 证 有 明 时 间 必 和 R VY 的 商 只 依赖 于 三 个 参数 六,g 和 RR 的 
一 个 无 量 纲 组 合 V?/gR。 从 下 列 讨论 便 可 弄 清楚 这 种 能 力 的 价 
值 . 我 们 假想 有 人 正在 从 各 行星 上 做 的 许多 实验 中 收集 关于 tx 的 
数据 ， 一 个 无 知 的 人 可 能 会 这 样 来 整理 数据 “对 于 某 一 尺 值 和 
固定 的 8 值 画 出 虞 随 V 变化 的 曲线 。 然后 他 再 选择 其 他 儿 个 R 
值 在 同一 页 上 画 出 几 条 相应 的 曲线 .。〔 练 习 2) 他 会 选择 另 一 个 
8 值 在 另 一 页 上 重复 这 种 画 法 。 要 把 全 部 数据 都 画 出 来 就 需要 一 
本 书 . 但 是 ， 如 果 他 懂得 量 纲 分 析 ， 那 末 他 便 能 把 所 有 的 数据 玫 
画 在 表示 iw/RV 7 随 站/gR 变化 的 同一 条 曲线 上 . 
采用 稍为 不 同 的 观点 ， 我 们 就 会 觉察 到 ,纯粹 出 于 量 纲 务 虑 ， 
便 可 知道 到 达 最 高 处 所 需 的 无 量 纲 时 间 只 能 与 了 "/gR 有 关 , 获得 
这 一 结论 在 认识 上 是 一 个 相当 大 的 前 进 .再 举 另 一 个 简单 的 例子 ， 
人 们 仅 靠 和 量 纳 分 析 就 能 推 知 单 摆 完 成 一 个 小 幅 振 动 的 周期 与 摆 锤 
的 质量 无 关 ， 而 事实 上 它 等 于 一 个 常数 乘 以 VL/g (参阅 练习 
3)。 还 有 一 个 不 太平 庸 的 示例 , 即 1941 年 苏联 科学 家 Kolmogorov 
曾经 提出 了 普 适 平衡 假设 ,这 个 问题 中 ， 量 网 分 析 的 应 用 (我 们 只 
准备 提 一 下 ) 发 挥 了 它 的 作用 ,对 于 理解 流体 湛 流 运动 这 一 仍然 是 
难以 捉摸 的 探索 来 说 ， 上 述 比 较 简单 的 假设 万 是 一 个 里 程 碑 。 参 
阅 G, K. Batchelor Homogencous Turbulence (New York: Cambridge 
U. P.，1960), 第 114 页 ， 


几何 相似 模型 的 应 用 


我 们 已 经 示 明 , 量 纲 分 析 对 实验 工作 者 来 说 是 有 用 的 ,这 是 因 
为 ,为 了 确定 系统 的 性 能 ,他 (或 她 ) 只 须 对 于 表征 该 系统 的 比较 少 
的 参数 进行 测量 就 行 了 .对 于 科学 家 和 工程 师 来 说 , 量 纲 分 析 之 所 
以 有 用 还 有 另 一 个 理由 ,借助 于 量 纲 分 析 , 人 们 就 能 证 明 , 倘 若 两 
个 系统 的 基本 的 无 量 岗 参数 具有 相同 的 数值 , 那 末 几 何 相似 模型 ? 


1) 我 们 要 荐 重 指出 ,这 里 的 讨论 中 :模型 ”这 个 词 并 不 表示 数学 模型 ,而 是 取 其 为 
”人们 所 热 悉 的 含意 ,例如 指 飞 机 的 一 个 小 的 复制 品 ， 
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的 性 能 便 与 原始 系统 的 完全 一 样 。 既 然 一 个 理论 工作 者 必须 对 实 
验 的 特点 和 局 限 性 具备 鉴别 能 力 ， 因 而 我 们 将 花费 一 点 篇 幅 来 讨 
论 几 何 相 似 模 型 ， 

个 几何 相似 模型 的 形状 与 原来 感 兴 : 趣 的 装置 的 形状 完全 相 
同 ,但 其 大 小 却 取得 更 为 方便 。 这 里 所 作 的 讨论 ,其 县 的 是 为 了 强 
调 这 样 一 点 : 只 有 当 原 型 和 模型 不 仅 大 小 成 正比 ， 而 且 其 他 属性 
也 成 正比 ,从 而 两 者 的 重要 的 无 量 纲 参 数 都 相等 时 , 才 有 可 能 指望 
模型 精确 地 模拟 了 原型 的 性 能 . 

船舶 设计 乃 是 模型 应 用 的 一 个 好 例子 。 倘 若 某 一 长 度 为 工 的 
船只 以 常 速 U 沿 直线 运动 ， 而 我 们 对 于 单位 时 间 内 船只 作 的 功 P 
(功率 ) 感 到 兴趣 。 之 所 以 要 作 功 ， 主 要 是 由 于 形成 水 面 波动 或 由 
于 克服 水 的 粘性 都 要 消耗 能 量 . 因此 对 于 一 个 流体 力学 家 来 说 ， 
可 望 有 如 下 的 式 子 

P= flU,L, g, Pp,»), (20) 

其 中 8g 是 重力 加 速度 ，? 是 水 的 密度 ，> 是 水 的 运动 粘性 系数 . 
[ 卷 I 中 关于 水 波 和 粘性 流体 运动 的 那 部 分 题材 将 要 讲 到 假设 
(20) 式 所 赖 以 成 立 的 依据 ,但 上 前 我 们 不 妨 不 加 怀疑 地 接受 
(20) 式 . ] 运用 量 纲 分 析 ( 练 习 4), 我 们 能 推 得 


Pe 
7 一 由 Fr，Re ) (21) 
式 中 Fr = U/(Lg))” 称 之 为 弗 劳 德 数 (Froude number )，Re = 
UL/v 称 为 雷诺 数 《Reynolds number)， 这 两 个 无 量 纲 参数 分 别 与 
波 阻 和 粘性 阻力 有 关 。 这 一 点 并 不 奇怪 。 因 为 只 有 第 一 个 参数 才 
涉及 波 所 克服 的 重力 , 币 只 有 第 二 个 参数 才 涉 及 流体 的 粘性 ， 
假定 我 们 对 于 所 研究 的 船只 构造 了 一 个 几何 相似 模型 ， 它 与 
原 船 的 形状 相同 ,大 小 只 有 原 船 的 百 分 之 一 。( 如果 用 带 捕 的 量 代 
表 模 型 的 参数 ,这 就 是 说 L' = 10-?L。) 为 了 使 模拟 实验 的 弗 劳 
德 数 与 原 船 的 相同 ,我 们 必须 使 模型 以 十 分 之 一 也 的 速度 运动 ,此 
时 
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1 
(Lg (O02Lgye : 

为 了 得 到 相同 的 雷诺 数 ,我 们 必须 使 用 这 样 一 种 流体 , 它 的 运动 粘 
性 系数 是 水 的 十 分 之 一 。 这 种 流体 是 不 存在 的 (例如 空气 的 运 
动 粘性 系数 约 比 水 的 大 15 倍 . ) 因 此 ,似乎 不 能 造 出 一 个 模型 使 原 
船 的 无 量 纲 参 数 都 再 现 出 来 . | 

也 许 , 与 人 们 的 期 望 相 反 ,原型 船只 的 雷诺 数 往往 相当 大 这 一 - 
事实 并 不 能 使 情况 得 到 挽回 .[ 如 果 一 只 100 米 长 的 船 ,以 10 米 / 秘 
《 约 20 英里 小 时 ) 的 速度 运动 ， 那 未 因为 水 的 > 一 10- 厘米 2/ 秒 ， 
所 以 雷诺 数 约 为 10”.] 有 理由 指望 ， 如 果 已 经 知道 Re 一 107 和 
Re 一 10s 时 了 的 变化 情况 , 那 末 采用 简单 的 外 推 就 能 得 到 Re 一 
10? 时 PP 的 性 质 。 然 而 流体 力学 的 一 个 重要 事实 是 “ 当 雷 诺 数 变 大 
或 变 小 时 ,流动 特性 并 不 简单 地 拉平 ,而 是 和 继续 变化 ， 并 且 对 于 大 
多 数 几 何 形状 来 说 , 当 Re 大 到 惊人 的 数值 时 ， 将 产生 大 而 出 平 意 
料 的 突变 .”(Lighthill，1963。)( 这 种 突变 是 由 这 样 的 一 些 
现象 所 引起 的 ,例如 ,从 层 流 突然 转 护 到 涡 旋 灌流 或 者 流 谱 中 其 他 
性 质 的 变化 . ) 在 估计 船只 阻力 的 过 程 中 ， 人 们 发 现 弗 劳 德 数 的 变 
化 也 会 引起 “突变 ”。 形 成 这 一 现象 的 一 个 重要 原因 是 阻力 对 于 头 
波 和 尾 波 之 间 的 相互 作用 的 特性 是 很 敏感 的 . 

在 有 些 领域 中 ,并 不 能 通过 模拟 实验 容易 地 得 到 结果 ,船舶 设 
计 便 是 这 样 的 领域 中 的 一 个 例子 。 因 此 ， 尽 管理 论 流体 力学 工作 
者 们 对 这 一 门 学 科 作出 了 相当 大 的 贡献 ?, 但 船舶 设计 仍然 是 一 门 
技巧 多 于 科学 的 学 科 . 
: 让 使 模型 实验 可 能 产生 误差 的 一 个 源 由 是 ， 采 用 量 岗 分 析 所 
作 的 推导 ， 其 正确 性 显然 要 求 基 本 假设 是 正确 的 ; 即 所 有 有 意义 
的 量 在 本 质 上 只 依赖 于 表 中 所 列 出 的 量 ; 如 果 有 一 个 重要 参数 被 


1 ) 有 一 篇 很 好 的 评述 文章 ,这 就 是 G. Gadd 的 “Understanding Ship Resistance 
Muthematically” J Ynste Math, Appl. 4.43 一 57 (1968). 也 可 参阅 D. H- 
Peregiine 的 “4 Ship'’s Waves and Its Wake” J. Fluid Mecch. 49, 353— 
60 C1971). 
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遗 滑 了 ， 那 就 不 能 漠 下 模拟 实验 得 到 准确 的 结果 .例如 从 一 只 十 
分 小 的 船 模型 发 出 的 波 ， 可 能 会 受到 表面 张力 工 的 强烈 影响 ， 此 
处 相应 的 无 量 纲 参数 可 取 作 波 特 数 (Bond number) B。 二 pgL’*/T. 
如 果 模 型 的 波 特 数 并 不 与 原型 物体 相间 ， 那 未 倘若 在 其 中 的 任 一 
实验 中 表面 张力 很 重要 的 话 ,就 会 造成 误差. 

在 复杂 情况 下 ,为 了 确定 所 有 的 重要 参数 ,显然 需要 从 物理 圭 
对 问题 有 深刻 的 理解 。 对 于 在 缺乏 这 种 理解 时 所 引起 的 困难 ， 我 
们 可 以 用 化 学 工程 中 出 现 的 按 比 例 扩 大 问题 来 加 以 说 明 。 虽 则 新 
的 化 学 工厂 在 几何 上 与 试验 性 工厂 相 类 似 ， 并 且 在 其 他 许多 方面 
也 与 之 很 类 似 ,但 它 有 时 候 却 不 能 顺利 地 进行 生产 ,这 是 因为 试验 
性 工厂 未 能 正确 地 把 某 些 无 量 纲 参数 再 现 出 来 ， 而 这 些 参 数 想 不 
到 却 对 工厂 的 生产 过 程 有 重大 影响 .化 学 工厂 典型 地 涉及 了 这 种 
流动 与 化 学 反应 之 间 的 复杂 的 相互 作用 ,因而 ,难于 设计 模型 实验 
这 一 点 是 并 不 奇怪 的 2. 


我 们 再 举 出 男 一 个 当前 使 人 感到 极 有 兴趣 的 领域 ， 即 生理 流 
动 问题 , 它 在 很 多 方面 与 化 学 工程 师 所 面临 的 问题 相 类 似 ,但 却 更 
为 复杂 ,因而 必须 更 加 谨慎 地 对 待 模型 实验 ,尽管 如 此 ,这 种 实验 
仍然 是 很 有 用 处 的 (参阅 8.2 节 ). 
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我 们 已 经 示 明 ，。 把 一 个 问题 的 基本 方程 加 以 无 量 纲 化 这 是 一 
件 习 以 为 常 的 事情 ,而 且 , 我 们 也 讨论 了 当 我 们 的 认识 不 充分 , 因 
而 还 写 不 出 基本 方程 的 情况 下 ,如 何 利用 草绿 分 析 广 法。 这 时 ,就 


1) 尽管 做 模型 实验 并 不 容易 ， 但 它们 在 化 学 工程 中 却 是 不 可 缺少 的 . 这 一 点 已 为 
L。H. Backeland 的 名 言 所 概括 : “犯错 误 于 小 尺度 ， 获 利 益 于 大 尺寸 .” 用 小 
尺度 的 实验 来 预测 大 规模 工厂 的 性 能 ， 关 于 这 个 问题 有 一 段 有 趣 的 分 析 ， 请 大 
阅 R.E.Johnstone 和 M. W. Thring， Pilot Plants and :cale- -up Methods in 
Chemical Engineering (New York: McGraw Hill, 193/) 一 书 。 该 节 从 一 开 
头 便 3 引用 了 从 Leonardo da Vinci 笔记 本 中 搞 出 的 语录 “Vitravias 说 小 尺度 
模型 对 确定 大 尺度 模型 的 作用 是 没有 用 出 ， 而 我 在 这 里 二 要 证 四 这 个 全 吉 论 是 销 
误 的 ， 


LT， 


必须 具备 足够 的 物理 直觉 ， 去 把 基本 方程 如 若 已 知 时 所 出 现 的 参 
数 全 部 列 出 来 。 据 此 便 可 采用 一 种 直 捷 了 当 的 程式 自动 地 得 到 一 
组 表示 所 研究 问题 特征 的 无 量 纲 参数 . 

在 我 们 的 讨论 中 已 用 了 物理 直觉 ,并 列举 了 特例 ， 当 然 ,关于 
我 们 的 有 些 断 言 和 结论 还 要 作 进 一 步 的 研究 ， 例 如 ， 在 某 种 意义 
上 来 说 ,我 们 应 能 证 明 ,只 要 考虑 用 不 同 参数 各 自 的 震 积 所 构成 的 
无 量 纲 组 合 就 已 足够 了 。 同样 ， 当 我 们 断言 某 一 -无量 纲 参数 只 可 
能 依赖 于 其 他 参数 的 无 量 纲 组 合 时 ， 我 们 应 该 不 必 借 助 于 直观 ， 
在 练习 9 一 12 中 我 们 概述 了 所 需 的 一 种 证 明 方法 
第 八 章 中 有 一 个 非 平庸 的 例子 。 其 中 可 以 找到 应 用 量 纲 分 析 
的 详细 情况 ,至 于 量 纲 分 析 在 复杂 的 偏 微分 方程 、 初 始 条 件 和 边 
界 条 件 下 的 应 用 ,请 参阅 卷 芽 第 七 章 中 关于 水 波 的 论述 ，5.2 节 中 
对 一 组 不 太 复 杂 的 偏 微 分 方程 组 进行 了 无 量 纲 化 ， 

重要 的 是 记 住 : 无 量 纲 参数 要 比 有 量 纲 参数 少 ， 并 且 常 常 是 
少 很 多 (在 第 八 章 的 例子 中 是 八 比 三 )。 不管 这 些 无 量 纲 参数 是 从 
实验 上 得 到 还 是 从 数值 计算 中 得 到 的 ,或 者 是 靠 解析 方法 得 到 的 ， 
都 可 以 花费 较 小 的 努力 找到 问题 的 结果 ， 并 用 更 简洁 和 更 有 意义 
的 形式 把 它们 表示 出 来 。 除 了 最 简单 的 问题 以 外 ， 所 有 问题 一 般 
都 应 采用 无 量 纲 化 、 : 


练 习 


i. (a) 完成 (4) 式 的 推导 ， 
”《b)》 把 (16) 式 上 面 方 括号 中 的 句子 所 提 到 的 那 种 矛盾 明确 展示 
出 来 . 

2. 利用 你 的 定性 感觉 作 回 答 ,在 同一 组 坐标 轴 上 , 取 # 个 RR 值 画 出 
g 固定 不 变 时 坊 随 V 变 化 的 曲线 . 

3. (a) 一 个 单 摆 正 在 作 小 振动 。 试 证 明 ,按照 量 纲 分 析 , 周 期 工 不 

可 能 只 依赖 于 摆 长 二 和 摆 锤 质量 m。 

(b)》 试用 量 纲 分 析 证 明 ， 从 了 只 依赖 于 mm、 志和 重力 加 速度 8 

”的 假设 ， 可 得 如 下 关系 : 了 一 AL1/g)2， 《是 一 个 常数 ， 
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nn 


a 


[ 像 在 (2.2.18) 中 那样 ， 求解- 个 简单 的 做 分 方程 束 可 能 证 
天 《一 Zr。 

“〈c)》 假定 把 单 摆 拉 得 更 开 些 ,这 样 其 振幅 就 不 再 是 小 量 了 。 用 
量 纲 分 析 能 得 到 什么 结论 ? 

证 明 从 (20) 式 可 以 推出 (2D 式 。(v 的 量 岗 为 世 .FF 一，) 


. 在 深水 中 ,一 只 船 的 螺旋 桨 所 提供 的 推力 了 (7 的 量 纲 为 7 一 


MYLF“) 与 下 列 量 有 关 : 

蝶 旋 桨 的 半径 a, 每 分 钟 的 转 数 x, 船 前 进 的 速度 这 ，5[ 力 第 数 

8g， 水 的 密度 p 和 运动 粘性 系数 " (» 的 量 纲 为 一双 了 了 )。 

利用 课文 中 的 形式 方法 证 明 
J 

rr bY vy” py 

[参阅 E. G. Keller 和 R. E, Doherty 的 Mathematics of Modern 

Engineering (Vol I, New York: Dover, 1961). ] 

考虑 布朗 运动 中 球形 质点 的 扩散 常数 D.。 这 里 D 与 下 列 量 有 

关 : 质 扩 的 半径 a， 周围 气体 的 温度 和 粘性 系数 以 及 说 尔 

效 曼 常数 《一 1.38 xX 10- 和 尔格/ 度 。 试用 量 纲 分 析 证 明 ,D 是 

RT/ak 与 一 个 常数 的 乘积 .(D 和 上 的 量 纲 分 别 为 人 "TF 和 

ML TS! ) 


. 在 粘性 流体 中 ,一 个 受 重力 而 下 落 有 的 小 球 ," 可 以 观察 到 它 下 落 的 


速度 (在 一 段 时 间 后 ) 为 一 稍 数 >。 令 a, pi pa 和 8 分 别 表示 

球 的 半径 和 密度 ,液体 的 密度 和 粘性 系数 以 及 重力 加 速度 

(a) 试 以 质量 、 长 度 和 时 间 为 基本 单位 用 量 纲 分 析 证 明 "一 (AZ/ 
pie)f[piw-zasg，psjp], 这 要 利用 下 列 事实 : 粘性 应 力 ( 力 / 
单位 面积 ) 等 于 yp 和 速度 梯度 (速度 对 于 长 度 的 导数 ) 的 乘 
积 . 

(b) 因为 这 里 的 运动 不 是 加 速 的 ， 我 们 不 需要 运用 加 速度 正比 
于 重力 的 关系 ,而 可 以 把 力 当 作 独 立 的 基本 单位 去 处 理 , 有 也 
证 朋 * 一 aipigh pp po)。 
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[斯 托 克 斯 推导 了 公式 $x) 一 (二 ) (1 一 +), 这 是 一 个 看 
常 有 用 的 结果 。 例 如 在 密 立根 油 滴 实 验 中 就 要 用 到 这 个 公 
式 ， 第 开卷 练习 3.6.6 对 斯 托 克 斯 的 结果 进行 了 推导 . ] 

8. 考虑 贺 管 中 不 可 压缩 流体 的 定常 非 灌 流 流动 。 管 两 端的 压 差 
Ab 仅 与 管 长 上, 管 半径 R, 以 及 粘性 系数 为 x、 密度 为 p 的 液 
体 的 最 大 速度 有关 。 试 证 明 ,按照 量 纲 分 析 , 下 述 方程 中 的 作 
何 一 个 都 能 很 好 地 描述 上 述 事实 : 

Ap _,/pUR pUL Ap _,/peUR L 
1 ,,, (和 (关外 
zo 2 


[可 以 合理 地 假定 , 当 L/R 很 大 时 , 璧 如 上 L/R > 20, 改 变 L/R 
对 问题 的 解 的 影响 很 小 ,在 这 种 情况 下 ,关系 式 Ab / 1 oz 一 
(CeUR/w) 应 该 具有 很 高 的 精度 。 这 一 点 表明 物理 推理 有 时 会 
指出 如 何 选 择 无 量 纲 参数 便 可 使 其 中 的 一 个 无 量 纲 参数 被 忽 


略 . 有 关 这 类 推理 的 更 多 的 例子 ,请 参阅 Kline (1955) 写 的 那 
本 很 有 价值 的 书 , 这 个 问题 便 是 从 该 书 中 选取 的 .] 


练习 9 一 12 指导 读者 学 习 量 纲 分 析 的 一 些 主 要 结果 的 证 明 方 
法 . 这 种 方法 是 解析 的 ,与 Bridgman 《1933) 的 相同 ， 人 至 于 代数 
方法 ,请 参阅 Birkhoff (1960》 的 书 。 


9. 给 定 一 个 象 米 那样 的 长 度 基本 单位 ， 我 们 就 知道 如 何 去 度 量 丙 
个 记号 之 间 的 长 度 。 长 度 满足 下 列 单 位 换算 法 则 ， 如 果 先 定 一 
个 新 单位 * 它 是 旧 单 位 的 1/x 倍 ， 不 用 新 单位 生得 的 数 训 是 
”单位 量 得 的 数 的 * 售 , 《例如 ,厘米 是 米 的 一 - 倍 。 那 未 把 用 六 
出 量 改 成 用 原 米 测量 。 其 结果 为 100 秉 以 用 米 测量 的 数 . 满足 
单位 的 委 法 则 的 量 , 便 如 攻 度 、 质 量 和 时 间 ,都 和 为 基本 
(a) 相对 大 小 的 绝对 意义 〈ASRM): 在 两 次 测量 中 。 两 个 基本 
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营 的 比例 与 所 选择 的 基本 测量 单位 无 关 , (例如, 毛 原 子 的 质量 
Mn 等 于 1.67X 10-“ 克 ， 电 子 的 质量 M. 等 于 9.11X107” 页， 
Mn/M. = 1800, 或 者 Mp = 二 3.69 X 10- 7 态 ，M。 一 2.01 X 
10 2 人 芒 ， 因 而 Mp/M. 一 1800。) 试 杷 相对 大 小 具有 绝对 意义 
的 这 一 要 求 推导 出 来 ， 

(b) 试 举 出 ASRM 的 另 一 个 例子 ， 

10. 雇 给 定 的 方式 把 基本 量 的 测量 联合 起 来 ， 我 们 就 可 测 得 从 属 
蝇 .( 例 如， 速度 这 一 从 属 量 的 测量 值 相 当 于 长 度 的 测量 值 除 
以 时 间 的 测量 值 .) 

(a) 令 (pis PP,) 和 和 (441， 92，"** ,4z) 表示 基本 量 的 两 组 
测量 结果 (例如 户 和 9 是 汽车 请 和 9 在 时 间 fp; 和 4; 中 所 
走 的 路 程 .) 令 (pi, P23 Ps) 和 f(gqi， 49;，;"*" ,4w) 表示 
某 个 从 属 量 相应 的 测量 结果 . (例如 对 于 平均 车 速 fp， 
Pp) == pi/P,) 试 说 明 ， 对 于 任何 Pi,9i, i 二 1,2,'*……,1， 


我 们 为 什么 应 该 假设 
f(xp,, 四 rnbn) 一 {prs Pn) (gl， 3 Yu9，)。 (22) 
帮 9，… ,4») 


(注意 基本 量 和 从 属 量 之 闻 的 区 分 多 少 是 有 点 任意 的 .) 
TY(b) 把 (22) 式 对 x.( 保 持 mm xs xn 不 变 ) 进行 微 商 , 然后 令 
xi 一 1 一 1 2， 坛 证 明 
fpis prs pa) = g Py, pap 
式 中 a 是 常数 ,8 是 任意 函数 ， 试 推出 
fpPis Pas***, Pr) = cpp pr, 
式 中 *< 是 各 数 .我们 通 篆 取 cc 一 1. 因此 从 属 量 的 测量 
结果 可 表示 为 基本 量 测量 结果 的 知 积 。 这 人 时 ,我 们 就 说 从 
属 量具 有 量 纲 Pp 加。 《我们 用 同一 符号 来 表示 基本 
量 及 其 测量 结果 .)[ 例 如 ,速度 具有 量 纲 (长 度 )( 时 间 ).] 
如 果 从 属 量 的 所 有 量 纲 指 数 a; 都 为 零 ，、 那 未 它 就 是 无 量 
纳 的 . 
(c) 斌 证明: 如 果 基 本 量 的 基本 测量 单位 缩小 了 凡 ……，h 
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伐 ， 那 末 一 个 从 属 量 的 新 旧 测 量 值 $ 和 S 之 喇 有 如 下 关 
系 
$ = Yi 。 ‘ys. 
ll. 某 容 絮 在 时 间 :一 0 时 打开 ， 令 M 表 示 其 中 福 出 的 水 的 净 质 
量 ,假设 如 果 小 心地 取 克 为 单位 来 测量 M , 取 分 为 单位 出 量 时 
间 1, 那 未 其 结果 适合 下 列 规律 


M 一 5 一 5exp( 一 门 (23 
(a) 如 果 用 千克 作为 质量 的 尺度 ， 秒 作为 时 间 的 尺度 ， 那 末 
(23) 式 如 何 改 变 ? 


象 (23) 式 那样 ,如 果 在 某 给 定单 位 系统 下 ， 某 个 方程 
真实 地 描述 了 一 种 情况 , 那 示 就 说 (在 该 单位 系统 下 ) 这 个 


方程 是 正确 的 ， 
(b) 证 明 无 论 用 哪 种 质量 和 长 度 尺 度 ， 测量 结果 将 为 下 列 公式 
所 摘 0 述 : 
C,M 一 5 一 CC (24) 


式 中 C, 和 C, 具有 的 量 纲 分 别 为 (质量 )” 和 (时 间 )。 

方程 (24) 称 为 完全 的 ,这 是 因为 ， 无 论 取 何 种 基本 单 
位 ， 它 都 是 成 立 的 .《〈 只 要 选择 正确 的 量 纲 常 数 ci 和 cz。) 
(23) 式 虽然 不 完全 ,但 它 却 对 事实 作 了 正确 的 拍 述 。 如 同 
由 (23) 式 过 渡 到 (24) 式 那样 ,总 可 以 在 每 个 观察 量 前 引进 
一 个 量 纲 常数 ,从 而 使 任何 正确 的 方程 都 成 为 完全 的 . 

12. 木 问 题 概述 了 和 白金 汉 (Buckingham) % 定理 的 证 明 . x 定理 指 
出 (粗略 地 说 ) ,任何 完全 方程 指 和 的 是 其 中 所 有 的 变量 都 以 无 量 
纲 组 合 出 现 的 方程 ， 

(a) 令 Ri,'… ,Rm 为 m 个 (基本 的 或 从 属 的 ) 量 的 测量 值 , 假 
定 有 且 仅 有 一 个 冰 数 关系 把 这 些 测 量 值 关联 在 一 起 , 刚 
由 (Ri Rk,,***， Rn ) = 0: (25) 
并 且 假 定 Q25) 是 完全 的 。 再 假 定 有 #* 个 基本 单位 ,并 把 每 
个 单位 缩小 xi 信 , i 二 1,2,*…,n。 试 证 明 必 然 存在 着 如 
下 的 关系 去 
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FA 


(b 


A 


. 好 二 
中 (xfilxgtz。 e xn" R, .ee XImIXIm?* . ‘xmnR,, ) 一 一 0 (26) 


《 当 证 明 逐 渐 展开 时 , 先 做 一 个 特例 ,以 便 示 明 练 习 所 友 求 
的 普遍 结果 ,这 样 做 或 许 是 有 帮助 的 》 
从 (26) 式 推导 

>， axsRibiCRi, “9 R,,) -= 0， 


R= 


式 中 中 的 下 标 i 表示 对 第 i 个 变量 的 偏 导 数 。 


(c) 假设 a 志 0，35| 进 新 的 月 变量 Th 


\d) 


Th, = RR! R= ls, (27) 
因此 
DTis ,Tn) 一 0， 
式 中 
BT Th) CT 人 
试 证 明 


克 一 了 


式 中 多 的 下 标 和 表示 对 于 第 《个 自 变 量 的 导数 .。 同时 证 


骨 对 于 第 一 个 基本 量 来 说 , 所 有 的 量 Th 具有 的 量 纲 指 数 


为 1 
引进 另 一 组 新 的 自 变量 Uk: 
U, 一 i hil, ml, U, = T,, 
因 疝 
X(CD Un) = 0, (28) 
式 中 


XCUis TU = BUIU,, UU Un). 

试 证 明 8X/8U,; 一 0。 同 时 证 明 ， 对 于 第 一 个 基本 量 来 
说 ,Ui 是 无 量 纲 的 。 因 此 (25) 式 暗含 着 (28) 式 ,而 (28) 
式 是 一 个 包含 着 m 一 1 个 量 并 且 第 一 个 基本 量 的 量 纲 指 
数 为 零 的 关系 式 ， 
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(e) 试 证 明 , 即 使 茶 些 或 所 有 的 量 ok 都 为 去, 上 述 结论 也 仍然 
成 立 ， 

(f) 最 后 导出 关系 式 

F(z, zn:**) = 0, 
式 中 zx 是 无 量 纲 的 ,注意 所 涉及 的 变量 的 改变 ,同时 证 朋 
Tk 古 : 大， 民 2 的 替 积 ， 证 有 明 这 样 的 无 量 纲 乘积 “ 通 
前 有 mm 一 zn 个 . 
评注 ; 假定 由 二 0 可 解 出 mw、 并且 x 的 表达 式 实 

际 上 包含 有 K,。 如 果 我 们 要 求解 出 R,， 那 未 所 得 表达 式 
中 的 每 一 项 必然 共有 相同 的 量 纲 。 这 个 结果 称 为 量 纲 均 
习性 原则 ， 

13. 某 些 京 调 节 说 , 烤 每 磅 肉 应 该 用 * 分 钟 ; 另 外 一 些 书 则 说 , 烤 小 
块 肉 每 磅 楼 用 x 分 钟 , 烤 大 块 的 肉 则 每 磅 要 用 x; 分 钟 , 试 讨论 
一 下 这 个 问题 
[参阅 M.S. Klamkin 的 文章 “On Cooking a Roast”, SIAM, 
Review 3，167 一 169 (1961)。 ] 


6.3 尺度 化 


在 很 多 数学 问题 中 ,包含 有 小 参数 或 大 参数 。 不 过 ,我 们 仅 需 
研究 小 参数 ,因为 ,如 果 14 是 一 个 大 参数 ， 那 末 我 们 可 以 引进 一 个 
小 参数 8 二 1/4. 

石 一 个 参数 是 小 的 ， 要 利用 这 一 优点 并 不 象 看 起 来 那 未 简单. 
在 6.1 节 中 ,我 们 已 经 看 到 了 有 关 的 一 些 例子 ; 这 些 例子 与 劣质 调 
节 和 不 敏感 性 有 关系 。 

为 了 弄 明 白人 们 必须 与 之 作 斗 争 的 另 一 种 困难 ， 我 们 来 考虑 
单个 量变 量 和 单个 小 参数 。 的 图 数 。 大抵 说 来 ， 固 定 自 变量 而 让 
8 超 癌 于 零 就 可 得 到 该 函数 的 一 级 近似 。 但 是 其 结果 却 与 怎样 选 
择 目 变量 有 关 。 作 为 示例 ,我 们 考虑 

/ d(x; 8) 二 xz 十 crre, 其 中 0 二 x 过 1， 8 之 1 (1a) 


limu(x, £) = Xx, (1b) 
二 -前 


如 果 我 们 换 成 男 一 个 新 的 自 变量 & 二 */s， 便 有 
v(E, £8) 一 u(8é, E ) 一 8 十 ec“”， limw(#, E)= es, (2) 


男 -一 方面 ,如 果 我 们 引进 站 一 */s ， 就 得 到 
ACR 6) 一 ul en, E) 一 8 十 e “，? lm wt E)=1. (3) 


这 三 个 极限 / 
rx, exp( 一 上 ) 一 ep( 一 三 和 1 (4a,b,c) 


中 究竟 哪 一 个 给 出 w 的 正确 的 一 级 近似 (如 果 存 在 这 种 近似 的 话 ) 
呢 ? 对 这 个 问题 的 回答 并 不 太 困 难 ， 但 还 是 让 我 们 慢 慢 来 作出 回 
答 


Fi 


6.2 币 扬 示 了 一 类 重要 情况 ， 其 中 存在 着 自 变 量 的 选择 问题 ， 
这 起 涯 于 内 店 参 考量 选择 的 任意 性 ; 而 这 些 内 襄 参 考量 是 在 定义 
无 量 岗 参数 时 当 作 分 母 用 的 .这 一 情况 可 以 用 抛射 问题 来 加 以 说 
朋 ( 上 方程 2.1): 


dx SR * 
Hy CetRy “VT 
dx 
ee (0) 一 了 (5) 
采用 参考 长 度 R 和 参考 时 间 RF 一 引进 无 量 纲 变量 
站 jp 
了 RR? T Rp? (6) 
则 得 到 (2.47) 式 : 
dy ll -0， 4 (0) ~ 
0 1 07) 
”为 一 神 选 共 
= z-， zl1 一 二， (8 
RR V Rg™! 


放 得 到 (2.10) 式 
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dz J dz 
一 -2 一 一 - -一 一 写 0 = 0 TT 0 一 SI ， (9 
ar’ (zs +1) (0) dr. ) 9) 
式 中 
2 
g 一 J (10) 


如 果 已 知 8 与 1 相 比 非常 小 ， 那 未 一 个 天 真 的 和 或许 只 把 前 
面 守 有 & 的 项 恶 掉 。 但 这 种 做 法 不 可 能 是 正确 的 , 因为 , 从 (7) 式 
我 们 会 得 到 

d 


-Oo+D2=-0o，y0=-0o， 了 -0， (11) 
dT 
而 从 (9) 云 我 们 会 得 到 
本 1 > dz _ 
和 


这 两 个 近似 ”问题 是 不 同 的 ， 因 而 至 少 有 一 个 是 不 合理 的 . 
事实 上 ,两 者 都 是 不 合理 的 .问题 (11) 没 有 解 ; 而 问题 (12) 则 有 一 
个 负 解 (练习 1)， 因 而 只 能 应 用 于 物体 在 地 面 之 下 的 情况 。 由 此 
显然 可 以 看 出 : 不 能 仅仅 因为 一 个 项 前 面 有 一 个 小 参数 就 把 它 忽 
咯 挥 ， 

我 们 已 经 提出 了 足够 多 的 疑问 ,现在 已 经 到 了 清除 错误 观念 ， 
阐明 那些 莲 勃 发 展 着 的 技巧 的 时 候 了 . 

在 上 节 中 ,我 们 示 明 了 如 何 选 择 无 量 纲 参 数 , 并 指出 一 般 可 用 
几 种 方式 去 做 到 这 一 点 。 在 本 古 中 ， 我 们 指出 应 该 这 样 来 选择 无 
量 纲 参数 ,以 致 如 果 一 个 项 前 面 有 一 个 小 的 无 量 岗 参数 , 那 末 对 十 
一 级 近似 来 说 ,这 个 项 应 该 是 可 以 忽 路 的 + 

选择 这 组 特殊 的 无 量 纲 参数 的 过 程 称 之 为 ”尺度 化 。 我 们 将 
说 明 , 矿 度 化 与 通 稍 的 意思 是 极为 不 同 的 ,但 是 清楚 地 认识 到 这 一 
过 程 的 目标 ， 而 且 要 认识 到 即使 目标 有 可 能 达到 ， 但 却 仍 然 有 危 


1) 知道 一 个 有 量 岗 参数 是 小 量 的 用 途 并 不 大 ， 因 为 可 以 通过 选择 合适 的 单位 使 这 
个 参数 取 任意 值 ， 
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险 ,这 些 无 论 如 何 是 有 帮助 的 。 
尺度 化 的 定义 


既然 可 以 用 多 种 方式 来 选择 无 量 纲 参数 ， 那 未 人 们 就 不 能 指 
望 小 的 无 量 纲 参数 的 出 现 就 必然 表示 有 比较 小 的 项 存在 .尺度 化 
相当 于 这 样 一 种 无 量 纲 化 ， 它 使 得 每 一 项 的 相对 大 小 都 由 该 项 前 
的 一 个 无 量 纲 因 子 来 标志 .更 正式 地 讲 , 在 尺度 化 过 程 中 ,人 们 试 
图 选择 内 享 参考 量 ， 使 得 量 纲 方程 中 的 每 一 项 都 变 成 一 个 有 量 纲 
的 常数 因子 ( 它 能 很 好 地 估算 出 该 项 的 量 级 ) 和 量 级 为 工 的 无 量 纲 
因子 的 乘积 .〈 目 前 我 们 将 在 “近似 大 小 ”的 意义 上 来 使 用 量 级 
这 个 术语 . 不 从 以 后 ， 我 们 再 更 精确 地 去 规定 这 个 术语 的 意义 .) 
这 一 过 程 所 选择 的 内 豪 参 考量 称 之 为 尺度 .一 般 来 说 ， 对 于 不 同 
的 参数 范围 ,尺度 也 不 同 。 同 样 ,我 们 将 看 到 ， 当 参数 处 在 一 给 定 
范围 中 时 ,对 于 不 同 范 围 的 自 变 量 也 有 必要 选择 不 同 的 尺度 ， 


抛射 问题 的 尺度 化 

为 了 示 明 尺度 化 方法 ， 广 我 们 在 抛射 体 离 地 面 的 距离 总 比 地 
球 半径 尺 小 的 情况 下 来 考察 抛射 间 题 (5)。 只 有 在 初速 了 “足够 
小 时 才 会 出 现 这 种 有 限 的 运动 。 按 照 量 纲 分 析 ,我 们 要 求 斑 必须 
比 (Rg) 的 倍数 小 。 而 (Rg)“ 是 除了 TV 以 外 量 岗 为 长 度 / 时 间 
的 唯一 的 参数 组 合 ， 

当 x* « R 时 ,加 速度 与 地 球 表 面 的 重力 加 速度 8 的 量 级 显 
然 相 同 。 现 在 如 果 一 个 抛射 体 以 初速 V 发 射 ， 其 后 在 它 上 面 作用 
着 一 个 大 小 为 & 的 均匀 减速 度 ， 那 末 在 V/g 的 这 一 有 瞬间， 抛射 体 
将 在 最 高 处 停留 下 来 。 把 初速 和 终 速 加 以 平均 ， 我 们 便 可 估算 出 


V /g 这 段 时 间 内 该 物体 运动 了 加 V(V/g) = V?g 这 样 一 段 距 


离 。 在 表达 式 中 保留 因子 > 意味 着 所 得 的 结果 比 我 们 正当 要求 


的 更 精确 些 一 一 记 住 ， 我 们 用 初速 和 终 速 的 平均 值 代 蔡 了 抛 姻 体 
不 断 改变 的 速度 ,而 且 我 们 也 忽略 了 重力 随 距 离 的 改变 。 因 而 ,我 
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们 取 Vj/g 来 估算 x* 的 量 级 . 

评注 : 现在 我 们 已 经 明日 , 昌 初 天 于 选择 参数 使 得 x” 总 比 K 
小 的 假设 ,相当 于 要 求 V'/g 比 R 小 。 因 为 我 们 已 经 深入 地 对 这 个 
问题 作 了 思考 ,所 以 这 种 说 法 比 起 7 必须 比 (Rg》” 的 倍数 小 的 
女 求 更 为 精确 ,这 一 点 是 并 不 奇怪 的 ,而 后 面 这 个 要 求 便 是 根据 量 
纲 分 析 所 能 推导 出 来 的 一 切 ， 

我 们 已 完成 了 尺度 化 方法 中 最 困难 的 部 分 ， 即 在 所 考虑 的 特 
珠 情 况 下 ， 对 各 种 项 的 大 小 作 估 算 .。 现在 我 们 来 指出 如 何 利 用 上 
述 估算 的 形式 上 的 好 处 。 上 述 估算 表明 , (i) 位 移 x* 的 量 级 为 
F /183; (ii) 加 速度 dx*/4dr*” 的 量 级 为 8. / 

利用 (i), 我 们 可 以 断言 无 量 纲 位 移 * 应 该 定义 为 


水 


r= 13 
(Vig (3) 
按照 变量 的 这 一 变换 , x* 将 为 下 式 所 代 直 
x* 一 二 。 (14) 


(14) 式 右 端的 第 一 个 因子 V*/g 正确 而 明白 地 指出 了 x* 的 量 级 . 
因为 x* 的 量 级 为 Z2/g，(13) 式 表明 无 量 纲 因 子 * 必须 具有 1 的 
量 级 ,而 这 正 是 尺度 化 方法 所 要 求 的 ， 

由 于 估算 (让), 我 们 必须 这 样 来 选择 时 间 尺 度 ,以 使 得 如 
果 引 进 由 


素 


i 

所 定义 的 无 量 纲 时 间 1, 那 末 项 dx*/di* 便 变 为 无 量 纲 项 和 常数 
8 的 末 积 . 但 由 (13) 式 和 (15) 式 得 到 

er Vd 

dR) ggT dr 
Vj/(gT') 一 8 这 一 要 求 给 出 了 作为 时 间 尺 度 定义 所 需 的 方程 
了 一 了 /8 

采用 适当 地 无 量 岗 化 了 的 无 量 纲 变量 
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一 -二 1 一 一 16 
/gp 和 Ve ( ) 
那 末 基本 方程 (15) 便 变 为 
ad’x R’g : 
一 一 -一 一 一 ”一 一- 一 一 一 一 0) 一 一 一 0 ， 
?gr (xV’g :+ RY *(0) 

dx (0) 一 1， (17a, b, c) 
dz 


为 了 简化 起 见 ,我 们 用 & 除 以 (17a) 的 两 端 ， 并 用 R* 除 右 端的 分 
子 和 分 母 。 这 就 得 到 

X=—(l+ex)’, x(0)=0, 2:(0)= 1, (18) 
(注意 ,由 于 这 一 相 除 ， 现 在 明显 地 呈现 出 来 的 正 是 相对 量 级 。 特 
别 是 因子 e 给 出 了 x* 除 以 R 的 量 级 .)》 

因为 我 们 已 用 尺度 化 方法 把 抛射 问题 (5) 按照 要 求 的 方式 作 

了 无 量 纲 化 ,现在 可 以 深信 , 当 e 比 1 小 时 ,项 ex 就 比 1 小 。 如 果 
把 x(9) 的 最 低 阶 近似 表示 为 *e(D)， 那 末 我 们 从 (18) 式 得 到 

io 一 一 1， xzro(0) 一 0， #0) =1, (19) 
因而 z 
“0 一 和 0<x9<, 对 于 0<t<2. 


特别 是 ,(19) 式 可 以 用 有 量 纲 形式 表示 为 
je (0) 0 (0) ry. 
如 所 周知 ,(19) 式 给 出 了 抛射 问题 零 级 近似 的 解 。 但 是 没有 经 验 
时 人 几乎 都 不 可 能 旱 不 跨 踏 她 得 到 (18) 式 , 这 为 确定 较 高 阶 近 似 
问题 的 形式 作 了 准备 (参阅 7.2 节 ). 

当 gE 区 1 了 时 ,以 前 得 到 的 近似 问题 (11) 和 (12) 之 所 以 不 恰当 ， 
现在 可 以 归 之 于 下 列 原因 :; (6) 式 和 (8) 式 中 所 选择 的 无 量 纲 变量 
不 符合 尺度 化 方法 的 原则 .这 些 不 正确 的 “近似 ”问题 并 不 具有 切 
合 实际 的 解 ,这 一 点 既 令 人 鼓舞 又 具有 代表 性 ,但 不 幸 的 是 这 并 非 
不 可 如 免 的 (回忆 6.1 节 例 3 和 例 4)。 


Le 


我 们 必须 强调 尺度 的 选择 与 考虑 的 参数 所 取 的 范围 有 关 。 天 
于 这 一 点 ,可 以 举 一 个 例子 ， 让 我 们 作 如 下 的 考察 当 & «1 有 时， 
我 们 已 把 抛射 间 题 作 了 尺度 化 ,但 是 如 果 e” 是 一 个 小 参数 , 就 需 
村 作 新 的 尺度 化 。 下 面 我 们 提 一 下 在 新 情况 下 问题 的 一 个 侧面 
当 8 很 小 时 ,初速 就 很 大 了 ，, 以 致 质点 从 地 面 抛 出 后 很 快 融 走 过 
了 好 几 个 地 球 半 径 ， 这 样 把 42x*/ad(z*》” 的 大 小 估算 为 8 就 变 得 
各 误 了。 

现在 还 可 以 说 明 另 一 个 观点 。 对 一 个 问题 的 充分 理解 要 求人 
们 记 住 无 量 岗 表述 中 每 一 个 无 量 纲 参数 的 物理 解 帮 。 在 现在 的 情 
况 下 ,这样 的 参数 只 有 一 V?/gR 一 个 。 像 在 (18) 式 中 提 到 的 那 
样 ,E 可 以 解释 为 两 个 长 度 之 比 。 地 球 半 径 尺 在 分 母 上 ，7 /8 在 
分 子 上 ， 它 是 以 不 大 的 初速 了 从 地 面 抛 出 的 抛射 体 所 能 到 达 的 最 
大 高 度 的 一 种 估算 值 ， 


数量 级 


对 数量 级 这 一 术语 作出 一 个 严格 的 定义 ， 这 是 很 有 帮助 的 ， 
如 果 一 个 数 渗 足 
3 .10 一 4 委 3.10* 
2 是 整数 , 那 末 我 们 就 说 数 4 的 数量 级 为 10*。 因 为 logw3 六 


一 个 数量 级 为 10” 的 数 4, 其 实际 上 的 等 价 表 征 为 


"一 二 < logw|A| 志 2 十 = 1 


3 


1 
2 


在 某 个 区 则 上 定义 的 一 个 函数 fF 的 量 级 指 的 是 一 个 数 M 的 量 级 ， 
这 个 数 是 |f| 在 给 定 区 间 上 的 最 大 值 ( 或 许 是 上 确 界 ). 注意 下 列 
两 者 的 区 别 , 即 在 某 个 区 闻 上 定义 的 阔 数 的 阶 ， 记 作 符 号 〇 ( 附 系 
3.1)， 以 及 上 面 定 义 的 一 个 函数 在 数值 上 的 数量 级 之 间 的 区 别 . 


1) 原文 为 n 一 2<logio| 4| 志 # + 二， 一 一 译 者 注 
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已 知 记 数 的 尺度 化 
现在 ， 已 知 基数 的 乒 度 化 就 成 了 一 件 直 和 堆 了 当 的 事情 了 .学 
碟 几 个 例子 就 会 使 我 们 得 到 一 些 下 观 的 知识 。 我 们 首先 考虑 一 种 
现象 , 它 遵 循 常 微分 方程 
x du 
F (iu ， 9 0, (20) 


假定 自 变 量 x* 限制 在 区 间 1*( 它 可 以 是 无 限 的 ) 之 内 .虽然 我 们 
的 讨论 对 于 任何 有 量 纲 的 应 变量 和 自 变量 w* 和 x* 都 是 适用 的 ， 
但 为 了 方便 起 见 , 我 们 把 w* 看 作 是 速度 分 量 , 而 把 x” 设想 为 空间 


变量 . 
令 工 为 长 度 尺度 ,U 为 速度 尺度 ,引进 无 量 纲 变量 
x uv 
— 二 ， 一 一 ， 2 
x 7 8 亲 (21 ) 
我 们 便 有 
人 
CE Un (4) dxr™ L dx me. (22) 


如 果 U 和 工 确 实 都 是 合适 的 尺度 ， 那 末 出 现在 方程 (22) 右 端的 UU 
科 工 的 组 合 必然 是 对 左 端 最 大 绝对 值 的 合理 的 估计。 现在 通 肖 的 
玫 度 可 以 有 用 地 看 作 是 对 精确 尺度 的 信 计 量 , 而 在 这 种 尺度 下 ,U 
U/L 实际 上 等 于 这 些 量 的 最 大 绝对 值 。 对 于 精确 的 尺度 来 碗 ， 
我 们 有 


U = max [a*(Cx* )| (23) 
x 在 1 内 
利 
du™ 
了 -= Re Eo . (24) 
利用 (23), 从 (24) 可 得 到 
| ae* | max (25) 


[au* /dx* | max 
方程 (23) 和 (25) 便 是 问题 (20) 所 决定 的 精确 速度 尺度 和 长 度 尺 度 
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| 料 率 1= |du*/dx* eX 


0 Fo 
6.1 根据 (25) 式 得 到 的 长 度 尺 度 


Xx! 


的 显 表 达 式 。 从 图 6.1 我 们 注意 到 工 可 以 看 作 是 一 个 直角 三 角形 
的 底 边 ,该 三 角形 的 高 为 |u*|max, 它 的 斜 边 的 斜率 为 [du* /dx*| ,x， 
此 外 , 图 6.1 为 下 述 定 性 论述 提供 了 支持 , 即 长 度 尺 度 是 函数 大 小 


在 其 中 发 生 显著 变化 的 最 短 距 离 的 一 个 估算 量 。 
例 1 当 
u(x*) = Asinix*, 一 co 一 xx < oo 
时 , 求 速度 和 长 度 的 尺度 和 和 工 。 式 中 4 和 1 都 是 正常 数 。 
解 ”显然 , 避 王 4， 因为 


永 
5 一 |41cos2x* | 一 -1， 
x max 
所 以 ,由 (25) 式 得 到 L 一 1 ， 


例 2 当 
u*(x*)= 4 BG 十 ep{( 一 天) ， (0x* 1， 


时 , 求 U 和 工 , 式 中 4 和 * 都 是 正常 数 ，s < 1， 
解 
U me |u* | nsx Ss A, 
du* 


adx™ 


冰 
一 1 十 Ag exp -二 2 LE 3 


ev46 * 


因而 过 = 一 8 参阅 图 6.2。 


Fi 


| 


ur (x*)=A (x*+ ex 16) 


| 冬 窗 1= ]qu*jdx* | 
0 可 ] x 他 


图 6.2 基数 xz 的 长 度 尺度 近似 地 为 8, 这 里 wx*) 一 4[xk 十 
cxp( 一 x*/8)]; 4 和 8 都 是 正 的 常数 ，0 近 z* 委 1， 而 8&1， 


假定 问题 所 遵循 的 方程 为 ， 
本 加 
(« dr* 5 (26) 


这 是 (20) 式 的 推广 ”. 那 末 方程 (23) 仍 是 对 速度 尺度 的 一 种 合 
适 的 定义 。 但 当选 择 长 度 尺度 工时 ,我 们 必须 考虑 下 列 各 阶 导数 ， 
dz) -~ Cee 


p 一 一 1 2 六 旬 只 N, 
dr! | l 


dr*i L’ 
我 们 必须 这 样 来 选择 工 , 使 得 
4U0” UDU = 1,2,..., NN, (27) 
dr*! 了 


为 了 使 得 我 们 的 估算 尽 可 能 准确 一 点 ,我 们 必须 选择 工 的 最 大 值 ， 
使 427) 式 得 到 满足 。 由 此 可 知 , 工 是 使 下 式 成 立 的 最 大 的 常数 : 


1) 也 可 以 把 问题 推广 为 其 中 多 于 一 个 自 变量 或 多 于 一 个 应 变量 的 情况 。 请 参阅 
练习 3 和 4 
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L 过 | 
lla’U 1 


* fx 
其 中 1 一 ] ，2 N; 或 者 
L=_ UU | | ,。。 
ldu™* /dx* | a [au* /faxr*’| 加 四 
1 17N 
[wz 中 最 小 的 一 个 ， 
例 3 如 果 (26) 式 是 基本 方程 , 求 例 1 中 正弦 曲线 的 长 度 尺 
度 工 , 
解 


a 
[ad'u* /adx*’| max A 


所 以 不 论 (26) 式 包含 的 导数 有 多 少 ,总 有 上 一 1 一 (参阅 图 6.3). 


J 


1 斜率 |= ldu*/dx* | x 


a 


图 6.3 正统 曲 线 的 长 度 尺度 4 大 约 为 周期 2xA- 的 六 分 之 一 ， 


注意 ,在 基本 方程 (26): F(w*, du*/dx) 一 0 中 ,并 不 明显 出 
现 x*. 这 是 空间 上 均匀 的 一 大 类 问题 的 特征 。 对 于 这 种 问题 ， 此 
处 与 别处 是 完全 一 样 的 ”。 空 间 均 匀 性 在 形式 上 表现 为 ， 基本 方 
程 中 不 明显 出 现 自 变 量 x*, 当 进 行 坐 标 平 黎 x* 一 x* 十 常数 时 ， 
它 保 持 上 自己 的 形式 不 变 。 正如 人 们 所 预期 的 那样 ， 对 于 不 以 空间 
均匀 性 为 特征 的 问题 ， 其 长 度 尺 度 必须 考虑 到 非 艾 匀 性 的 变化 ， 
例如 ,即使 正确 地 估算 出 了 w* 和 adu*/dx* 的 大 小 ， 若 不 作 进 一 步 
的 思索 ,我 们 仍 不 能 肯定 象 w*expCx*) 和 (1/x*)(du*/dx*) 这 样 
的 项 的 大 小 。 

例 3 中 芳 碟 的 国 数 护 具 有 的 长 度 尺 度 与 必须 芳 虑 到 的 导数 的 
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个 数 六 无关， 下 面 是 函数 的 长 度 扩 度 与 Y 无 关 的 一 个 例子 。 
例 4 如 果 (26) 式 是 基本 方程 , 并 且 


u(x*) = M+ Asinir*, —00<<x*< 00,， 
求 避 和 工 , 式 中 M ,4 和 4 都 是 正 的 市 数 ， 
解 
U /i 1 Mf 
LU 一 AMf 十 | 有 | 一 |] 十 | 
diu* /qx*i | max 1 


倘若 M/4 不 比 1 大 , 那 末 工 对 入 的 依赖 是 很 弱 的 。M 大 时 ,长工 
八 度 也 大 . 


正统 性 (ORTHODOXY) 


经 过 尺度 化 过 程 之 后 ;我 们 能 把 一 个 问题 化 成 这 样 的 形式 , 写 
明显 地 揭示 出 存在 着 (如 果 有 有 的话) 一些 数量 级 比较 小 的 项 ， 妇 使 
这 样 做 了 以 后 ， 还 有 两 件 值得 注意 的 事情 。 第 一 件 事 情 是 忽略 比 
较 小 的 项 可 能 会 产生 大 的 影响 。 这 在 6.1 市 中 已 作 了 讨论 。 因而 
下 面 我 们 将 假定 比较 小 的 项 是 可 以 忽略 的 . 

第 二 件 值得 注意 的 事情 起 源 于 用 某 一 项 的 数量 级 去 估算 该 项 
的 最 大 值 。 如 果 一 个 方程 中 各 项 的 数值 偏离 它们 的 最 大 值 太 远 ， 
那 未 就 大 部 分 定义 域 而 言 ， 各 项 的 数量 级 估计 可 能 使 我 们 对 它们 
的 相对 大 小 产生 错误 的 印象 。 如果 在 所 研究 的 区 间 中 ， 除 了 或 许 
存在 的 可 忽略 的 部 分 以 外 ， 方 程 中 某 项 的 绝对 值 与 它 的 极 大 值 并 
无 很 大 的 差别 ， 那 末 我 们 就 说 这 一 项 在 给 定 区 间 内 满足 正统 性 要 
求 。 假定 在 某 个 方程 中 ， 项 7 的 数量 级 比 起 五 一 项 T; 的 数量 级 
大 得 多 .如果 第 一 项 不 满足 正统 性 要 求 ， 那 末 虽 然 该 项 的 最 大 绝 
对 值 比 第 二 项 的 最 大 绝对 值 要 大 得 多 ， 但 是 在 所 芳 虑 的 大 部 分 区 
间 上 ,就 绝对 值 而 言 ,第 一 项 可 以 比 第 二 项 小 (参阅 图 6.4 )。 

非 正 统 性 和 由 此 引起 的 困难 并 不 比 人 们 所 设想 的 普遍 。 例 
如 , 当 必 须 用 同一 长 度 尺度 来 表示 几 个 应 变量 的 改变 了 时, 非 正统 性 
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看 来 几乎 不 可 如 锡 ; 但 情况 并 非 如 此 。 其 理由 似乎 在 于 必须 把 应 
变量 组 合 得 使 之 满足 某 些 微分 方程 ,很 难 想象 这 些 变量 的 行为 会 
有 很 大 的 不 同 。 大 概 这 就 是 为 什么 在 实践 中 常常 发 生 下 述 情 滴 的 
理由 ， 这 就 是 着 重 研 究 几 个 变量 中 的 一 个 而 选择 出 来 的 长 度 乒 度 
对 这 几 个 变量 常 弟 也 部 是 很 适用 的 ， 

在 研究 小 振幅 水 波 时 出 现 无 害 的 非 正统 冰 数 (参阅 第 芽 关 
8.1 市 ), 按 照 线性 理论 ,速度 分 量 和 ( 动 ) 压 力 以 及 它们 的 导数 都 是 
非 正 统 甸 数 ， 这 是 因为 它们 都 随 深 度 的 增加 而 迅速 赛 减 的 绿 故 . 
但 是 它们 却 都 以 完全 相同 的 指数 速率 衰减 ， 因 而 只 要 研究 一 下 水 
面 附近 的 情况 便 可 正确 地 估算 出 各 项 的 相对 数量 级 来 。 凡是 所 研 
究 的 问题 遵循 的 线性 方程 组 具有 常 系数 。 那 未 它 就 其 有 这 种 性 


in {x} 


7, {x) 


(2) (b} 
图 6.4 在 区 同上 上 定义 的 两 项 了 TT, 和 了 ;。 它 们 的 数量 级 分 别 为 10 
和 1， (a) 7: 满足 正统 性 变 求 ,在 整个 上 ，7T: 都 比 了 小 ;3(b) 了 ， 
不 满足 正统 性 有 要求 ,只 有 在 了 于 区 间 五 内 了 了: 才 独 起 来 可 以 忽略 ,两 个 
消 数 在 中 间 的 子 区 闻 内 ,其 大 小 大 抵 相 同 。 . 
容许 有 一 定 程 度 非 正规 性 的 男 一 种 涡 见 情形 ， 其 中 的 振荡 项 
具有 相对 最 大 据 幅 。 因 而 人 们 会 说 ,在 一 级 近似 范围 内 ,如 果 一 个 
方程 中 已 知 其 他 项 具有 像 大 振幅 正弦 疲 那 样 的 性 质 的 话 ， 量 级 为 
1 的 项 就 可 加 以 忽略 .尽管 正弦 项 在 徘 近 其 考 点 处 比较 小 ， 情 况 
却 还 是 这 样 。 因 为 对 一 个 狭小 的 区 域 来 说 ， 某 函数 必须 从 该 区 间 
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一 端的 -一 些 特 定 值 光 宝地 变化 到 另 一 端的 邻近 的 -一 些 特定 值 ， 这 
样 ,这 个 函数 就 几乎 没有 可 能 出 现 有 意义 的 特性 、 因 此 ,这 些 具 有 
韭 正统 性 的 小 区 间 似 平 是 可 以 忽略 的 .〈 与 练习 6 作 比 较 .) 
当 应 变量 与 下 列 另 数 
u*(x*)= 4 bB 十 exp{ 一 二 )|， 0 二 x* 达 1， 


0 一 5E 嫌 1， (28) 
具有 类 似 的 性 质 时 ,正统 性 就 受到 了 严重 的 破坏 。6.2 图 中 夯 出 了 
它 的 示意 图 ， 假 定 我 们 要 去 佑 计 du*/4dx*, 因为 8 很 小 ,(28) 式 中 
指数 部 分 的 迅速 变化 表明 ， 在 包含 * = 0 附近 的 一 些 点 的 区 间 内 
对 |dx”*/ax*| 的 估算 比 起 不 包括 这 些 点 的 区 闻 来 说 ， 出 现 了 严重 
的 高 佑 。 例 如 , 当 3g 三 x* 达 1 时， 
du™ 
dxr* 
因此 ，L 一 cse， 这 是 一 个 10 倍 于 。 的 长 度 尺度 。 这 个 长 度 尺度 
适用 于 0 所 x* 志 1。 为 了 满足 正统 性 要 求 , 我们 必须 把 [0，1] 分 
改 成 两 部 分 ,每 部 分 选择 不 同 的 长 度 尺度 。 在 离 x* 一 0 几 售 于 & 
以 外 的 外 区 间 中 ,我 们 有 


du™ 
ulmxr A 和 
|a| Fr 


5| 进 这 两 个 尺度 ,我 们 得 到 


来 
ut 来 


2s Eee 


inna 


A A， 因而 U= A4,L = &. 


iInax 


办 而 u(x, 8 ) 一 /Au*(x, e) 一 YY 十 cae 
在 x” = 0 儿 倍 于 之 内 的 内 区 间 中 ,我 们 得 到 
lorlass 4 和 | 到 


dx* 
因而 U0U 二 4 和 上 二 &. 
在 内 区 中 利用 尺度 化 后 的 变量 和 wv, 我 们 有 


来 水 
it p 
过 所 


a 一 生 
2 dB 


fa 
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因而 v(E, 6) 一 A 'u*(et, 6) = Et+e $s, 
为 了 在 两 个 区 域 中 都 得 到 一 级 近似 ;我 们 让 ss 一 0，, 使 自 变 量 在 各 
区 域 中 保持 问 定 , 那 未 在 外 区 | 间 内 得 到 


u(xX, 5 ) 人 和? (29) 
在 内 区 间 内 得 到 
v(#, 8) aes ce， 因而 u(x, gs) ce (30) 


我 们 以 上 的 简单 例子 说 明 ， 在 一 个 给 定 区 间 内 缺乏 正统 性 可 
以 通过 引进 具有 正统 性 的 子 域 来 加 以 补救 : 不 同 的 子 域 中 需要 不 
同 的 尺度 。 因 此 ,在 存在 非 正 统 性 的 情况 下 ,我 们 不 该 用 单个 尺度 
去 寻找 一 级 近似 ， 而 必须 在 不 同 的 子 域内 寻找 不 同 的 近似 。 在 整 
区 域 上 都 成 立 的 近似 实际 上 是 可 以 找到 的 ， 但 它 必 须 同 时 按照 丙 
个 或 多 个 尺度 变化 . 

根据 上 述 最 后 一 个 论点 , 像 (29) 式 和 (30) 式 所 示 明 的 那样 ,我 
们 实质 上 已 回答 了 本 节 开头 提出 的 问题 , 即 (4) 式 中 的 三 个 表达 式 
到 底 哪 一 个 是 正确 的 一 级 近似 .唯一 还 要 说 的 是 (4c) 式 中 的 近似 
xx 之 1 只 在 * 一 0 附近 成 立 。 这 的 确 是 所 期 望 的 ,因为 在 这 里 长 
度 是 以 时 来 度量 的 。 而 & 这 个 量 即 使 与 内 区 间 的 宽度 相 比 也 是 
一 个 小 量 。 当 9 一 sx 固定 时 ,极限 s -> 0 所 给 出 的 近似 只 在 离 
x 一 0 几 倍 之 内 成 立 ; x ~ 1 显然 是 这 样 一 种 近似 的 适当 的 形 
式 。 在 这 里 ,考虑 宽度 为 0(s?) 的 “内 -内 ”区 间 是 得 不 到 有 意义 的 
结果 的 ， 

在 这 一 例子 中 ,我 们 提倡 在 不 同 的 区 间 引 进 不 同 的 尺度 ,以 克 
服 非 正 统 性 ,而 在 我 们 以 前 关于 大 振幅 正弦 波 的 讨论 中 ,我 们 曾 建 
议 可 以 完全 不 管 非 正统 性 ， 在 两 种 情况 下 ， 非 正规 性 区 间 都 是 次 
窄 的 ,但 只 有 在 现在 的 情况 下 ,函数 的 变化 才 是 迅速 的 ， 因 而 积累 
了 相当 大 的 改变 . 

当 8 很 大 时 的 抛射 问题 、 即 是 有 必要 引进 不 止 一 个 尺度 的 
情况 的 例子 。 当 抛射 体 靠 近 地 面 时 ,(16) 式 的 尺度 仍然 是 合适 的 . 
但 当 抛 射 体 远离 地 球 时 ,需要 另 一 种 尺度 化 ， 如 上 所 述 , 有 一 个 内 
区 同 ( 厚 席 之 V/g) 和 一 个 大 得 多 的 外 区 间 ( 抛 射 休 离 地 面 不 止 几 
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个 半径 ) 存 在 ， 

可 能 出 现 两 种 尺度 共存 的 情况 , 一 个 例子 是 e。-* sinx， 它 在 
0(1) 的 尺度 上 振荡 ,而 振幅 却 在 比较 长 的 O(s™) 尺度 上 变化 着 ， 
在 某 些 情况 下 ,( 例 如 ) 在 授 的 频率 的 强悍 改变 过 程 中 ,认识 到 同时 
存在 着 不 止 一 种 尺度 是 有 益 的 .与 2.2 三 比较 .) 在 其 他 情况 下 ， 
完全 不 管 这 种 志 速 的 变化 ,或 对 这 种 变化 进行 平均 ,这 些 或 许 是 硫 
好 的 办 法 ,即使 这 样 做 ,也 意味 着 对 解 的 导数 取 近 似 值 时 会 造成 大 
的 误 兰 。 把 小 矿 度 的 不 规则 性 加 以 平均 ,以 揭示 主要 合同 ,这 是 许 
多 取得 成 功 的 唯 象 理论 的 策略 `。 


尺度 化 和 扰动 理论 


一 旦 一 个 间 题 得 到 了 正确 的 尺度 化 ， 原 则 上 人 们 便 可 借助 于 
扰动 理论 系统 地 利用 方程 中 存在 的 小 参数 ， 导 出 任意 精确 度 的 近 
似 解 。 按 照 现在 的 观点 ,“ 正 则 ”扰动 理论 所 研究 的 是 正统 性 情形 ， 
在 这 种 情况 下 一 组 尺度 就 足够 了 。 而 “奇异 ”扰动 理论 则 是 发 展 
来 处 理 非 正规 情况 的 ,在 这 种 情况 下 ,为 了 得 到 在 整个 区 间 上 一 至 
有 效 的 近似 ， 必 须 引进 不 止 一 组 尺度 。 关 于 正则 扰动 和 奇异 扰动 
的 基础 理论 将 分 别 在 第 七 章 和 第 九 章 中 加 以 讨论 ， 


尽 度 化 未 知 函 数 


若 要 进行 量 级 估计 和 尺度 化 ， 就 要 知道 你 所 设 靶 求解 的 那个 
问题 的 解 的 主要 性 质 。 和 人 们 直 样 才能 得 到 量 级 估计 所 必需 的 知识 
呢 2 我 们 列 出 六 种 可 能 性 : 

(i) 利用 与 所 研究 现象 有 关 的 实验 资料 和 观察 资料 。 这 些 资 
料 往往 会 指明 一 种 现象 主要 是 由 于 两 种 效应 的 平衡 引起 的 ， 因 而 
把 这 些 效应 相对 应 的 项 进行 权衡 就 可 得 到 一 种 尺度 化 。( 第 开卷 
3,3 市 中 边 辕 层 方 程 的 推导 就 是 这 种 比较 的 一 个 很 好 的 例子 .)》 

(ii) 从 有 关 问 题 的 经 验 中 获得 启示 、 


i 


1) 有 一 个 例子 ,可 参阅 D. Drew 用 平均 方法 得 到 力学 中 两 相 问 题 场 方程 的 做 
法 。 [Stud. Appl. Math. $0, 133—-166 (1971),. ) 
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(ii) 把 所 给 的 问题 大 加 简化 ， 再 作 求解 。( 这 在 我 们 关于 山 
射 体 的 讨论 中 得 到 了 说 明 ， 在 那里 ， 我 们 用 到 了 在 忽略 重力 随 距 
离 变 化 后 所 得 的 解 的 知识 。 知 道 了 堆 级 近似 后 ， 为 了 有 效 地 确定 
高 级 近似 ,我 们 用 尺度 化 去 修改 | 问题,) 

(iv》( 反 方法 ,) 只 是 因为 把 一 些 项 忽略 后 便 可 使 问题 易于 处 
理 ， 从 而 做 出 某 些 量 级 假设 . 《例如 ,假设 非 线性 项 是 可 以 忽略 
的 ,) 再 对 所 忽略 的 项 进行 估算， 也 许 用 近似 解 来 进行 佑 复 。 如 乐 
可 能 的 话 ， 选 择 使 这 些 项 看 起 来 确实 可 以 忽略 的 参数 范围 。 我 们 
希望 这 些 参 数 的 范围 是 代表 了 感 兴趣 现象 的 特征 的 。 并 且 和 希望 所 
示 明 的 前 后 一 至 标志 着 把 一 些小 项 忽略 是 合理 的 ，( 第 订 卷 7.3 
关于 非 线 性 水 省 理论 的 讨论 就 示 明 了 这 一 点 ,) 

(vy) 利用 试 次 法 。 假定 某 种 斥 度 化 ， 求 解 所 得 的 简化 了 的 无 
量 纲 问 题 。 然后 校 核 一 下 ,看 无 量 纲 项 是 否 具 有 工 的 量 级 

(vi) 对 于 问题 所 涉及 的 各 种 参数 的 特殊 而 典型 的 值 ， 利用 计 
算 机 算得 结果 ， | 

最 后 一 点 构成 了 计算 分 析 联 合 研 究 的 基础 。 对 于 涉及 毅 微 分 
方程 的 问题 ， 模 所 计算 机 乃 是 极 珍 贵 的 一 种 工具 ”", 只 要 拧 动 拨号 
盘 , 就 完成 了 参数 变换 。 这 种 计算 机 的 使 用 党 和 常 使 我 们 对 问题 获 
得 感性 认识 。 从 而 就 可 以 把 一 个 简单 而 展示 出 来 的 分 析 近 似 确 
定 下 来 . 

自然 现象 的 模型 往往 包括 一 个 涉及 许多 参数 和 两 个 或 三 个 经 
闻 坐 标的 偏 敏 分 方程 组 。 使 用 数值 方法 跟踪 解 的 瞬时 变化 ， 别 使 
做 一 次 也 可 能 会 极 费 机 时 ; 因而 利用 直接 数值 解法 不 可 能 彻底 了 
解 参 数 变 化 的 影响 。 但 是 如 果 有 了 少数 几 个 数值 解 ， 就 第 党 可 以 
作出 数量 级 的 估计 ， 这 就 给 分 析 研 究 中 所 需 的 简化 提供 了 线索 . 
如 果 这 种 研究 成 功 的话 , 它 将 揭示 出 解 对 各 种 参数 的 依赖 关系 ,并 

1) 在 模拟 计算 机 中 需要 一 种 尺度 化 的 形式 ， 单位 必须 选择 得 使 各 种 数值 不 超过 
计算 机 的 容量 . 这 时 ， 人 们 对 于 他 正 要 设法 求解 的 那个 问题 的 解答 必须 有 所 了 
解 。 例如， 参阅 M. L。 James、G. M. Smith 和 JJ C。Wolford 洲 Analog 


Computer Simulation of Engineering Systems (New York: Internatiorta] 
Textbook, 1966). 
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时 也 揭示 出 解 的 一 般 性 质 , 从 而 为 物理 认识 提供 了 基础 . 


练 习 


1. 试 证 明 对 于 r > 0,，(12) 式 的 解 是 负 的 .证 朋 这 一 扩 时 ,不 必 
求解 这 个 问题 ,) 

?2. 当 基 本 方程 具有 (20) 式 的 形式 时 , 求 图 数 uw* 一 Aexp( 一 axr*)， 
委 x* 一 co 的 "速度 尺度 ” 避 和 长 度 乓 度 工 。 试 就 工 与 2 无 
大 这 一 后 作出 评论 . 

3. 把 课文 中 长 度 尺 度 的 表征 推广 到 基本 方程 为 Fl(u*，Bu* /8x*， 
5x ,/ 昌 六 ) 一 0 的 情况 中 去 . 

4. 把 长 度 尺 度 的 表征 推广 到 需要 确定 两 个 应 变量 w* 和 ” 的 问题 
中 去 。 假定 基本 方程 为 

F Cf Jy* au _ ， Ou” . Ov* | Ov* | 一 0， 
Ox Oy* Ox* Oy* 

日 xi Ou* | Ov* | Ov™* ) _0 

Ox* Oy* Ox* Oy” 

5. 编写 一 个 特例 说 明 空 间 不 均匀 件 对 长 度 矿 度 的 影响 。 

6. 求解 下 式 中 的 y(x ,8): 

d'y 

dx” 
当 &8 六 1 时 ,把 yx， 0 ) 与 y(x, s ) 作 比 较 ， 画 出 示意 图 。 借 此 
证 明 (28) 式 前 面 一 段 课文 中 (关于 无 害 非 正统 蜗 数 ) 的 陈述 .， 

7. 小 振幅 水 波 的 “无 害 非 正统 函数 ”为 什么 是 遵循 弟 系 数 线性 方程 
组 问题 的 典型 ? 

8. 在 本 练习 中 ,我 们 研究 这 样 的 抛射 问题 ， 考虑 到 空气 的 阻力 ,但 
仍 不 游 忠 重力 的 变化 。 此 时 方程 和 初始 条 忻 为 


二 xy= sinx+e, y(0)=1, y(0)= 0. 


dx* dx* 水 
i FR = “8, 光 (0}) = 0,， 
dxr™ 
加 0 一 一 | 
di™ (0) 


Ca) 当 五 充分 小 时 ， 尺 度 化 了 的 变量 仍 由 (16) 式 所 给 定 ， 为 什 


。2355 。 


从 : 
(b) 引进 (16) 式 的 变量 ， 证 明 问 题 变 成 了 其 中 只 有 参数 8 一 
KV /mg 的 问题 试 对 和 作出 物理 解释 . 
9. (a) 单 摆 从 静止 开始 摆动 ， 它 遵循 方程 (7.1.1)。 (2 一 0). 假 
定 初 始 振幅 a 不 太 大 ， 试 证 明 (7.1.3) 恰 当地 定义 了 尺度 化 
了 的 无 量 纲 变 量 . 


“(b) 如 果 = 一 0， 且 98 很 小 ;对 尺度 化 了 的 变量 应 该 作 何 种 选 
择 ? 


“(c) 当 4 和 0 都 是 不 为 零 的 小 量 时 , 试 讨论 尺度 化 ， 


10. 试 证 明 (1b)、《2) 和 (3) 的 极限 分 别 对 x€ (0,1], 5 € (0, oo )， 
7 € (0,00) 都 不 是 一 致 的 ， 
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第 七 章 正则 扰动 理论 


给 定 某 个 数学 问题 的 解 , 当 问题 的 条 件 稍 有 改变 时 ,这 个 解 将 
如 何 改变 呢 ? 对 这 个 问题 的 系统 回答 就 构成 了 扰动 理论 的 主题 . 

在 2.2 节 中 ， 我 们 对 扰动 理论 作 了 一 点 讨论 。， 为 了 与 第 一 部 
分 概括 性 的 论述 相 协 调 ， 那 里 的 讨论 并 不 详细 。 主 要 目的 在 于 示 
明 斋 加 莱 方 法 如 何 能 把 麻烦 的 长 期 项 去 掉 ; 这 些 长 期 项 的 出 现 , 是 
由 这 样 一 种 天 真 的 想 半 ， 即 把 其 他 行星 对 选 定 的 某 个 行星 绕 太 阳 
运动 的 影 啊 包 括 到 问题 中 来 引起 的 。 通 过 讨论 小 非 线性 对 单 摆 运 
动 的 影 啊 ,我 们 间接 地 达到 了 上 述 目 的 ， 

现在 我 们 所 处 的 情况 对 学 习 扰 动 理论 比较 有 利 。 原 因 是 在 第 
六 章 中 ,我 们 讨论 把 数学 模型 公式 化 并 使 它 出 现 一 个 有 意义 的 小 
参数 (如 果 这 种 表述 为 问题 的 条 件 所 人 允许 的 话 )， 在 这 一 小 章 里 ， 
拒 们 的 目的 是 对 正则 扰动 理论 作 一 些 详细 的 考究 。 大 体 上 讲 ， 当 
把 一 个 涉及 小 参数 的 问题 直接 加 以 简化 ， 人 了 从 而 得 到 合理 的 初始 近 
似 时 ,这 个 理论 是 适用 的 ， 

7.1 节 给 出 了 第 二 章 处 理 单 摆 癌 题 时 所 省 略 的 细节 。7.2 市 对 
抛射 问题 的 正则 扰动 计算 的 各 个 方面 作 了 说 明 . 〈 从 数学 上 表述 
这 个 问题 是 上 一 章 中 较为 详细 的 讨论 的 主题 ,) 总 共 提 出 了 三 种 计 
算 方法 : 级 数 法 ,参数 人 微 商 法 和 逐次 近似 法 . 

正则 扰动 理论 的 进一步 应 用 ， 要 在 第 八 章 给 出 。 那 时 的 问题 
更 困难 些 , 要 涉及 了 两 个 常 微分 方程 。 此 外 ,第 开卷 第 十 章 用 这 个 理 
论 ( 稍 加 修正 后 ) 对 遵循 一 组 非 线 性 微分 方程 的 水 波 问 题 作 了 元 长 
的 分 析 。 总 起 来 看 ， 所 有 这 些 例子 为 一 种 重要 技巧 应 用 奠定 了 基 
人 础 . 


7.1 应 用 于 单 摇 问 题 的 级 数 方 法 
在 本 节 , 我 们 讨论 扰动 计算 中 的 容 级 数 方法 ,这 些 计 算是 用 单 
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控 问 题 来 示 明 的 ,除了 到 本 章 讨论 将 近 结 束 的 地 方 以 外 ,我 们 训 免 
了 对 第 六 章 作 根 本 性 的 参考 。 因 此 在 这 里 叙述 的 材料 可 以 很 好 地 
与 2.2 节 一 起 阅读 ;在 2.2 节 中 我 们 给 出 了 单 摆 扰动 计算 的 引 论 ， 


预备 知识 


在 2.2 市 中 , 我 们 介绍 了 单 摆 ， 单 摆 系 一 根 一 端 具有 后 质 量 
1， 长 度 固 定 为 工 的 无 重量 刚 杆 ,点 质量 可 绕 基 挂 点 的 水 乎 轴 自 由 
旋转 ， 在 该 市 中 ,或 是 在 引 论 性 的 物理 学 教科 书 中 指出 , 摆 的 基本 
数学 问题 是 由 下 列 角 位 移 0” 作为 时 间 毛 的 函数 的 运动 方程 和 初 
始 条 件 所 构成 的 ， 


2 有 
人 十 wosin O* 一 0 区 = £); ! 一 0。 


水 
:一 0 时 ， 的 一 5 一. (1) 


《 当 摆 铅 垂 辐 下 基 挂 时 ,这 里 的 0” 一 0。) 按 照 通常 ”的 小 位 移 假 
设 :我 们 用 2 代 蔡 sin9*, 则 得 到 (2.2 市) 

O*(1*) = acoswot* 十 Qs! sin wot*, (2) 

我 们 希望 系统 地 改进 这 个 近似 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 把 讨论 限 

制 在 9 一 0 的 情形 ( 摆 由 静止 开始 释放 )。 

第 一 步 是 引进 无 量 纲 参数 日 和 4: 1 


i = wot*, 日 一 2" (3) 
现在 ,问题 取 下 列 形式 
48 + sin(eB) ), (0)=1, sO(0)=0. (4) 
dt a dt 


新 的 应 变量 @ 以 初始 角 位 移 o 为 单位 度量 角 位 移 。 新 自 变 量 :以 
wo 为 单位 度量 上 时间， 这 里 ?ro ”是 小 振动 的 周期 这些 无 量 纲 
变量 为 我 们 提供 了 一 个 其 中 有 单 参数 4 出现 的 问题 ， 而 我 们 则 希 
望 在 4 比 1 小 的 假设 下 发 展 一 种 近似 解 ”. 
1) 那些 学 过 6.3 书 的 读者 ， 应 该 认识 到 新 的 变量 是 尺度 化 了 的 。 参 郑 角 a 是 
0*(z*) 的 最 大 值 ， 按 照 6.3 节 例 3, 参考 时 间 是 5， 


e 2DD8 » 


我 们 作 分 析 的 基本 工具 是 麦克 穷 林 展开 式 


Fla) = V Cia’; Ci = ee. 
i =0 ! 


(5a,b) 


假定 级 数 是 收敛 的 , 当 2 为 小 量 时 ,上 述 级 数 的 逐次 部 分 和 为 提 
供 了 越 来 越 精 确 的 近似 。 但 是 ,即便 是 为 了 写 下 这 个 级 数 , 所 讨论 
肘 限 数 在 原 后 也 必须 是 无 限 次 可 尸 的 ， 男 一 方面 ， 只 要 知道 几 阶 
隆 数 赴 存在 的 ， 我 们 就 可 以 用 有 限 和 加 余 项 的 形式 来 使 用 麦克 荔 
林 公 式 


F(a) 一 SD ci + | (8) | 一 上 


da 作 十 1 


et 
5 在 0 和 a 之 间 ， (6) 


这 里 不 出 现 收敛 问题 ,并 且 ,我 们 由 (x 十 1) 阶 导 数 的 范围 就 能 对 
误差 作出 估算 . 

在 论述 以 下 的 题材 时 ,为 了 有 明确 想见, 我 们 将 假设 各 种 滴 数 都 
其 有 麦克 天 林 形式 的 无 限 级 数 。 不过， 如 果 这 些 阴 数 只 有 有 限 阶 
导数 时 ,我们 就 默认 级 数 是 适当 地 方 截断 的 . 

为 了 保证 没有 把 事情 弄 混 淆 ,我 们 注意 到 ,如 果 水 数 F 还 依赖 
于 a 以 外 的 变量 , 那 末 在 挛 吏 芬 林 展开 式 中 ， 就 必须 使 用 偏 导数 ， 
凡 此 ,这 些 系数 便 不 再 是 常数 了 。 于是, 如果 F = 一 F(t;a)，。 那 末 
式 (5) 变 为 


F(z, a ) = 2 Cilt)a'; Ci(z) 一 一 -Bi 0 ). (7a， b ) 


在 各 种 级 数 中 往往 只 能 方便 地 得 到 头 几 项 ， 为 了 确保 这 是 可 
以 系统 地 做 到 的， 我 们 必须 始终 留意 已 被 忽略 了 的 那些 项 .为 此 
我 们 使 用 O 这 个 符号 ， 这 里 我 们 用 0(ai) 表示 包括 和 的 第 了 次 或 
更 高 次 畦 项 的 集合 。 例 如 


3 
glIna = 一 4 一 了 十 0O(co)， cosa=1] + O(a’). 
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眉 定 我 们 的 计算 在 形式 上 是 正确 的 ， 那 末 上 式 就 与 附录 3.1 中 所 
定义 的 符号 0 的 准确 用 法 相符. 

现在 我 们 来 室 述 一 下 把 扰动 理论 用 于 做 分 方程 时 的 级 数 方 
法 。 这 个 方法 可 分 为 五 步 。 在 我 们 把 级 数 法 应 用 于 单 探 问 题 式 
(4) 时 ,每 一 步 就 这 即 得 到 了 说 明 ， 


级 数 万 法 


扰动 方法 I 假定 因 变 量 可 展 为 小 条 数 的 客人 级 数 。 
第 一 步 。， 把 震级 数 代 入 微分 方程 ， 这 里 我 们 假定 
Q(t, a) 一 2 ,9i(0) 0 (8) 


i 二 0 


这 个 将 代 给 出 了 下 式 
> Ba’ 十 arlsin E > io == 1 ( = 2), (9) 


式 中 , 逐 项 微 商 的 正确 性 是 视 为 理所当然 的 ， 

第 二 步 。 把 所 有 的 量 都 展开 ,使 每 项 都 可 写作 为 一 个 舌 级 数 ， 
对 式 (9) 中 的 第 一 项 ,现在 没有 工作 可 做 ， 因 为 它 已 写成 了 一 个 鹤 
级 数 ， 第 二 项 的 处 理 要 求 我 们 用 正弦 水 数 的 麦克 劳 林 级 数 来 写 出 
下 式 ， 


asin (。 >， ie] — a ( a >, @ia’) 
i=0 i=0 
11 ” \3 01 - 5 
— (4 >) Oi + (a er — .+*. (10) 
31 i 二 0 51 i=0 . 7 


我 们 的 目的 在 于 只 保留 到 0(a’) 项 .但 是 ,在 中 间 的 计算 中 ,我 们 
保留 了 一 些 较 小 的 项 ,以 确保 没有 重要 的 东西 被 忽略 。 我 们 得 到 


4 sin ( a > ein — 回 , 十 a@ 十 a’0, + O(Ca3) 
i=0 
二 
一 [@; + O(a)] + O(a') = @, + a@, 


a 00. 


+e(@ 一 坚 )+ oC). (11) 


第 三 步 。 把 方程 中 的 所 有 同 堵 次 项 站 集 起 来 ， 并 让 级 数 中 各 
签 次 的 系数 寺 于 零 。 利 用 式 (11) ,我 们 把 式 (9) 写 作 


(Oo 十 Oo) 十 a(g9, 十 @) 十 ef 人 十 介 ， 一 一 0; ) 


+ O(n) = 0., (12) 
方程 (12) 的 形式 与 三 0 时 的 式 (7a) 相同 。 根据 式 (7b), 这 总 
味 着 对 所 有 的 i 都 有 Ci 三 0. 假定 式 (12) 必 然 收 线 , 这 就 使 我 们 
竖 求 该 式 中 的 每 一 个 系数 都 为 零 : 


O, 十 YM = [0 ， 
8, + 8, 一 0， (13) 


8, 十 0, 一 ~ 6. 


我 们 原先 的 非 线性 微分 方程 已 为 一 系列 线性 微分 方程 所 代 荷 。 这 
是 扰动 方法 的 一 个 特点 ， 

第 四 步 。 把 办 级 数 代入 原先 的 初始 (或 边界 ) 条 件 ， 展 开 并 让 
系数 等 于 震 。 这 样 就 得 到 一 组 隶属 于 第 三 步 所 得 到 的 一 系列 微分 
方程 的 初始 (或 边界 ) 条 件 。 在 目前 的 情况 下 , 8(0,4) 一 1? 意味 


| =—= 5 QO,( 0 )a: 
i 二 0 


或 0 = [@,(0)— 1] + a8.(0) + a8B,(0)+ Omw), (14) 
因此 ,我 们 了 要求 

9 上 (0) 一 1，9(0) 一 0，G6:(0)] 一 0 等 , (15 ) 
类 似 地 ,我 们 要 求 

bo(0) 一 0，g(0) 一 0，6:(0) 一 0 等 , (16) 


第 五 步 。 相继 求解 由 第 一 步 至 第 四 步 得 到 的 这 一 系列 的 微分 


1) 原文 误 印 为 @0) = 1， 一 一 译 者 往 
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方程 和 边界 条 件 。 在 现在 的 情况 下 ,我 们 首先 必须 求解 


9, 二 9 一 0，9(0) 一 1， 0.(0)= 0. (17 
该 微分 方程 的 通 解 为 
Go 二 Acosi 十 Bsint; A, B 为 第 数 , (18, 
满足 初 始 条 件 的 特 解 为 
HB), = cosi., (19) 


这 就 是 无 量 纲 形式 下 第 见 的 近似 
根据 式 (13),《15) 和 (16), Bi(z) 满足 
B+0=0, (0)=0, 0.(0) = 0, 
其 解 为 
Q(t) = 10。 (20) 
这 一 步 没 有 作 修 正 ， 
类 似 地 ， @,(z) 满足 


6, + @, 一 一 一 一 cosal ， 6(0) 一 0，6(0) 一 0， (21) 
因为 齐 次 方程 的 解 已 知 ， 我 们 可 以 用 参数 变易 法 得 到 非 齐 次 方程 
的 特 解 ?系数 待定 法 往往 比较 容易 ,如 果 它 可 以 应 用 的 话 , 如 时 我 
们 进行 下 述 通 常 很 有 帮助 的 步骤 的 话 ， 那 末 这 个 方法 在 这 里 就 是 
可 用 的 ， 这 些 步 又 是 : 用 三 角 竺 式 把 包 持 医 级 数 cost 和 sin zt 的 
表达 式 展开 成 为 一 个 包括 这 些 三 角 济 数 的 线性 组 合 的 表达 式 ， 在 
目前 的 情况 下 ,合适 的 等 式 为 


coSs: = 二 ( cos 3t 十 3 cost ), 
利用 上 式 把 微分 方程 (21) 改 变 成 
0, + 6, = cos3: 十 > cost (22) 
现在 我 们 就 可 以 应 用 待定 系数 法 。 在 这 样 做 时 ， 我 们 必须 注意 到 
强迫 项 二 cos! 是 齐 次 方程 的 一 个 解 。 因 此 ， 相 应 的 常见 形式 的 


1) 这 是 常 徽 分 方程 正则 扰动 计算 的 一 个 普遍 特征 。 
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特 解 必 须 用 自 变量 上 来 相 乘 我们 得 到 (练习 1) 方程 (227 的 通 解 
为 


, 1 1  ， 
四 ;( = A cost + B sini — —— cos3t TT tsint. 23 
? 192 16 (23) 


加 上 初始 条 件 , 我 们 得 到 4 一 E ;»B—0, 


从 式 (19)、(20) 和 (23), 并 把 O(a ) 的 项 或 阶 数 更 低 的 项 邯 虑 
在 内 的 话 , 我 们 看 到 完整 的 近似 解 为 


O(t,a) sz cost 十 六 (= cost 一 了 coOS 37 
192 192 


1 。 
十 7 t sin 路 (24) 
值得 注意 的 是 频率 较 高 的 项 为 cos 31， 


至 此 所 得 结果 的 讨论 


知道 了 对 通常 的 近似 cosz 的 修正 后 ,我 们 现在 就 可 以 确定 这 
种 修正 什么 时 候 是 小 的 了 。 只 要 a 总 是 小 量 ， 那 末 我 们 看 到 在 修 
正中 正比 于 有 界 量 cost 和 cos3i 的 项 就 都 是 小 的 。 而 与 tsint 成 


正比 的 项 则 不 然 , 它 只 是 在 当 且 仅 当 二 az 1 时 才 比 1 小 ,而 


且 下 面 一 点 是 越 来 越 清 楚 了 ,这 就 是 按照 我 们 是 对 (i) 固定 的 时 间 
间隔 [9,Tj, 还 是 对 (ii) 无 前 区 间 [0 ,0] 来 考察 上 述 近 做 , 我们 
就 有 两 种 不 同 的 情况 。 让 我 们 先 来 考虑 情况 (i)， 


倘若 二 27T 全 1， 则 对 于 时 间 间 隔 [0, T]， 修 正 量 是 小 的 ， 


而 且 , 近似 8@(t, a) 一 cost 看 起 来 是 由 洽 的 "， 事 实 上 ,我 们 会 指 
望 , 当 4 了 0 时 ,该 近似 是 渐 近 地 成 立 的 , 机 对 于 x6 [0, 7]，, 则 近 
似 还 是 一 致 的 。 这 就 是 说 ， 我 们 预期 ,倘若 参数 取得 足够 地 小 , 屠 


| 


1) 请 注意 ,最 后 的 答案 式 [23) 中 出 现 了 齐 次 解 cos 的 倍数 ， 初 学 着 有 时 仅 号 下 拓 
侯 于 式 (22) 的 方程 的 特 解 遗忘 了 他 们 没有 证 明 扔 掉 齐 次 解 是 合理 的 .为 了 满 
足 初始 条 件 , 齐 次 解 在 任何 情 次 下 都 是 需要 的 ， . 

2) 在 6.1 入 四? 我们 采用 了 这 个 木 语 ， 
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未 在 整个 自 变量 的 范围 内 ,可 以 使 精确 解 和 近似 解 之 间 仅 差 -- 个 
任意 小 的 量 ， 下 面 我 们 用 符号 来 表示 ,在 目前 的 情况 下 ,要 使 近似 
cosi 一 致 渐 近 地 成 立 就 要 求 对 于 任何 给 定 的 s > 0， 存 在 着 一 个 
正 数 ao( 它 可 能 与 86 和 了 有 关 ， 但 必须 与 上 上 无关)， 使 得 每 当 0 专 
上 和 了 7,， 0 委 |jo| 和 了 时 ,总 有 
(ua, 1)— cost| < 8, 
现在 孝 虑 无 罕 区 包 [0:,co)。 对 于 给 定 的 初始 角 位 移 o， 项 


1 oz sint 振动 的 振幅 不 断 增 加 ， 从 物理 上 来 看 ,这 种 振动 状态 是 


可 以 排除 的 ， 因 此 从 表面 上 看 , 我 们 的 扰动 方法 并 没有 给 出 
1€ [0, co] 了 时 渐 近 成 立 的 近似 ， 在 9.2 帮 中 我 们 将 讨论 一 些 垮 样 
把 上 述 展开 式 加 以 改进 的 方法 ， 至 于 现在 ， 让 我 们 就 满足 于 在 
[0, 了 Tj 中 似乎 一 切 都 很 好 的 事实 ， 

让 我 们 从 略为 不 同 的 观点 来 审查 一 下 上 面 的 近似 。 一 开始 讨 
论 时 ， 我 们 是 用 考察 扰动 展开 式 中 的 第 二 项 来 估算 通常 的 近似 
cost 的 正确 性 的 。 重要 的 是 认识 到 , 与 6.1 节 中 的 基本 简化 方法 
相 比 时 ,这 个 方法 的 优点 何在 。 对 于 单 摆 问 题 ,基本 简化 方法 需要 
作 asina@s@ 的 近似 ， 从 而 找 出 近似 解 @, 一 cos 上 ， 并 用 确 
定 osin ae  @ 是 否 成 立 的 办 法 来 检验 自治 性 .现在 

ji a sin aBo 

a>0 9, 
对 * 是 一 致 地 成 立 , 因 为 对 于 所 有 的 1, 总 有 |@,| 和 1， 因 而 当 4 
很 小 时 ,近似 在 表 观 上 是 自治 的 .但 真 解 也 满足 j86(| 志 1. (这 在 
物理 上 是 显然 的 一 一 练习 4 中 要 求 对 此 作出 证 明 .) 当 用 8 代替 
8@, 时 , 式 (25) 仍 然 成 立 , 因 而 近似 是 真正 自 洽 的 ， 按 照 6.1 市 的 术 
语 , 在 下 述 意义 上 近似 cost 仍然 是 “劣质 的 ”， 即 在 过 了 足够 长 的 
时 间 后 ,近似 对 振动 周期 所 作 的 错误 估算 ,将 使 实际 角 位 移 8 的 预 
测 值 有 严重 误差 。 这 种 近似 的 失效 亦 不 是 由 基本 简化 方法 来 标志 
的 ， 而 是 由 扰动 展开 式 中 出 现 的 第 二 项 揭示 出 的 。 这 可 作为 纠正 
劣质 自 洽 近似 的 一 个 例子 ,在 6.1 节 中 已 经 给 出 过 , 而 且 我 们 在 这 
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里 讨论 援 占 题 对 要 再 砍 给 出 它 . 

很 难 想 出 一 个 例子 ， 其 中 和 近似 的 失效 不 是 以 第 二 项 的 出 现 为 
标志 的 . 尽管 如 此 ,这 种 纠正 的 方法 却 夫 非 普 适 的 ,因为 在 复杂 的 
问题 中 ,为 了 多 计算 一 项 ,所 需 的 额外 工作 量 可 以 是 令 人 可 怕 的 . 
在 基本 简化 步骤 中 检验 自 洽 性 所 需要 的 简单 蔡 代 可 能 就 是 很 容 多 
做 到 的 事 . 尽管 这 是 偶然 的 事 , 但 就 6.1 节 所 提 到 的 理由 而 言 , 月 
冶 性 的 检验 在 此 种 例子 中 却 是 很 值得 做 的 . 


对 


高 分 项 


继续 进行 计算 ， 我 们 就 能 得 到 扰动 级 数 中 的 高 阶 项 ， 这 不 会 
出 现 原则 性 的 问题 ,但 是 ,最 终 计算 是 困难 得 令 人 可 怕 的 ， 

利用 下 列 事实 是 有 帮助 的 : @.(z) 恒 等 于 零 并 非 个 然 的 ， 事 
实 上 对 于 所 有 的 奇数 i, @i(o) 一 0。 为 了 看 清 这 一 点 ， 请 注意 , 妇 
果 以 一 "代替 a, 则 基本 微分 方程 《4) 是 不 变 的 ， 假 定式 (4) 具 有 
唯一 的 解 ,这 就 是 说 8(1,a) 一 8(1, 一 a), 换 名 话说 ,8 是 它 的 第 
二 个 自 变 量 的 偶 函 数 . (这 一 事实 背后 的 物理 原因 是 什么 2 ) 根 据 
这 一 点 ， 不 难 证 明 (练习 2), 当 4 一 0 时 , 所 有 8@(:, a) 对 于 4 的 
奇 次 导数 都 为 入 .因此 式 48) 的 系数 满足 


1 ! » , 
ei — + | | 二 0， i 为 奇数 ， 
1 1 Oa: a=0 


我 们 得 到 级 数 8(1, a) 不 存在 4 的 奇 次 震 的 结论 ， 为 了 得 到 更 高 
价 的 修正 , 最 好 利用 这 一 点 ， 并 从 一 开始 就 假定 , @(:, a) 具有 a 
寡 的 展开 式 . 

注 评 上 一 段 的 考虑 表明 ,在 扰动 计算 开始 之 前 ,你 就 作 须 弄 
明白 是 否 可 以 利用 对 称 性 的 论据 去 证 明 恰 当 的 展开 变量 是 自然 地 
出 现 的 小 参数 的 平方 。 如 果 看 不 到 这 种 对 称 性 ， 你 就 不 得 不 因为 
统 忽 的 错误 而 盲目 行动 ;你 只 得 更 加 艰苦 地 工作 ,以 得 到 给 定 的 精 
度 . 

我 们 指望 计算 更 多 的 项 ， 以 改进 近似 的 正确 性 。 这 对 于 闭 区 
司 [9,T] 是 对 的 。 事 实 上 ,可 以 证 明 ;, 当 |a| 二 o 时 ,对 于 是 够 小 
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的 ao， 级 数 (8) 是 收 伍 的 。 对 于 [0, 了] 中 的 1, 收 合 是 一 致 的 。 这 
就 是 说 ， 给 定 任何 8 > 0, 存在 着 一 个 非 负 的 整数 ( 它 与 1 无 天 )， 
只 要 N > No, | a | <ao 1€ [10,7T1，, 就 有 
ac;o) 一 人 | O,(t)a!’ 
这 种 收敛 ( 见 3.2 节 ) 暗示 着 下 列 事实 , 当 a 一 0 时 , 级 数 (8) 
是 渐 近 的 ;对 于 4e [0, 7T] 中 的 t 则 是 一 致 的 。 这 就 是 说 ,对 于 任 
何 s >> 0, 和 任何 给 定 的 NN, 存在 着 一 个 正 数 a《 它 与 1 无关 ), 人 
要 lol| 委 cotieE[0, 7]， 就 有 


< gE, (26 ) 


一 人 


<< 8 ， (27 ) 


@(t,a) -一 2 (rt)a! ] 
用 源 近 分 析 的 符号 (附录 3.1) 来 表示 , 则 有 
QO(1,a) 一 > Bi(z)uo: + o(a™ ), 


对 zt € [0,7] 是 一 致 的 ”， (28) 

因为 很 难 计算 级 数 中 的 许多 项 ， 所 以 渐 近 结果 往往 比 收敛 证 
明 更 为 有 用 。 但 是 必须 记 住 其 间 的 差别 。 在 收敛 近似 中 ， 人 们 认 
为 参数 是 固定 的 。 考 虑 通过 取 更 多 的 项 数 来 提高 精度 。 在 渐 近 近 
似 中 ,人 们 考虑 固定 的 项 数 ,并 想 通 过 让 参数 趋 近 于 “有 利 的 ” 值 来 
改进 精度 . 

就 无 界 区 闻 而 言 。 取 更 多 的 项 并 不 使 情况 得 到 改进 (a”) 项 
包括 了 正比 于 "项 的 贡献 ,所 以 当 + 一 0Ca-!) 时 ,所 有 “修正 项 ” 
都 是 0(1)。 在 2.2 节 中 我 们 简要 地 考虑 了 得 到 一 种 改进 近似 的 
庞 加 莱 方 法 ,在 第 十 一 章 中 将 讨论 求解 这 个 问题 的 另 一 种 途径 . 


练 习 
1. 利用 待定 系数 法 推导 式 (23). 
2. (a) 证 明 偶 函数 的 导数 是 奇 琐 数 ， 而 奇 函数 的 导数 则 是 倡 函 


1》 在 形式 的 计算 中 , 我 们 假定 式 (28) 的 余 项 为 oCaNt)， 这 是 一 个 比 o(e@ 、) 更 
强 的 要 求 , 
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(b) 证 明 侦 水 数 的 二 阶 导 数 是 偶 况 数 . 
(c) 证 明 所 有 偶 图 数 的 奇 阶 导 数 在 原点 为 零 ， 

3.《 术 题 计算 元 长 .) 假 定式 (4) 有 级 效 解 

@O@=+ad+t+adt, qa 

试 计算 @,. 

i4. 证 明 (4) 式 意味 着 19(2)| 二 1， 

5. 当 (1) 式 的 初始 条 件 取 作 a 二 0, 8 是 小 的 "时 ， 试 计算 对 一 阶 
近似 的 修正 . 


7.2 ”用 扰动 理论 求解 抛射 问题 


在 本 节 ， 我 们 用 三 种 不 同 的 扰动 方法 来 讨论 最 终 以 方程 
(6.3.18) 表 述 的 抛射 间 题 ， 首 先 , 利 用 上 御所 介绍 的 级 数 方法 ， 通 
过 已 经 解 过 的 例子 ,我们 示 明 多 少 有 点 见长 的 计算 是 如 何 往 下 进 
行 的 。 当 然 ; 学 生 不 应 该 读 这 些 例子 ,而 应 该 把 它们 当 作 对 县 己 工 
秆 的 一 种 校 核 来 使 用 . 

本 节 其 余部 分 用 同一 例子 示 了 明 参 数 微 商法 和 逐次 通 近 法 . 


级 数 方 法 


在 无 量 纲 时 间 为 + 时， 一 个 抛射 物 离 地 球 的 无 量 纲 距离 * 由 
下 列 方 程 及 其 切 始 条 件 所 决定 

一 一 (1 十 sz) ，x(0) 一 0， (0)= 1, (1a,b,c) 
这 在 6.3 节 已 经 作 了 证 明 ( 试 与 6.3.18 作 比 较 )。 我 们 世人 和 伍 & 二 
Vf/gR， 式 中 VV 是 铅 垂 同上 的 初速 度 ，& 是 重力 加 速度 ,RR 是 地 人 碌 
的 半径 。 在 抛射 体 离开 地 球 不 太 远 的 情况 下 ， 我 们 感到 兴趣 的 是 
万 有 引力 随 距 离 变化 所 产生 的 影响 。 因而 ， 像 在 6.3 布 所 讨论 的 
那样 ,我们 应 该 考究 一 下 8s 很 小 时 ,(1) 式 的 解 , 近 外 上 上 贡 所 概述 的 

扰动 方法 ,我 们 取 克 级 数 展开 去 
x(t, 8) = roli) + EX) + ext) 十 … ,, (2) 
并 把 它 代 入 基本 方程 ， 然 后 , 我 们 用 式 (2) 把 项 (1 十 ex)“ 写成 
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s 的 寡 级 数 。 原则 上 这 可 利用 泰勒 级 数 的 公式 写 出 ,但 是 ,经 验 告 
诉 我 们 ,在 构造 因 级 数 时 ,只 要 有 可 能 ， 就 应 该 用 二 项 展开 式 。 如 
果 有 必要 ,最 好 进行 基本 的 运算 ,以 使 二 项 式 的 第 一 项 是 1, 在 这 种 
情况 下 ,展开 式 取 下 列 简单 形式 

G 十 J)m 一 1 十 厅 十 1) 六 


+t 1 中 一 1， (3) 
在 目前 的 情况 下 ,我 们 得 到 
(1 十 sx 一 1 一 2sr 十 = (一 2)( 一 3ygzzz + OCe3) 


一 1 一 2gfx 十 sf 十 O(e)] 十 3sfx 十 O(e)] + 0(e:) 
一 1] 十 8( 一 2xo) 士 86( 一 2x 十 3xz) 十 O(s3)， 
让 各 5 攻 次 的 系数 等 于 零 。 我 们 得 到 下 列 各 方程 


to 一 一 1】， ro(0) = 4， to(0) 一 1., (4a) 
= 2rx0, X00) = 0, (0) = 0., (4b) 
和 2 = ZX 一 ~ 331， xr2( 0) 一 0 ， ta 0) 本 0, (4c) 


例 1 求解 方程 组 (4) 
解 ” 积 分 方程 (4a) 得 


oft) 一 一 上 十 |， xo 人 zt) 一 上 一 7 (5) 
由 此 , 式 (4b) 变 为 
(2) = 2 fF, rx(0) = 0, xz(0) = 0, 
因而 
dD) = (一 二 站 一 一 此 (6) 
3 3 12 
由 (4c) 得 
T(z) 一 3 工人 一 3 (Pei) 
3 6 4 
一 一 31 十 1 s,s_. ll 11, 
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因而 


11 11 
at) = CB 十 一 1 一 一 
2(#) 1 co 
1 4 11 ， ll] i 
Xi 人 zt 一 一 一 上 于 一 了 一 一 一 上 7 
(2) 4 60 360 (7) 
所 以 , 解 为 
+ 1 一 二 f+e(-2 2 一 二 ) 
3 12 
+ @(— 二 4 十 了 天 一 2 十 (8) 
4 60 360 


重要 的 是 抛射 体 到 达 其 最 大 高 度 的 时 刻 tw。 些 时 ,速度 为 

雪 ,如 
i(tm) 一 0。 《9 ) 
通过 求解 zo(z), 我 们 可 得 到 z; 的 一 阶 近似 ， 根 据 (5) 式 ， 这 就 给 
出 ty 之 1， 为 了 做 得 更 好 些 , 我 们 在 所 达到 的 精度 下 ,利用 这 个 解 
把 (9) 和 (8) 式 合并 在 一 起 ,这 样 我 们 就 导出 了 zm 的 下 列 方程 


1 一 各 十 避 包 一 二 已 
3 


十 8 | 一 名士 卫 吉 一 中 六 十 DO(s3) 一 0. (10) 
咯 去 O(&) 项 后 ,这 就 是 一 个 五 次 方程 。 但 是 ,我 们 只 对 近似 为 1 
的 根 感到 兴趣 。 而 且 我 们 指望 ， 象 我 们 已 找到 的 所 有 其 他 的 量 那 
样 , 这 个 根 有 一 个 按 8 展开 的 级 数 . 弃 然 关于 z 如 的 方程 《10) 仅 
正确 到 O4g )， 我 们 就 取 一 个 正确 到 同一 阶 的 展开 式 
/= 1 二 aog 十 as: 十 O(8s3)， (11) 

现在 , 求 得 这 个 展开 式 的 系数 便 是 一 种 简单 的 计算 了 ， 

例 2 计算 (11) 中 的 a 和 a 

解 ” 把 (11) 代 入 (10) ,我 们 得 到 


0= —agt— w+te 1 十 2ag 十 O(g’) 


-一 ll 十 3aig 十 0Ce)) | 十 8 一 : 十 了 一 二 十 0Ce) | 
3 J . l2 60 1 
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Ee s(—a -二 l ~ 一 = 
3 
te (—o 十 2 一 ai 一 本 + O(s’). 


让 s 的 名 次 宪 数 都 等 于 堆 ,我 们 就 得 全 


dy 一 一 千 二 二， 
3 15 5 
因而 
3 ) 
‘ml te + 0(s3). (12) 


例 3 确定 最 大 高 度 x 三 x(tm). 
解 
zm 三 (Im) 一 tn 一 二 坊 十 s| 二 一 二 上 | 
2 3 12 
+e | 一 二 内 十 二 成 一 | 十 O(e’) 
4 60 360 
才 

~1+2s+2e | 二 2e 十 三 已 十 0(e| 
了 5 2 3 5 


1 2 ,3 
十 | 二 ( 十 二 E 十 O(s ) 


bb 
(A 


x (E) = sete +O0(). (13) 
2 4 8 

回 过 来 看 ， 用 扰动 理论 完成 分 析 轨 道 问 题 这 个 练习 所 得 的 解 
舍 ， 在 性 质 上 是 很 容 多 理解 的 。 如 和 xm 的 修正 项 都 是 正 的 ， 这 
是 我 们 所 指望 的 ， 当 考虑 到 地 心 引 力 随 距 离 而 减弱 时 ， 与 认为 地 
心 3| 力 不 随 距 离 而 变 的 情况 相 比 ， 计 算得 到 的 抛射 体 到 达 它 离 地 
球 最 大 高 度 时 的 时 间 要 长 些 。 而 所 达到 的 最 大 高 度 则 要 高 些 . 

在 现在 这 个 问题 中 , 解 只 是 在 有 限时 间 间 隔 0&t 所 21% 内 才 
有 意义 。 与 单 摆 问 题 不 同 ， 不 存在 由 于 某 种 微小 的 效应 在 充分 长 
的 区 间 内 不 可 避免 地 增 大 所 造成 的 困难 。 我 们 指望 、 我 们 的 近似 
在 0 委 上 二 24。， 内 一 致 地 成 立 ， 事 实 上 利用 精确 解 , 例 如 ,我们 可 
以 看 出 倘若 0 委 s 和 2?， 则 级 数 (13) 收 敛 于 zw(s) 的 正确 值 ，( 参 
阅 练 习 2。) 

我 们 记得 6.3 节 证 明 过 , 仅 当 〈 用 矿 度 化 ) 正确 地 选择 了 无 量 
纲 变 量 ,忽略 了 与 小 参数 相 乘 项 的 这 种 "天真 的 近似 ”, 才 给 出 恰当 
的 数学 问题 。 按照 现 在 的 观点 ， 这 种 天 真 的 近似 ”是 解 的 级 数 展 
开 式 的 第 一 项 。 我 们 得 到 如 下 的 结论 ; 正确 的 尺度 化 是 成 功 地 使 
用 正则 扰动 方法 的 必要 条 件 ， 

至 此 ,我 们 把 讨论 限于 一 种 方法 ,中 级 数 芒 ， 现 在 我 来 简要 地 
论述 两 种 密切 相关 的 方法 : 参数 做 商法 和 逐次 还 近 靶 ， 


参数 微 商 法 : 
参数 微 商 法 的 恩 想 在 于 展开 式 


x(1,8) 一 之 Xi(t)E! (14) 


的 系数 xi(z) 的 方程 可 以 通过 x(:，8) 对 的 逐次 微 商 ,并 在 微 商 
后 令 & = 0 来 得 到 。 这 个 方法 奏效 的 理由 简单 地 说 是 因为 系数 
xi 和 满足 


AN 1 O'x(1, 8) 
Xi 人 CE i] : Bs 1 “| _， (15) 
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当然 ,在 级 数 方 法 中 ，xi(z) 的 方程 是 用 替代 与 集 项 得 到 的 。 这 两 
种 方法 在 本 质 上 是 等 阶 的， 但 有 时 微 商 方 法 所 需 的 计算 稍 容 曙 


上 


一 
i 


我 们 现在 来 叙述 这 个 方法 ， 并 用 扩 射 问题 来 加 以 说 明 ， 
扰动 方法 I, 
第 一 步 ， 对 于 小 参数 伺 训 方程 和 边界 条 件 . 沽 虐 氟 射 问题 式 


(6.3.18): 
/ zt E) = —[l+ ex(i, s)] 一 ， 0， E) 一 0， 
x(0,E) 一 | (16) 
对 微分 方程 中 的 6 微 商 , 我 们 得 到 
/ Ox js3/ Or ,，.\ 
3 — 2(1 + ex) (se +#). (17) 
请 注意 ,我们 必须 记 住 * 依赖 于 es。 为 了 方 全 起见, 引进 符 写 
| xz 6) =0*(1,8) ii 一 0,1) 《tsa) 
Oe! z z | 
特别 是 | 
rt(t, 8) = x(t, 85)。 . (18b) 
由 此 ,(17) 式 可 写作 : 
XD w= 2[1 + er] [er 十 x0]， . (19) 


对 6 作 第 二 次 微 商 得 到 (练习 3) 
5z =- 2[1 + sxr0]-3[sxG2 十 2x0] 
一 6[1 十 gxd]-4sxO 二 x oF (20) 
第 二 步 。 在 各 个 方程 中 让 参数 等 于 零 。 我 们 引进 另 一 个 符号 
| yi(t) = x (rt, 0). (21) 
[与 人 15) 式 的 比较 表明 ，, yi 与 正则 扰动 的 级 数 法 中 所 用 的 xi 仅 差 
一 个 常数 因子 1] 
利用 式 (21) ,我 们 从 (16),(19) 和 (20) 式 得 到 
gO 一 一 1， 70D 2y09, 
7 一 470 -一 6[7y] 。 (22a, b,c) 
如 果 我 们 对 边界 条 件 重 复 第 一 步 和 第 二 步 , 就 得 到 
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y=0, yy" (0)=1.,. ( 23a ) 
y? =0, YInC0) 一 0. (23b) 
y=—=0, (0)=(. (23c) 
正如 读者 易于 证 明 的 那样 、y; 的 方程 与 我 们 上 面 得 到 的 《 练 
河 4) 相应 的 xi 的 方程 的 养 别 仅 在 于 出 现 了 一 个 合适 的 剃 数 。 同 
一 结 染 是 用 不 同 的 方 靶 得 到 的 ， 
逐次 逼近 法 《 枉 代 方法 ) 
用 下 列 方程 可 以 局 发 我 们 得 到 扰动 理论 的 另 一 条 途径 ， 假 定 
某 问 题 具 有 下 列 形式 
F(z) = G(2)., (24) 
(为 了 明确 起 见 ， 可 以 把 到 和 G 都 看 作 是 多 项 式 ，) 进 而 假定 方程 
中 一 0 给 出 了 对 所 需 解 z 的 粗略 近似 za。 为 了 得 到 二 级 近似 ， 而 
不 是 把 G(z) 完全 忽略 掉 ， 我 们 可 以 用 G(so) 来 近似 它 。 那 末 我 
们 束 可 解 出 一 个 新 的 和 近似值 zs,， 它 满足 
F(zi) = G(%0)., 
这 一 步骤 可 以 用 
F(z 一 G(z，)，7 一 2，3; (25 ) 
来 重复 ， 
例 如果 
2— 2=— (0.012, 
那 末 解 的 初始 近似 为 zo 二 2。 较 好 的 近似 为 z = 2 十 0.01(0.8)= 
2.08 。 
作为 对 单 摆 问 题 初 始 近 似 的 一 种 改进 方法 , 我 们 在 22 市 中 
曾 简 单 地 提 到 过 又 代 方 法 .现在 我 们 要 利用 抛射 间 题 作为 示例 ,对 
这 个 方法 作 一 个 更 为 一 般 的 摘 述 . 
扰动 方法 II. 〈 适 用 于 具有 一 个 未 知 男 数 * 的 稍微 分 方程 ) 
第 一 步 。 把 微分 方程 写成 F(x, zy 六 1) 一 GCCryZs 
,st) 的 形式 ， 式 中 一 0 给 出 了 所 需 解 的 初始 近似 ， 扫 对 
问题 (1) 的 初始 近似 是 由 求解 x* = 1 得 到 的 。 因此 我 们 把 式 (1a) 
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写成 下 列 形式 


十 1 二 一 (1 十 ex) “十 1 
或 
2 
二 1 = Str 二 ex) (26 ) 
(1 ex) 


评注 。 在 以 后 , 我 们 将 用 符号 x; 表示 第 i 次 近似 。 这 是 为 了 
把 现在 的 近似 与 我 们 在 方法 1 和 I 的 讨论 中 所 引进 的 近似 x; 和 
?2 加 以 区 别 . 

第 二 步 。 逐 次 求解 方程 

F(zoy2o ,20 * "9t) = 0; 
F(z Sn9 Sry st) = Gen Zais Snir "9t); (27) 
: 1 == ,2 …。 

通常 ,人 们 让 每 个 近似 z; 都 满足 全 部 初始 条 件 或 边界 条 件 ， 但是， 
有 时 可 放松 这 个 要 求 而 得 到 好 处 ， 对 于 抛射 问题 ， 我 们 可 用 下 述 
蔡 代 方案 


35 十 1 一 0，zo(0) 一 0， 20(0 ) — 1. (28) 
, E(2z,_ 1 十 8z2 
#1 一 z,(0) 一 0， 

zn(0) 一 1. (29) 


在 明显 地 包含 一 个 小 参数 的 问题 中 ， 可 用 一 个 例子 来 说 明 一 
”种 有 用 的 考虑 。 孝 虑 二 次 方程 


一 sz 十 zx 一 1 一 0， 0 一 s 嫌 1 (30 ) 

对 于 接近 于 1 的 根 , 求 其 近似 值 的 登 代 方法 是 
yx 一 上 一 0 (31a ) 
xt 一 1 一 8 或 xz 一 1 十 sz 7 一 1 2 。 (31b) 


因而 
xz 一 十 Ex 一 1] 十 se(1 十 8e) 一 1 十 E 十 28 十 85， 
2 一 1 十 ECI 十 8 十 28 + @) 


1) 符号 多 表示 “小 于 小 于 ” 
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一 1 十 十 2e 十 483 十.….. (32) 
这 里 值得 注意 的 是 ，xs 中 的 系数 与 + 中 相应 的 系数 是 不 相间 
的 ,后 者 x; 的 系数 是 错误 的 。 这 是 因为 x 只 正确 到 8 阶 的 项 . 
而 x2 只 正确 到 s 阶 的 项 。 如 果 我 们 用 
ro=1, x,=1+ gxs., + O(e”!!) (33) 
代 堆 式 (31) ,并 且 不 计算 DCs””) 项 , 那 末 我 们 就 可 以 说 明 上 述 事 
实 , 并 且 省 去 许多 关于 高 阶 项 的 无 用 的 计算 , 
在 分 析 (28) 式 和 (29) 式 时 ,我 们 可 以 采用 完全 相同 的 考虑 ， 
从 (28) 式 ,我 们 得 到 


z0 = 一 一 六 
代入 (29) 式 便 有 
1 十 ] 20(1 37) te (a) (34) 


我 们 可 把 这 个 方程 写作 下 式 而 不 臻 最 终 交 失 其 精度 : 


3 十 1 一 28 (: 一 二 + O(e’), (35) 
加 上 初始 条 件 (29) ,这 就 得 到 
_ 1 2 1 3 1 4 2 
zi=1 7 +e(- FT ) + 0(e)， (36) 
可 以 瞩 无 困难 地 证 朋 [ 练 习 7(a)], 下 一 级 近似 *: 满足 


+ 1 2 (1:— Le) te lz 
2 3 


1 4 1 a /03 
一 地 3 ) | + 0). / (37) 
求解 这 个 方程 并 与 (8) 式 作 比 较 , 我 们 发 现 ， 如 所 预料 的 那样 ,二 


次 近似 正确 到 s 阶 项 [练习 7(b)]. 
隶 次 壳 近 法 的 一 个 优点 在 于 它 不 需要 辨认 小 参数 。 由 于 是 登 
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代 方 法 ， 计 算 中 革 个 次 要 的 错误 只 会 推迟 而 不 会 破坏 对 正 销 解答 
的 靠近 ， 此 外 ,有 时 解答 的 形式 不 容易 猪 到 ,但 它 却 可 以 从 逐次 焉 
近 法 的 几 次 登 代 中 形成 ， 最 后 ,利用 归纳 法 ,有 时 比较 容易 证 明 逐 
次 逼近 法 的 收敛 性 . 

逐次 逼近 法 的 主要 缺点 在 于 : 在 新 的 又 代 中 很 多 辛苦 得 来 的 
项 一 般 只 造成 给 出 更 高 精度 的 假象 。 但 是 ， 如 同 我 们 已 看 到 的 那 
样 ;改进 至 代 步骤 ,有 时 可 以 克服 这 个 缺点 , 
关于 正则 扰动 理论 的 总 评述 

在 本 质 上 ,我 们 一 直 在 尧 虑 确定 这 样 一 个 函数 /， 它 既 依赖 于 
一 个 小 参数 se, 又 依赖 于 一 个 自 变 量 :， 而 且 还 满足 一 个 具有 恰当 
的 初始 或 边界 条 件 的 微分 方程 。 假 定 8 == 0 时 ,我 们 得 到 一 个 可 
以 求解 的 问题 ， 它 的 解 是 函数 有。 虽然 多 少 仍然 有 点 粗糙 ， 但 我 
们 却 可 以 比 以 前 更 精确 地 把 正则 扰动 理论 作 如 下 的 分 类 : 当 近 似 
hh 在 自 变量 : 的 全 部 定义 域内 似乎 一 致 成 立时 ， 正 则 扰动 理论 是 
由 系统 地 改进 近似 为 的 方法 所 组 成 。 如 果 在 令 s 一 0 时 所 得 到 的 
问题 (i) 没有 解 ; (ii) 虽然 有 一 个 解 ; 但 它 在 感 兴趣 的 整个 区 域 上 
并 不 给 出 一 致 成 立 的 近似 解 ; (ii) 有 很 多 解 , 那 末 ,这 个 方程 就 属 
于 奇异 扰动 理论 (第 九 章 的 主题 ) 的 范围 . 

我 们 这 里 仅 考虑 j 满足 单个 常 微分 方程 的 情形 ,但 是 , 当 f 满 
足 一 个 代数 方程 ,一 个 差分 方程 ,一 个 偏 微 分 方程 ,一 个 积分 方程 ， 
这 些 方程 的 方程 组 等 情况 时 ,扰动 方法 本 质 上 是 相同 的 。 三 种 方 
法 (级 数 法 , 微 商 法 ,逐次 近似 法 ) 中 的 任何 一 个 都 可 以 用 .每 个 方 
法 都 得 到 一 组 欲 待 求解 的 问题 。 各 个 问题 的 性 质 和 求解 它们 所 需 
的 技巧 随 各 人 处 理 的 方程 类 型 而 蜡 ， 但 是 扰动 方法 提供 了 一 个 共 
同 的 框架 ， / 

我 们 所 用 的 计算 是 形式 上 的 ， 因 为 各 种 极限 运算 未 加 证 明 而 
作 了 交换 .例如 ,在 把 一 个 无 穷 级 数 代 人 一 个 微分 方程 时 ,我 们 交 
换 了 求 和 和 导数 的 算 符 , 在 参数 微 商法 中 ,我 们 交换 了 对 参数 的 导 
数 和 对 自 变 量 导 数 的 次 序 。 在 所 有 的 情况 下 ， 我们 都 未 作 有 逻辑 证 
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明 而 假定 对 某 个 参数 具有 恰当 的 相依 关系 的 解 是 存在 的 . 

倾向 于 理论 的 数学 家 ， 可 能 已 有 了 这 样 的 动机 : 去 研究 这 些 
定理 ,证 明 我 们 形式 上 的 运算 是 正确 的 ,以 及 发 现 比 现在 已 有 的 定 
理 章 义 更 深远 的 定理 ， 知 道 了 以 下 的 事实 以 后 ，: 其 他 一 些 人 将 满 
足 于 在 形式 上 往 下 做 ， 这 一 事实 即 比 起 如 果 要 取得 进展 仍然 不 可 
避免 要 做 这 种 计算 的 那 类 问题 来 ， 能 证 明 形 式 上 的 计算 是 正确 的 
那 一 类 问题 是 相当 有 限 的 . 

扰动 方法 的 一 个 困难 在 于 计算 的 复杂 性 将 随 着 保留 项 数 的 增 
加 而 迅速 增加 。 然 而 ,通常 计算 一 项 或 两 项 就 足够 了 . 〔 第 八 章 中 
我 们 要 看 到 这 样 的 一 个 例子 。) 在 其 他 情况 下 ,可 用 计算 机 做 所 需 
门 计算 ， 例 如 参阅 B. R. Munson 和 D. D. Joseph 的 “Wiscous 
Imcompressible Flow Between Concentric Rotating Spheres，Part 1, 
Basic Flow”J. Flyid Mech，49，289 一 303 (1971) 一 文 。 该 文保 
留 了 一 合适 的 小 参数 的 七 次 宕 ,这 个 问题 大 约 需要 计算 1000 个 系 
数 。 


练 习 


1 求 出 抛射 间 题 (1) 中 的 的 精确 解 . 
2. 利用 练习 1 证 明 / 


1 i 
om/ 一 到 6 小 
再 用 这 个 式 子 去 校 核 (13) 式 。 
3. 验证 下 列 方 程式 , 
(a) 方程 (20). 
(b) 方程 (35) 和 (36)， 
4. 证 明 (4) 式 中 的 方程 与 (22) 和 (23) 式 中 的 方程 是 相 容 且 . 
5. 构造 一 个 扰动 方法 III 的 例子 ， 这 种 方法 的 好 处 在 于 不 要 使 记 
有 的 登 代 都 满足 原来 的 初始 条 件 ， 
6. (a) 验证 (32) 式 . 
(b) 证 明 由 方案 (33) 式 也 能 得 到 (32) 式 ， 
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7. (a) 验证 (37) 式 . 
(b) 求解 G7) 式 ， 并 由 此 说 明 与 (8) 式 是- - 获 的 ， 
8. 按照 下 列 方法 讨论 第 1 节 的 单 摆 问 题 ， 
(a) 用 参数 微 商 法 . 
(b) 用 逐次 有 带 近 法 . 
9. 考虑 二 次 方程 mw? 十 em 一 4 一 0,0<ekl. 
(a) 用 二 次 公式 求解 ,并 把 所 得 结果 展 为 的 级 数 。 然 后 , 假 
设 问 题 wr 一 4 一 0 是 可 解 的 ， 但 是 原始 问题 是 不 可 解 
的 ,从 而 导出 近似 解 . | 
(b》 用 级 数 法 求解 . 
(c) 用 参数 微 商法 求解, 
(d) 用 逐次 近似 法 求解 . 
10. 在 抛射 问题 中 , 当 考 虑 空气 阻力 ,但 忽略 重力 的 变化 时 ,方程 为 


d'x™ dx dx™ 
mr th me 0) = 0 C0) =—V. 
对 于 小 阻尼 ,变量 变换 
X 
pi? Ve 


仍然 合适 (与 练习 5.3.8 加 以 比较 . ) 假 定 备 级 数 展开 式 为 


x(158) — xolt) + Bal) + B=. 
mg 


继续 按照 课文 中 处 理 的 相应 的 问题 ,证 明 
1 ll .,,. 
tm»m=—= 1 FT st 9 


1 1 1 »， z 
先 2 十 一 - -全 
” 2 3 人 


11. 考虑 本 征 值 问 题 
y" 二 4(l+ex)y=0, 0<x<x; 
y(0)= y(x)=0, 0<e<l1, 
1(a) 按照 扰动 理论 ， 利 用 练习 4.3.12(a) 的 结果 ,确定 相应 于 


? oid* 


一 0; 7 一 1， 2 的 本 征 全 13 一 pn 的 一 级 修正 
E A 
(b) 利用 练习 4.3.12(b) 求 出 相应 于 本 征 丽 数 y” 一 次 修正 的 
级 数 展开 式 ， 为 了 求 得 唯一 的 解答 ,要 求 进 行 归 一 化 : 
| [yx 一 1 


12. 求 
36 妇 十 (162 十 48) 妇 一 2486z 十 98g 一 0 
对 小 参数 js| 成 立 的 近似 解 . 
13. 在 某 计 算 中 ,我 们 对 
27 


8 二 一 一 xn(x 十 1 
4 


在 靠近 x 一 = 处 的 两 个 根 和 e = 0 时 的 一 个 根 感到 兴趣 , 试 
求 出 关于 这 些 根 的 级 数 展开 式 中 的 头 一 项 或 头 两 项 
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第 八 音 ”一 个 生理 流动 问题 的 求解 
及 其 所 示 明 的 技巧 


本 章 分 析 “固定 梯度 流动 ” 问题。 这 是 一 种 次 透 性 质 的 流动 ， 
它 靠 溶质 浓度 差 驱动 。 我 们 对 这 个 问题 处 理 得 较为 简单 ， 所 以 我 
们 这 里 的 讨论 可 以 自 成 系统 ,独立 存在 . 

在 分 析 中 ， 我 们 将 要 充分 使 用 已 在 上 文中 比较 简单 地 研究 过 
的 许多 观念 一 量 纲 分 析 、 尺 度 化 和 正则 扰动 理论 。 我 们 将 看 到 
量 纲 分 析 是 如 何 把 有 关 的 参数 从 八 个 减少 到 三 个 的 。 尺 度 化 部 分 
是 相当 有 趣 的 。 此 外 ,扰动 理论 也 并 非 全 然 易 惟 的 ,这 是 因为 问题 
中 有 两 个 大 小 必须 加 以 确定 的 重要 参数 。 总 而 言 之 ， 虽 然 仅 涉及 
两 个 一 阶 常 微分 方程 ,但 是 为 了 作出 透彻 的 分 析 ,我 们 将 要 考虑 的 
国定 梯度 流动 的 模型 已 复杂 得 足以 需要 用 上 我 们 的 全 部 武器 . 


8.1 一 个 徘 渗 透 驱赶 的 固定 梯度 流动 模型 的 物理 表述 和 量 岗 分 
忻 


在 本 节 中 概述 各 种 生理 学 和 生物 学 看 法 ， 这 些 看 法 同 我 们 所 
要 研究 的 问题 有 关 。 然 后 用 量 岗 分 析 得 到 有 关 现 象 的 一 些 初步 结 
论 . 


一 些 生理 学 事实 


有 关 的 生理 学 事实 如 下 ， 

(a) 各 种 组 织 把 溶质 分 泌 到 邻近 于 它们 或 把 它们 “ 漫 泡 ”在 其 
中 的 流体 中 去 。 价 如 ， 肾 组 织 把 几 种 不 同 的 盐分 泌 到 在 肾 的 小 导 
管 中 流 动 的 流体 中 去 . 

(b) 在 感 兴趣 的 情况 下 ， 盗 质 在 证 钨 流体 中 的 请 藉 近 似 地 等 
于 或 者 也 许多 少 大 于 咨 质 在 分 刻 组 织 中 的 平均 浓度 ， 
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(c) 分 让 溶质 的 一 种 可 能 的 机 理 是 扩散 ， 但 在 这 里 扩散 并 不 
是 主要 的 机 理 ， 其 理由 是 浓 质 正在 进 人 的 区 域 比 起 浓 质 正 离 开 的 
区 域 来 ,前 者 的 盗 质 浓度 等 于 或 高 于 后 者 的 溶质 浓度 . 

(d) 刃 下 种 可 能 的 机 理 是 靠 组 织 和 漫 泡 流体 间 形 成 的 薄膜 边 
界 的 主动 输 运 ， 这 里 化 学 “ 砂 ” 可 以 以 大 体 上 与 溶质 在 浸泡 着 薄膜 
的 涯 体 中 的 浓度 无 关 的 方式 ， 把 能 量 消 耗 在 按 给 定 的 方向 把 溶质 
运送 过 薄膜 上 ， 特别 是 主动 地 进行 输送 的 薄膜 可 把 溶质 从 低 浓 度 
区 注 人 高 浓度 区 、 | 

然而 可 以 证 明 ， 我 们 所 关心 的 现象 不 可 能 直接 率 涉 到 主动 办 
运 问 题 ， 即 盗 质 不 能 直接 注入 漫 泡 流体 ， 人 们 已 经 测 得 了 在 薄 腊 
的 单位 面积 上 溶质 进 人 浸泡 流体 的 速率 ， 知 道 了 这 一 点 ， 就 可 以 
计算 盗 质 浓度 与 垂直 于 薄膜 的 距离 之 间 的 依赖 关系 。( 这 里 采用 
疗 单 的 扩散 理论 是 合适 的 .) 但 是 ,测量 结果 与 这 种 计算 预测 的 结 
和 东 是 不 同 的 2， 

生理 学 家 J. Diamond 和 他 的 同事 已 提出 了 一 个 假设 来 调和 
这 种 种 事实 ”。 到 本 书写 作 之 时 为 止 ， 可 以 说 这 个 假设 已 很 受 关 
注 ， 但 尚未 完全 接受 ， 我们 现在 就 来 比较 详细 地 研究 这 个 假设 ， 

生理 学 家 们 的 出 发 点 为 下 列 观察 结果 ，。 即 狭长 的 渠道 始终 具 
有 输送 流体 的 组 织 所 拥有 的 结构 特征 ， 它 的 例子 有 胆 襄 外 壁面 上 
但 争 细 胞 之 间 的 渠道 , 理 的 小 导管 中 的 折 生 之 间 的 渠道 , 胆 的 胆 汗 
迷 道 网 (小 的 通道 ), 衬 垫 在 胃壁 上 的 细胞 之 间 的 渠道 ， 人 们 推测 ， 
咨 质 被 主动 地 输 运 到 深入 分 记 组 织 的 渠道 的 " 远 ” 端 (图 8.1), 当 流 
体 通 加 渠道 开端 时 ， 从 而 在 远 端 处 建立 起 来 的 比较 高 的 浓度 就 会 


] ) 参阅 jj Tormey 和 JJ Diamond,“lhbe Ultrastructural Route of Fluid Tra. 
nsport in Rabbit Gall Bladder,” J. Gen. Physiol. 50，2032〔〈19677， 也 可 
参阅 练习 2.6 和 该 处 所 引 的 参考 文献 ， 

2) 除了 刚才 所 引 的 参考 文献 外 ,也 可 参阅 J. Diamond 和 W. Bossert “Standing- 
gradient Osmotic Flow, a Mechanism for Coupling of Water and Sofute 
Transport in Epithelia” J. Gen. Physiol. 506, 2061 一 2083 (C1976), 以 及 这 
殉 位 作者 的 文章 “Fuanctional Consequyences of Ultrastructural Geometry in 
了 Backwards 了 luid-transnorting Epithelia”, J. Cell. Biol. 37, 694—70? 
(1968), 
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乏 渐 地 币 剖 稀 , 原 因 是 由 于 这 种 浓度 分 布 , 靠 盗 透 作 用 能 把 水 吸引 
过 来 。 于是。 咨 质 浓度 的 一 种 定常 梯度 或 固定 梯度 就 很 快 地 建立 
起 来 了 .在 渠道 的 封闭 内 ” 端 , 浓 度 是 高 的 ,而 在 男 一 闻 则 分 刻 - 
新 ,浓度 下 降 为 比较 低 的 值 . 

我 们 要 强调 ， 我 们 所 研究 的 机 理 要 求 各 种 分 论 组 织 和 吸收 组 
织 。 为 了 明确 起 见 ， 我 们 将 把 讨论 限于 分 泌 组 织 的 情况 .虽然 会 
出 现 另 外 一 些 复杂 的 东西 ,但 只 要 把 整个 机 理 苏 倒 过 末 , 就 可 以 处 
理 吸 收 组 织 的 情况 ,，( 参 阅 上 面 摘 引 的 Diamond 和 Bossert 1968 
年 的 文章 ). 

深入 地 去 讨论 支持 这 种 固定 梯度 假设 的 直接 或 间接 的 生理 全 


SA ，; . 浸泡 液 … 


图 8.1 分 泌 组 织 中 经 常见 到 的 细 长 渠道 ， 插 图 是 炽 道 的 一 张 高 倍 

数 放 大 示意 图 ， 示 出 了 推测 到 的 输 运 机 理 , 溶 质 被 主动 地 达 入 近 闭 

端的 梁 道 之 中 ; 水 靠 肉 透 作 用 被 吸 进 来 ， 从 而 大 大 地 稀释 了 汇 遭 开 
端 处 出 现 的 次 六 ， 
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据 是 不 适当 的 。 关 于 这 个 问题 ， 我 们 必须 让 有 兴趣 的 读者 去 参 江 
所 51 的 参考 文献 和 这 里 所 列 出 的 文章 ， 而 我 们 则 限于 研究 用 数学 
模型 对 这 个 假设 进行 解释 ,这 个 数学 模型 是 由 Diamond 和 Bossert 
在 1967 年 提出 并 用 数值 方法 进行 分 析 的 ; 在 1970 年 西 格 尔 又 采 
用 分 析 方 法 对 它 作 了 研究 。 上 面 已 援引 过 的 Diamond 和 Bossert 
的 文章 ， 我 们 在 下 面 还 将 经 常 参考 它 ， 并 常常 缩写 为 大 写字 母 
DB. 西 格 尔 的 文章 " 则 用 < 来 代表 ， 我 们 的 大 部 分 讨论 是 严格 地 
根据 这 一 篇 文章 来 进行 的 。 


渗 代 作用 和 渗 远 压 克 分 子 

为 了 确保 读者 对 理解 以 后 讨论 所 必需 的 生物 学 前 提 感 到 放 
心 , 我 们 来 简单 地 叙述 一 些 有 关 滩 透 作用 的 重要 事实 ， 

所 研究 组 织 的 边界 可 看 作 是 半 透 膜 ， 水 可 以 通过 这 层 薄膜 流 
动 ,但 盐 却 不 能 通过 ， 因 此 溶质 (例如 盐 ) 不 能 通过 荡 膜 而 溶剂 ( 例 
如 水 》 却 可 以 通过 薄膜 ， 如 果 单位 体积 内 溶质 的 质点 数 在 这 一 层 
虹 的 两 边 是 不 同 的 ， 那 末 水 就 流 过 薄膜 使 溶质 的 浓度 相等 ， 因 而 
水 从 比较 高 的 水 浓度 区 域 流 到 比较 低 的 水 浓度 区 域 ， 这 一 点 是 并 
不 令 人 奇怪 的 . 

经 过 单位 面积 半 透 膜 的 渗透 流动 速率 原来 主要 与 薄膜 两 边 音 
位 体积 内 溶质 质点 数 的 比例 有 关 ， 因 此 在 讨论 涉及 渗透 作用 的 现 
象 时 ,很 自然 地 把 给 定 流体 体积 中 存在 的 质点 数 作 为 浓度 的 量度 . 
这 种 量度 的 一 种 单位 是 渗 赤 压 充 分子 (Osmol)”, 现在 我 们 来 对 它 
下 定义 。 


1) “Standing-gradient Flow driven by Active Solute Transport,” J. Theore. 
Bioi. 29, 233—50. (1970). 这 里 的 题材 都 是 根据 该 期 刊 上 的 内 容重 新 写 下 来 
的 . 特别 是 图 8.2、8.4 和 8.5 就 是 根据 刚才 所 引 的 文章 中 的 图 重新 面 出 来 的 ， 

2) 引进 这 个 本 语 井 非 严 格 必 需 的 ， 但 它 强调 了 这 样 一 个 经 验 : 应 用 数学 家 开始 在 
某 个 新 领域 中 工作 时 就 必须 学 会 该 领域 中 的 术语 ， 以 使 他 能 易于 与 专家 们 交 
流 ， 如 打 有 人 一 及 决定 作出 这 种 努力 ， 那 末 就 十 分 容易 掌握 新 的 技术 词汇 ， 从 
而 使 广大 的 新 领域 作为 他 多 少 热 悉 的 科学 的 一 些 方 面 而 展现 在 他 面前 .也 如 
同 下 面 的 可 论 在 某 种 程度 上 示 明 的 那样 ， 进 一 步 的 努力 将 表明， 借助 新 的 但 却 
比较 简单 的 科学 原则 新 领域 的 其 他 方面 也 是 可 理解 的 ， 
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我 们 记得 … . 克 分 子 重 的 物质 或 一 摩尔 的 物质 就 是 以 克 为 单位 
其 质量 在 数值 上 等 于 分 子 量 的 一 定量 的 物质 。 一 摩尔 包含 阿 佛 人 铭 
熏 软 数 6.06 Xx 10” 个 分 子 ， z 

当 把 某 些 分 子 放 进 溶液 时 ,它们 就 分 虱 或 离 解 ; 另 一 些 分 子 则 
不 然 ， 如 果 把 一 摩尔 象 葡萄 糖 那 样 的 不 离 解 物质 放 人 水 中 ， 我 们 
就 说 水 里 含有 一 闯 迁 压 克 分 子 的 容 质 ， 一 之 渗 迹 压 克 分 子 就 是 干 
分 之 一 滩 透 压 克 分 子 . 

_ 个 盐分 子 在 水 旦 高 解 成 为 一 个 钠 离子 和 一 个 氢 言 子 ， 如 果 
把 一 摩尔 盐 放 人 效能 上 无 跟 的 水 中 ， 我 们 就 说 水 中 含有 两 渗透 压 
克 分 子 的 溶质 (“效能 上 无 限 ” 意 思 是 说 “大 得 足以 基本 上 完全 
离 解 ”.) : 

由 于 干扰 ”效应 ,把 有 限 体积 中 的 溶质 质点 数 加 倍 , 并 不 使 疹 
透 效 应 加 倍 。 同 样 , 举 一 个 例子 来 说 ,把 一 克 分 子 的 盐 加 入 有 具有 人 
体液 浓度 的 溶液 之 中 ,人 们 发 现 ,在 这 种 流体 中 盐 的 有 效 浓 度 增加 
1.85 摩尔 3。 请 注意 ,修正 量 仪 仅 是 百 分 之 几 。 我们 不 需要 涉及 到 
这 样 一 个 小 的 因素 ; 因此 将 假定 通过 单位 面积 半 透 膜 的 咨 训 流 动 
的 速率 与 膜 两 边 次 质 浓 度 ( 单 位 体积 的 质量 ) 差 成 正比 ， 


影响 固定 梯度 流动 的 因 亲 


作为 建立 数学 模型 的 准备 工作 ， 我 们 来 列举 出 假定 的 制约 这 

现象 的 物理 因素 ， 我 们 必须 强调 ， 我 们 建立 模型 的 工作 已 经 开 
始 。 因 为 一 些 因 素 将 被 完全 忽略 、 所 以 它们 的 影响 则 认为 是 次 要 
的 ,这 些 因素 的 例子 有 渠道 截面 形状 的 改变 , 径 向 效应 ， 渠 壁 对 深 
质 的 滩 透 性 ， 类 似 地 ， 被 考虑 的 因素 也 将 按照 多 少 是 近似 的 方式 
来 加 以 讨论 。 例 如 ， 将 采取 线性 关系 把 水 流 过 总 壁 的 泌 透 流动 与 
渠 辟 两 边 的 溶质 浓度 差 联系 起 来 ， 因 而 壁面 对 水 的 渗透 性 可 以 用 
单一 的 常 参数 来 表征 。 正 如 我 们 已 经 提 到 的 那样 。 这 样 一 种 线性 
关系 可 能 是 精确 的 ,但 是 应 该 记 住 已 引进 了 可 能 的 误差 来 源 . 


LI) 参阅 R。F, Pitts ‘Physiology of 1pe Kidney and Body Fluids (Chicago: 
Yearbook Medical，1963) 第 二 章 ， 


* 284. 


那 末 下 面 就 是 我 们 将 要 做 的 假设 

(i) 渠道 将 理想 化 为 具有 横 截 面积 *、 周 长 < 和 长 度 工 的 直 
性 体 . 
(ii) 假定 渠 壁 两 边 存 在 着 深 质 少 度 差 ， 其 次 假定 经 过 单位 面 
积 梁 上 辟 的 水 流速 率 与 这 个 浓度 莽 成 正比 。 比例 常数 就 是 渗透 率 ， 
并 用 字母 P 米 表示 . 

(ii) 假定 渠道 外 面 “ 温 泡 流体 ”中 深 质 的 浓度 为 常数 Cu， 不 
仪 假定 这 一 后 沿 深 道 侧 壁 成 立 ， 而 且 还 假定 可 忽略 在 渠道 开口 处 
的 有 反 回 趋势 , 因而 也 要 求 这 里 的 浓度 具有 值 Co. 

(iv) 在 渠道 中 , 溶质 将 为 不 同 的 流速 所 携带 ， 而 且 这 一 速度 
仅 与 沿 汇 道 的 距离 有 关 。 除 了 溶质 的 这 种 对 流 以 外 ， 溶质 的 扩 地 
也 将 发 生 。 扩 散 常 数 用 D 表示 . 

C) 假定 深 质 的 主动 输 运 仅 在 从 闭 半 延伸 出 来 的 距离 8 的 于 
一 部 分 管 壁 上 发 生 ， 渠 道 单 位 面积 上 咨 质 的 输 运 率 将 假定 具有 党 
值 Ne。 这 些 假定 和 符号 都 概括 在 图 8.2 之 中 ， 

侧 锐 多 “ 端 视图 


Tt He 的 站 ee 时 …: 大 7 时 全 多 Se a 本 | 
和 i : ， -本 全 ee i 
. 上 
P= 二 水 的 次 透 率 


No 一 主动 输 运 
,环境 溶质 六 朗 


图 8.2 简化 的 固定 梯度 流动 系统 . 

生理 学 上 最 感 兴趣 的 量 是 溶质 从 渠道 开端 处 移出 的 速率 .使 

用 选 出 渗透 压 容 说 尔 o# 来 考虑 问题 是 很 有 用 的 ， 这 个 名 词 定义 

为 这 样 一 种 溶质 的 浓度 ， 当 把 它 与 单位 时 间 内 离开 管道 的 溶剂 的 
体积 相 乘 时 就 得 到 单位 时 间 溶 质 离开 管 道 的 速率 , 

如 果 引进 某 种 符号 ,0# 的 定义 就 会 更 加 清楚 。 让 我 们 选 一 
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条 平行 于 管道 母线 的 轴 x*, 使 管 的 闭 端 相应 于 x* 二 0, 开端 相应 
于 x* = 工 ， 让 vwv*(x*) 表示 流体 在 位 置 x* 处 沿 zx 增加 方向 的 速 
度 。 因 为 “是 网 截面 积 ， 于 是 单位 时 间 内 从 管 的 开端 处 逸 出 的 流 
体 体积 为 av*( 工 )， 我 们 用 F*(x*) 表示 溶质 在 x* 处 的 通 量 密 
度 ?。 按 照 定义 , 通 量 密 度 F*(x*) 是 咨 质 治 x* 增加 的 方向 经 过 
x** 一 x* 平面 单位 面积 的 速率 。 因此 ， 溶 质 在 管 开端 锡 出 的 速率 
为 czF#( 工 )， 按 照 定 义 , 逸 出 沙 透 压 容 摩尔 0* 满足 av*(L)O*= 
aF*(4)， 因 此 ， 
* _ F*(L) | 
O; iy (1) 
在 这 里 我 们 现在 来 讨论 能 从 量 纲 分 析 学 到 些 什么 的 问题 。 如 
果 愿 意 的 话 ,读者 可 以 立即 转 到 8.2 节 , 因为 本 节 其 余部 分 得 到 的 
结果 在 下 文中 并 不 用 到 . 


治 数 关系 的 重 纲 分 析 

如 果 上 面 的 假设 (1) 一 (v) 正确 的 话 , 那 末 固定 梯度 流动 完全 
由 八 个 参数 5、L、c、D、Co、P、 No 和 a 所 决定 。， 假定 我 们 没有 
忽略 任何 本 质 的 东西 的 话 ; 一 有 旦 这 些 参 数 给 定 ,理想 化 了 的 问题 就 
完全 确定 了 。 这 是 一 个 危险 的 假定 ， 因 为 物理 问题 的 正确 无 误 的 
表征 需要 发 展 得 很 好 的 直观 能 力 。 不 过 倘若 认为 这 个 假定 不 成 问 
题 ,让 我 们 来 看 看 量 纲 分 析 方 法 可 能 告诉 我 们 些 什 么 东西 . 

如 采 上 面 提 到 的 八 个 参数 完全 表征 了 固定 梯度 的 流动 系统 ， 
那 末 ,特别 地 ,它们 必须 唯一 地 确定 量 0*。 用 符号 来 表示 我们 可 

与 作 
O¥ 

注意 ,我 们 已 把 (2) 写 得 使 它 的 左 端 是 无 量 纲 的 ， 即 是 两 个 浓度 之 
商 ， 


» CL, cs D, Co, P, No, a). (2) 


1) 我 们 正在 违反 用 表示 通 重 密度 的 习惯 ， 
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为 了 继续 进行 量 纲 分 析 ,我 们 必须 知道 每 个 参数 各 自 的 量 细 ， 
表 8.1 给 出 了 所 和 需 的 材料 ， 


表 8.1 参数 及 其 量 岗 
( 忆 二 长 度 ，H 一 质量。 = 二 时间) 


渗透 率 P 这 一 条 是 最 困难 的 条 目 , 可 从 下 面 的 考虑 中 得 到 的 ， 
为 了 测量 P, 必须 在 这 一 层 膜 的 两 边 建立 一 个 已 知 的 深 质 浓度 差 ， 
并 测量 在 给 定时 间 内 通过 给 定 面 积 的 盗 剂 体积 。 这 个 体积 通过 次 
透 率 常数 正比 于 浓度 差 ,因而 
_， 盗 麟 体积 /( 面 积 x 时 间 ) 
和 六 于 一。 证 位 体积 溶质 质量 兰 “ 
这 个 式 子 玩 给 出 了 表 8.1 中 的 量 纲 ， 
因为 O07/ C。 是 无 量 岗 的 。 (2) 式 右 端 的 函数 值 必须 与 单位 无 
关 ， 因 而 必须 与 它 的 自 变量 的 无 量 纲 组 合 有 关 . 因为 WV、 纹 
和 .以 帘 次 出 现 , 因 而 只 有 上 自 变量 的 占 次 积 才 能 使 它们 相 消 ，。 寺 
是 了 包含 的 目 变 量 必须 以 下 列 形 式 组 人 台 
DamacoDaCgpxeNorae， (3a ) 
式 中 a; 是 常数 ， 这 个 组 合 具 有 量 纲 
LALAL FT AR LAR LT ) 


x (MALIT LE (3b) 
或 

Satotatla 4s tia da tias HY os tay FF Hy 0s (3¢) 
并 且 , 当 且 仪 当 


4 十 aa 十 ai 十 2 一 3a 十 4ag 一 2a 十 2as 一 小 
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as 一 4 十 or 一 | (4a) 
— 04 aC— a=0 
时 ,这 个 组 合 才 是 无 量 纲 的 ， 
上 上面 这 个 方程 组 的 解 可 写作 ( 练 汗 1) 
a 0 = PF, a=--(gt+pb), as=a— bp, (4b) 
=7, d=0, oC=E, al 一 wx 十 有 一 7 一 0 一 25， 
式 中 a、8、7Y、9 和 都 是 任意 的 。 有 了 这 样 的 结果 ,(3) 式 变 成 
Betp-T-9 IL reoD °° Ca Hp NGa* 


(DY) (Be) (F) (5) (9 
因此 ,正如 6.2 节 中 所 讨论 的 那样 ,我 们 看 到 八 个 参数 仅 有 的 无 量 
岗 组 合 为 


或 


人 六 Co ONe _L 
1 D 3 Dec， 3 a” 
人 4 
4 "3 (5) 


或 它们 的 组 合 。 因 此 
O* 
根据 人 逸 出 渗透 压 容 摩尔 只 与 表 8.1 中 的 八 个 参数 有 关 有 的 假 
设 ， 我 们 已 推 得 人 锡 出 效 透 压 容 摩尔 与 环境 渗透 压 容 摩尔 的 比 只 与 
(5) 式 中 的 五 个 无 量 纲 参数 有 关 ,按照 进一步 的 设想 ， 我 们 还 能 做 
得 好 些 ， 可 以 确信 ， 渗 透 率 了 必然 总 是 以 组 合 cP 的 形式 出 现 的 ， 
因为 对 于 一 维 流动 (甚至 轴 对 称 流动 ) 来 说 ， 只 有 单位 长 度 的 雁 韦 
率 才 是 重要 的 。 类 似 地 , N 和 D 也 必须 只 出 现在 组 合 cN 和 aD 之 
中 ， 此 外 ， 除 了 在 上 述 组合 外 ， 面 积 < 和 周 长 “ 不 再 在 问题 中 出 
现 , (这 最 后 一 种 说 法 现 阶段 尚 不 容易 证 明 是 合理 的 ,但 还 是 让 我 
_ 们 暂时 接受 它 ,) 
作 如 下 的 定义 
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一 大 区 2 》 3， N49 ts )。 


P= ch, N= cNo, Di = aD, 
则 对 某 个 函数 g, 我们 就 有 
2: ~ gC L, D:, Co, 已， N,), : (6) 


眼 以 前 -一样 ， 我 们 因此 可 以 说 无 量 岗 逸 出 渗透 压 容 摩尔 必须 与 下 
列 形式 的 无 量 岗 参数 有 关 : 
O51L52aDY CPSs Ne (7) 
这 一 项 的 量 纲 为 
toattby Bt bb A tbstoe Tb bs be 
对 于 任意 a、B 和 7Y, 当 , 且 仅 当 
b=2gTF28—7, b=~m7, bP—a— bp, 
b=a—p, bya, bso= p, (8) 
(练习 7) 可 证 明 前 式 是 无 量 纲 的 ,由 此 (7) 式 变 为 


(9) (Gc) () 
DD DC 0 0 


大 回 到 我 们 原来 的 符号 , 则 对 于 某 个 函数 六 ,我 们 可 推 得 


~ 一 太 (k ， XT7y ma ) ， (9) 
式 中 
- C6’CoP ce’No LL 
6 oD 9 了 aDC。 3 8 ( ) 


代 之 (2) 式 右 闻 列 出 的 八 个 有 量 岗 参数 ，。 我 们 仅 需 要 考虑 (9) 式 中 
的 三 个 组 合 ! 

也 可 以 用 与 (9) 式 不 同 的 组 合 。 便 如 zw、 wy 和 zs 的 图 数 也 是 
zfmes 1/zy 和 的 函数 (形式 不 同 )， 和 定义 下 列 缩写 竺 号 


= = 0 一 和 一 二 
加 Te PC? " 7 cNoO’ 5 C11) 
于 是 对 于 某 个 函数 ,我们 就 可 以 写 出 
Of f(y, ,4). (12) 


对 于 同一 基本 结果 ， 即 0?/C。 只 依赖 于 三 个 无 量 岗 组 合 这 个 结 
朱 ,我 们 在 下 面 将 从 问题 的 基本 微分 方程 来 推导 . 在 那里 ,我 们 将 
看 到 从 这 个 结果 可 以 得 到 的 某 些 理论 上 的 结论 ， 现 在 我 们 见 来 尘 
察 某 些 可 能 对 实验 工作 者 有 用 的 结论 ， 


建立 按 比 例 放 大 的 固定 梯度 流动 模型 的 可 能 性 


我 们 的 量 岗 分 析 示 出 了 建立 按 比 例 放 大 的 模型 的 可 能 性 ， 与 
飞机 和 船舶 的 模型 相反 ,这 里 的 模型 要 比 真 实 系统 大 得 多 ,因为 丰 
其 中 真正 出 现 固定 梯度 流动 的 管道 小 得 只 有 在 克服 了 巨大 的 困难 
并 赋予 很 大 的 创造 性 后 才能 完成 测量 工作 . 

假定 人 们 认为 值得 构造 一 个 长 度 为 真实 管道 100 倍 的 模型 分 
矿 管 道 ， 利 用 市 撤 的 量 表 示 模 型 系统 的 参数 , 这 味 是 说 上 "= 
100L. 如 果 我 们 也 把 溶质 注入 的 区 域 做 成 100 倍 长 (5 一 1006)， 
那 末 zs 二 上 '/6' 一 工 /5 一 mm， 因而 制约 原 系 统 的 三 个 参数 中 的 一 
个 保持 与 模型 系统 相同 。 如 果 我 们 使 面积 与 周 长 之 比 是 原 系统 的 
100 倍 《cjce = 一 100a/c)， 并 使 其 余 的 无 量 纲 参数 保持 相同 的 值 
(Cro= Co,P 一 P, No 一 和 Vo,，D' = D)， 那 末 (9) 中 的 其 余 两 个 
基本 无 量 纲 参数 保持 原来 的 值 (x 一 zw，zy 一 zr)*， 如 有 果 (6) 式 
成 立 , 那 末 (9) 式 就 成 立 ， 并 且 侈 出 渗透 压 容 摩尔 对 于 环境 渗透 压 
容 摩 尔 之 比 在 两 个 系统 中 就 相等 0/Co 一 07/Cu。 在 模型 系 
统 中 的 测量 将 给 出 关于 原 系 统 性 质 的 数据 ,但 是 这 只 有 在 我 们 没 
有 忽略 任何 重要 参数 时 才 行 。 当 研究 活着 的 有 机 体 时 ， 人 很 难保 证 
在 模型 中 包括 全 部 重 灾 因素 . 

为 了 取得 更 进一步 的 进展 ， 需 要 对 一 个 确定 的 数学 问题 作出 
讲述 。 现 在 我 们 就 转 问 这 个 问题 . 


1) 这 一 论点 似 有 错误 , 因为 按 上 文 5 二 1006， a' fc 二 100ajc， 因 而 利用 (10) 
式 有 zs 二 100xzes zy 二 100xy。 为 了 使 zx 一 7 XA 二 X79 必须 取 4a fc 二 
10000af/c， 但 这 又 违反 了 本 节 标 题 示 出 的 按 比 例 放 大 流动 模型 的 实 求 . 

i 一 一 译注 


2Z90， 


练 习 


1. 利用 线性 方程 组 的 理论 证 明 ， 式 〈4a) 的 解 包含 五 个 任意 常数 ， 
学 生 们 往往 感到 包含 的 未 知 数 比方 程 个 数 少 的 线性 方程 组 是 
例外 的 ”, 但 是 , 量 纲 分 析 领 域 中 这 种 方程 组 是 经 党 出 现 的 . 
2. 证 明 : 当 且 仅 当 (8) 式 成 立时 ,人 (7) 式 才 是 无 量 纲 的 ， 


8.2 一 个 数学 模型 及 其 量 纲 分 析 


本 市 中 我 们 来 剖 述 固定 梯度 流动 的 数学 模型 ， 然 后 对 它 作 量 
纲 分 析 . 把 其 他 地 方 得 到 的 一 般 结 果 加 以 具体 化 ， 就 可 得 到 所 需 
的 方程 。 但 是 ,我 们 实质 上 还 是 从 基本 原理 出 发 ,这 只 是 为 了 使 现 
在 的 讨论 接近 于 上 自治。 有 两 个 基本 方程 ， 一 个 是 流体 质量 村 但 广 
程 , 一 个 是 咨 质 质量 守恒 方程 . 


流体 质量 的 守恒 


我 们 可 以 假定 水 具有 均匀 的 密度 ， 因 而 要 求 流体 体积 守 便 就 
足够 了 .考虑 一 段 从 x* 延 伸 到 x* 十 Ax” 的 试验 柱 体 。 这 里 
Ax* 代表 一 个 正 数 ， 不 必 很 小 ， 用 v*(x*) 表示 流体 在 x* 处 的 速 
度 . 取 盖 增加 的 方向 为 正 ， 于 是 因为 a 是 试验 柱 体 的 模 截 面积 ， 
所 以 流体 通过 试验 柱 体 两 端 进入 该 柱 体 的 速率 为 | 

afv*(x*) — v*(x* + Ar*)], (1) 
按照 水 流通 过 侧 辟 的 速度 与 浓度 差 成 正比 的 假设 ， 水 通过 侧 贱 进 
人 试验 柱 体 的 速率 为 / 


pe [C*(s) — Colas (2) 


[作为 对 符号 的 一 种 校 核 , 如 果 C* > Co, 因而 溶 质 浓度 在 管内 比 
较 高 , 那 末 项 (2) 便 是 正 的 ， 这 与 如 下 事实 严 烙 相 符 的 : 水 将 进入 
管道 稀释 ,那里 有 比较 高 的 溶质 浓度 .1 
因为 试验 柱 体内 的 水 不 会 增加 , 故 (1) 和 (C2) 两 项 加 起 来 必须 
为 零 。 因 此 对 第 二 项 利用 积分 中 值 定理 可 得 
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aTvr (x*) — yt (rx* + Ax*)] 十 Pelet*(x* + OAx*) 
— CAr™ = 
式 中 9 过 9 < 1。 两 边 除 以 Ax*, 并 在 Ax* > 0 时 取 极 限 ， 我们 
得 到 第 一 个 方程 


守 
FE 三 二 Pea i:(C* 一 Co). (3) 


令 NeCzn) 表示 溶质 经 过 位 于 x* 处 侧 边界 单位 面积 主动 同 
内 输 运 的 速率 ?2。 跟 前 面 一 样 , 令 F*(x*) 为 单位 时 间 通 过 位 于 x 
处 、 方 向 与 柱 体 母 线 垂直 的 单位 面积 上 的 溶质 的 数量 . 我 们 记得 
如 果 溶 质 沿 x* 增加 的 方向 流动 , 那 末 F* 就 是 正 的 。 令 咨 质 流 过 
试验 柱 体 的 净 流 量 为 零 ,我 们 融 得 到 
C | N*(s)ds + a[ F*(x*)— F*(x* + Ax*)] 一 0。 (4) 


同 前 面 的 方程 一 样 ， 利 用 积分 中 值 定理 ， 并 除 以 Ax*， 然后 让 
Ax* -> 0， 我 们 得 到 
六/ “六 2 
CcN*(x*)—a pr , (5) 
单位 面积 的 溶质 流量 F* 是 两 部 分 的 和 : (a》 由 于 对 流 引 起 
的 通 量 Fssv，(b) 由 于 扩散 引起 的 通 量 Fsw。 首先 让 我 们 来 确 
定 对流 的 贡献 ， 这 是 靠 流体 运动 整体 地 输 运 溶质 引起 的 。 我 们 观 
察 到 , 如 果 在 x** 处 流体 具有 速度 w*(x*)， 那 末 单 位 时 间 经 过 zx 
处 单位 面积 的 流体 体积 ( 沿 ** 增加 的 方向 ) 为 v*(x*)，【〔 这 里 假 
定 面积 的 方向 是 与 柱 体 的 母线 疏 直 的 ,) 因 为 C* 是 单位 流体 体积 
中 溶质 的 质量 , :所 以 单位 时 间 经 过 上 面 说 的 这 决 面积 的 溶质 的 质 
量 为 C*(x*)v*(x*)。 因 而 
Fis—C*, (6) 


1) 获 时 我 们 著 虑 一 般 情 况 ， 以 后 我 们 转 到 具体 候 没 上 去 ， 好 NN 在 OCx*<6 处 是 
常数 ?其 他 地 方 则 为 零 ， 
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扩散 通 量 为 
Faitt 一 —D (2 )， “(7) 


式 中 常数 DD 是 溶质 的 扩散 率 . 方程 (7) 有 时 称 为 Fiek 定律 ; 它 指 
出 , 盗 质 的 通 量 与 溶质 浓度 的 空间 导数 成 正比 、 这 犹如 牛顿 - 优 立 
秆 冷却 定律 指出 的 热 通 量 ( 或 温度 通 量 ) 与 温度 的 空间 导数 成 正比 
一 样 ,有 了 (7) 式 中 的 负 号 ,常数 D 就 是 正 的 ,这 是 因为 溶质 从 浓度 
较 蜗 的 区 域 流 走 的 缘故 ， 

用 证 明 方 程 (1.3.7) 辣 一 论据 ， 可 证 明 假设 (7) 式 的 合理 性 . 或 
兰 说 ,与 热 通 量 的 类 比 是 可 以 接受 的 ， 在 这 种 类 比 里 , (7) 式 本 质 
上 是 与 方程 (4.14) 相 同 的 ， 总 之 ,把 (6) 式 和 (7) 式 结合 起 来 , 我 们 
号 三 


FF* we y*C* DD (2 ) (8) 


边界 条 件 


(3)、(5) 和 (8) 式 给 出 了 问题 所 需 的 微分 方程 ， 剩 下 来 的 事 就 
是 叙述 边界 条 件 了 。 这些 条 件 如 下 . 
紧 道 的 闭 喘 是 没有 流体 流 过 的 ， 因 而 


在 xz 一 0 处 ， J* 一 0, : (9) 
没有 溶质 流 过 渠道 的 闭 端 。 因 而 在 zx 一 0 处 , F* 一 0。 利 用 (8) 
和 (9) 式 ,我 们 可 以 把 这 个 条 件 写作 
在 x** 一 0 处 ， < 一 (10) 
如 前 所 述 ， 我 们 假设 渠道 开端 处 溶质 的 浓度 等 于 假定 的 漫 泡 流体 
的 浓度 Cu。 于 是 ， | 
在 xx 一 0 处 ， C™ 一 Lo， (11) 


为 了 尽 可 能 简单 地 确定 限制 在 管道 团 端 范围 内 的 咨 质 的 “和 对 
送 作用 ， 我们 把 财 靖 附 近 的 N” 取 作 党 值 No, 在 其 他 地 方 则 取 作 
无 ， “ 


和 时 
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对 于 0 过 4* 过 6,N* 一 No, 对 于 86x*<L, N+* 0 (12) 
因为 已 假定 NM 在 入 一 656 处 是 不 连续 的 , 现在 我 们 的 问题 实 
际 上 已 分 裂 为 两 个 问题 。 一 个 问题 是 对 于 0 二 x* < 之 5 的 , 男 一 个 
则 是 对 于 5 二 x* < 之 工 的 .我们 必须 假定 进 一 层 的 条 件 来 恰当 地 
把 这 两 个 问题 “连接 ”起 来 我 们 将 从 天 真 的 物理 考虑 来 推导 这 些 
条 件 。 练 习 中 则 要 求 读者 作 男 外 的 推导 。 在 x* 一 6 处 没有 瓷 质 
创造 出 来 ; 因此 从 左边 进入 的 溶质 必须 等 于 从 右边 离开 的 溶质 . 
用 符号 来 表示 就 有 
F*(671) 一 F*(8+)， 式 中 F*(6+) 一 fmRC 士 8)9. (13) 
类 似 地 ,在 x* 二 6 处 也 没有 流体 被 创造 出 来 ,因此 从 左边 进入 的 
流体 体积 必须 等 于 从 右边 离开 的 流体 体积 ,于 是 
(5 ) 一 v*(61). C14) 
我 们 采用 溶质 浓度 本 身 在 x* 一 6 处 是 x* 的 连续 函数 这 一 点 作为 
一 个 附加 的 物理 假设 ， 因 为 否定 这 个 假设 是 与 我 们 关于 分 子 性 质 
的 直觉 相 矛 盾 的 。 如 果 C* 和 F* 在 6 处 连续 , 那 末 4C*/dx* 必 
然 在 x* 一 8 处 连续 , 即 
dC* /~ dC* | 
Tw (0 )— (6 ). | (15) 
有 了 (12) 式 中 所 采用 的 深 质 主动 输 运 的 形式 ， 溶质 质量 守恒 
方程 (5) 很 容易 立即 积分 出 来 。 我 们 得 到 
aF*Y = ecNoxr* + Ol, 0 过 rx* < 6; : 
aF* = 0,, 6<x* 人 lL, : (16) 
F*(0) 一 0 意味 着 01 一 0，F* 在 x* 一 58 处 的 连续 性 意味 着 
0; 一 cNo6。 | 因此， 
- Ox* dH, aF*= cNox*; 
6 x LN aF* = cNo6. (17) 
因为 已 假定 侧 壁 不 能 渗透 溶质 ， 所 以 几乎 能 把 式 (17 ) 直 接 写 


1) limf(8) = lim}(5), 
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出 来 . (17) 式 仅仅 是 说 单位 长 度 上 存在 着 均匀 主动 输 运 的 渠道 区 
域 中 ， 溶 质 通 量 随 x 线性 地 增加 ， 而 在 不 再 发 生 输 运 的 渠道 区 域 
上 , 通 量 保持 常数 . 

我 们 主要 感到 兴趣 的 是 逸 出 疹 透 压 容 摩尔 0#*， 它 在 式 《11) 
中 已 作 了 定义 。 综述 我 们 前 面 的 讨论 ， 我 们 看 到 0* 是 由 下 面 的 
数学 问题 确定 的 : 


ee TWO ee ee | 


本 
|! 2 一 PC+ 一 Co)，0<xrr<6 和 86<x%# < 一 工 ， | 
by | 
来 _， 门 dC™ _ (oe ， 0x*<6, 


| 
dx (arcN56， 8 一 xz 一 了 ， 

0*(0) 一 0 CELD) 一 Co 人 和 C 在 太一 6 人 

| 确定 
0Ox 一 了 (ZJ) cMNo6 | 
| 


v*CL) av*(L) 


[在 得 到 最 后 一 行 的 式 子 时 ,我 们 已 用 了 (17) 式 .] 

在 上 式 中 ，, 我 们 已 消去 了 4C*jdx* 在 x* 一 0 处 必须 为 零 和 
在 ** = 8 处 必须 连续 的 条 件 。 这 些 已 在 所 要 求 的 条 件 中 陷 含 了 . 

这 -点 与 我 们 下 面 的 预测 是 相符 的 , 即 把 方程 积分 一 次 ,所 需 的 边 
界 条 件 就 必然 大小 

作为 对 上 述 方程 的 一 种 校 核 ， 我 们 可 以 检验 -- 下 量 网 的 均匀 
性 : 在 一 个 给 定 的 方程 中 ,每 一 项 都 必须 有 相同 的 量 纲 ;否则 把 一 
个 基本 测量 单位 加 以 改变 ,就 可 以 使 方程 成 为 虚假 的 . (对 于 这 个 
问题 的 正式 讨论 ， 请 参阅 练习 6.2.12. ) 举例 来 说 ， 在 第 一 个 方程 
中 , 左 端的 量 纲 是 速度 /长 度 , 即 2 一。 根据 表 8.1, 右 端 的 量 纲 为 

(CAL TNLNLN NRL FT 

因此 这 个 方程 在 量 纲 上 确实 是 均匀 的 . 

带 方 框框 的 方程 (18) 构 成 了 固定 梯度 问题 的 数学 表述 ,我 们 
面临 着 两 个 未 知 数 o#(x*) 和 C*(x*) 的 一 阶 偏 微 分 方程 组 .加 
所 预期 的 那样 ,有 两 个 边界 条 件 。 在 x* 一 5 处 ,问题 的 具体 情况 


+ .492 ， 


一 一 一 一 一 


有 了 改变 ， 为 了 在 此 处 把 变量 缝合 ”在 一 起 ， 就 有 两 个 连续 竹 条 
件 - ， 


天 量 岗 变量 的 引进 


下 一 步 转向 无 量 纲 变量 。 在 这 样 做 时 我 们 将 指 定 z#* 参 考 长 
度 5， 指 定 浓度 C* 参考 Co。 速度 尺度 没有 明显 的 选择 。 我 们 可 
以 采用 试 凑 法 来 找 一 个 ,但 是 下 面 的 方法 比较 合理 一 点 ， 

按照 (6) 式 ,对 流通 量 密度 等 于 速度 与 浓度 的 乘积 。 因 此 速度 
必须 具有 通 量 密度 除 以 浓度 的 量 纲 .根据 (17) 式 ,参数 组 合 cNo81。 
具有 通 量 密度 的 量 纲 ， 因 为 这 就 是 管道 开端 处 的 总 溶质 通 量 密 
度 . 典型 的 浓度 是 C6。。 因 此 我 们 取 <Ne6/(aC。) 作为 我 们 的 参考 
速度 . 为 了 校 核 起 见 ,我 们 查阅 表 8.1, 该 表示 有 明 


cNo6 (LNAHAL TINL LE 
aC, 的 量 网 ~ L(A LL ) 2 
这 当然 是 正确 的 速度 量 纲 ， 
因此 ,我 们 引进 用 下 式 定义 的 无 量 纲 变量 x*,v 和 CC: 
z x C* : J* ， 
To ac 
我 们 得 到 [练习 5(a)] 
C 一 上 一 2 对 于 0<<< 和 (20a ) 
CC 人 对 于 0<xr<1， | 
. 对 于 1 二 x 一 1， (20b) 
v(0) 一 0， C(1) 一 1， (20c,d) 
CC 和 yr 在 x 二 1 处 连续 ， (20e) 
无 量 岗 逸 出 渗透 压 容 摩 尔 0; 为 ” 
= 0 1 215 
0, 三 C, v14)” (21) 
这 里 与 式 (1.11) 一 样 ， | 
人 2 C0) 上 
2 PCi 一 7 4 (22) 
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在 原始 量 纲 问题 (18) 式 中 ,出 现 了 八 个 参数 6， 工 ，c DD, Co 
P,No 4a, 因而 对 任何 性 质 的 “解答 ”, 例如 07 值 ,只 能 与 这 八 个 参 
数 有 关 . 在 无 量 纲 问题 (20) 中 ， 只 出 现 三 个 参数 >， 和 4X。 无 晤 
网 问题 解答 的 任何 性 质 , 例 如 

0, 一 全 一 1 /vy(1), 


只 能 与 这 三 个 参数 有 关 ， 
假定 我 们 不 是 用 5 而 是 用 工作 为 参考 长 度 ， 那 末 结 果 会 是 什 
么 呢 ? 用 y 一 x*/L 代替 x 一 xz*/6， 我 们 会 得 到 [练习 5(b)] 


CC—1 二 wz” 对 于 0 一 了 了 一) (= 吉 ); | (23a) 
1 对 于 411: 二 y<1 
2(0) =0, CC1) 一 1. (23c,d) 
C 和 5 在 y 一 147! 处 连续 ， 
一 - 1 
— 23 
O, I | (23e) 
这 里 一 表示 应 变量 是 y 的 函数 ,并 且 
aCoD No 


i 


-VEL >” ! PoiL' : 

我 们 再 一 次 看 到 , 问题 仅 涉 及 三 个 参数 ， 这 次 是 ,vw 和 4, 如 所 
据 料 的 那样 ， 新 的 参数 是 上 日 参数 的 函数 ， 因 为 1 二 区， 一 
1 2。 这 说 明 进 行 不 同 的 无 量 纲 化 (无 量 岗 参数 不 同 , 并 且 这 些 参 
数 处 在 不 同 的 位 置 上 上 ) 时 ， 虽 然 方程 和 边界 条 件 的 形式 改变 了 ,但 
这 种 非 本 质 的 变化 并 不 改变 问题 解答 所 依赖 的 无 量 纲 参 数 的 数 
日 


量 纲 分 析 的 物理 方法 和 数学 方法 的 比较 


只 有 三 个 无 量 纲 参 数 制约 的 固定 梯度 问题 , 和 在 8.1 攻 中 从 
问题 的 相当 一 般 的 物理 表述 中 得 到 的 结果 是 相同 ， 而 在 本 市 中 则 
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是 以 精确 的 数学 表述 得 到 的 。(6.2 节 对 比较 烦琐 的 抛射 问题 得 到 
了 同一 种 类 的 结果 ,) 让 我 们 来 把 这 两 种 方法 作 一 比较 . 

着 来 表述 制约 一 种 现象 的 方程 是 很 有 价值 的 ， 即 使 这 个 方程 
似乎 完全 难以 处 理 也 是 如 此 ， 因此, 如果 要 把 (1.2) 式 中 所 给 出 的 
Os? 的 参数 依赖 关系 “直觉 出来， 似乎 必须 有 很 深刻 的 直观 能 力 ; 
而 推导 基本 方程 时 对 已 知 物理 定律 所 需 的 选择 和 简化 上 的 困难 则 
比较 小 些 . 一 旦 导出 了 方程 ， 有 关 的 量 纲 参 数 就 会 自动 出 现 。 男 
一 方面 ， 需 要 相当 可 观 的 物理 直观 才能 肯定 我 们 以 前 [得 到 式 
(1.6)] 的 说 法 , 即 参数 a、c、 No、P 和 DD 仅 以 组 合 cP、cNo 和 和 aD 的 
形式 进入 我 们 的 固定 梯度 流动 问题 。 根 据 基 本 方程 (18), 我们 立 
如 看 到 , No、P 和 D 总 是 与 a 和 < 以 刚才 提 到 的 组 合 形 式 厢 合 在 
一 起 的 。 4 和 ca 不 以 其 他 的 组 合 形式 出 现 这 一 事实 并 不 明显 ,但 
如 果 用 体积 通 量 ww* 一 az*) 代替 速度 v* 时 ,这 一 点 就 变 得 明 
显 了 (练习 4)。. 因此 ,把 无 量 纲 参 数 引 进 一 组 方程 ;就 能 以 一 种 计 
算 上 很 容易 同时 又 不 需要 稍 深 一 点 的 x 定理 的 论证 来 把 无 量 纲 参 
数 娶 立 起 来 。 

知道 了 间 题 的 解 必须 依赖 的 无 量 纲 参数 以 后 ， 我 们 往往 可 以 
不 用 更 多 的 努力 就 能 得 到 所 研究 现象 的 有 意义 的 特性 。 例如, 我 ， 
们 从 (2.2) 式 所 列 出 的 参数 看 到 ， 横 截面 积 的 形状 只 通过 参数 a/c 
的 形式 影响 固定 梯度 流动 。 很 自然 可 用 af/c 三 +/2 来 定义 有 效 半 
径 +:。 如 末 截 面 是 图 的 ,有 效 半 径 就 等 于 真实 半径 , 因为 + 和 DD 只 
以 参数 7 的 形式 出 现 , 我 们 可 以 表 定 ， 把 有 效 半 径 加 倍 ( 比 如 挤 压 
给 定 周 线 的 渠道 ) 与 把 扩散 率 D 对 半 的 作用 完全 一 样 。 再 举 另 一 
个 例子 , 老 把 Ne 和 ”都 加 倍 , 则 流动 不 受 影响 。 


练 习 
(a) 从 x* 一 6 到 x* 十 8 积分 式 (5), 并 利用 (12) 式 , 然后 让 & 
趋同 于 零 ,推导 (13) 式 . 


(b) 利用 同一 过 程 从 式 (13) 推 导 式 (14)。 [例如 Friedman 
(1956， 第 176 页 ) 所 指出 的 那样 。 在 有 不 连续 性 存在 时 要 使 这 种 
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导 找 踏 跃 条 件 的 形式 上 的 过 程 正 确 ， 就 必须 以 适用 于 非 均 匀 介 大 
的 形式 把 微分 方程 写 出 来 。 这 时 所 有 的 参数 都 是 自 变 量 的 函数 . 
例如 热传导 方程 必须 写成 (4.1.13) 的 形式 而 非 (4.1.12) 的 形式 。 推 
导 跳 跃 条 件 的 另 一 种 方法 在 练习 2 中 给 出 .] 

2.(a) 从 (4) 推 论 : 若 N* 有 界 , 则 F* 连续 . 

(5) 类 似 地 从 (1) 和 (2) 式 相 加 为 零 推论 :， 若 C* 有 界 ， 则 v* 
是 连续 的 . 《利用 基本 积分 守恒 方程 ,这 是 推导 由 跃 条 件 的 
最 好 的 方法 ， 更 复杂 的 例子 请 参阅 12.3 节 和 练习 14.4.6 一 
9.) 

3. 校 核 (18) 式 中 各 方程 的 量 纲 均 义 性， 

4. 试 证明 去 把 w” = 一 av* 5| 进 (18) 式 , 则 4 和 < 只 以 组 合 cP、cANn 
和 aD 的 形式 出 现 。 从 而 证 明 得 到 (1.6) 式 的 假设 .你 能 看 出 为 
什么 是 w* 而 不 是 v* 是 合适 的 应 变量 吗 ? 

. (a) 推导 (18) 式 的 无 量 纲 形式 C20) 式 . 

(b》 利 用 y= x*/ 工 代替 x 一 x*/5， 推 导 (23) 式 ， 

. 这 个 练习 的 是 的 在 于 指导 读者 完成 某 些 计算 . 这 些 计算 使 我 们 
认识 到 有 关 在 薄膜 中 溶质 输 运 的 一 种 简单 的 观点 是 必须 加 以 抛 
弃 的 。 如 同 在 8.1 市 开始 时 所 指出 的 那样 。 辐 定 梯度 的 假设 是 
弓 正 这 种 情况 的 一 种 尝试 ， 

为 了 确定 起 见 ， 让 我 们 把 注意 力 集中 于 青蛙 的 皮肤 。 大 家 知 
首 ,-- 块 分 开 的 皮肤 , 当 漫 泡 在 浓度 为 C; 的 盐 深 被 中 时 ,能 把 盐 和 
水 从 外 面 输 运 到 里 面 。 假定 有 一 个 均匀 的 盐 通 量 F, 通过 这 块 皮 
肤 ,使 得 皮肤 外 面 盐 的 浓度 为 Co, 里 面 则 为 C;。 并 假定 皮肤 的 外 
面 和 和 里面 存在 着 厚度 分 别 为 gg 和 5 的 流体 展 . 令 C(x) 表示 这 
些 层 的 盐 浓 度 ， 其 中 * 是 垂直 于 与 度 肤 (平行 ) 贴 合 在 一 起 的 平面 
的 坐标 . 

1(a》 可 以 认定 , C 满足 下 列 微 分 方程 

D Se — FuC ——F,, (24) 
这 里 常数 Fs 是 由 于 盐 梯 度 的 渗透 效应 所 引起 的 水 通 量 , FF， 
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Sh 


= 


是 盐 通 量 , 常数 D 是 什么 2 在 (24) 式 中 作 了 什么 假设 ”为 
什么 把 ,和 Fs 假定 为 常数 是 合理 的 ? : 
(b) 在 内 层 中 求解 这 个 微分 方程 ;加 上 边界 条 件 ;并 得 到 结果 


一 上 vi 十 下， 二 Fs 
D / 


Ci=— (Cs — F)exp( 


Ww 


(c) 相应 地 对 外 层 得 到 下 列 结果 


和 


(d) 证 明 下 列 假设 是 合理 的 : 
F,, = 一 L(C, -一 Co )。 
利用 这 个 假设 得 到 
F,, = FL(6o + 5; ) , (25) 
D 十 C,L(6o 十 6;) 

对 于 青蛙 皮肤 ， 已 测 得 了 (25) 式 右 闻 的 各 参数 ， 有 所得 到 的 
Fs 的 预测 值 比 测量 值 低 一 到 两 个 量 级 ,参阅 J. Dainty 和 C. R. 
House “ Unstirred Layers in Frog Skin , J. Physiol. 182, 66—-78 
(1966 ). 


8.3 求 得 最 终 尺度 化 了 的 无 量 纲 形式 的 数学 模型 


我 们 下 一 步 的 分 析 是 选择 尺度 化 了 的 无 量 纲 变 量 ， 以 使 所 出 
现 的 各 种 无 量 岗 参数 正确 地 给 出 各 项 的 相对 量 级 .这 就 是 我 们 将 
要 做 的 。 然后 我 们 再 证 明 问题 中 存在 着 一 个 小 参数 "。 看 起 来 可 
以 直接 应 用 正则 扰动 方法 ,但 在 试图 做 到 这 一 点 时 却 发 生 了 困难 . 
为 了 避免 这 种 困难 ， 必 须 建立 第 二 个 无 量 纲 参数 ? 和 > 之 间 的 关 
系 ， 当 (本 节 的 后 半 部 分 ) 做 到 了 这 一 点 后 ， 问 题 终于 化 成 了 最 终 
的 形式 ， 


尺度 化 


像 在 6.3 节 讨 论 尺度 化 时 所 提 到 的 那样 , 我 们 面临 闭 估 计 各 
项 大 小 的 任务 。 而 这 只 有 在 向 题解 出 以 后 才 知道 。 但 是 ， 我 们 并 


"300 。 


人 


非 和 在 芙 空中 工作 -一 我 们 已 有 了 各 神 参 数 下 的 儿 种 典型 值 的 计算 
饥 结 未 (图 8.3). | 

确定 浓度 C*(x*) 的 故 度 是 容易 的 。 图 8.3 中 所 示 出 的 结案 
使 我 们 增强 了 下 列 很 显然 的 猜测 : C*(x*) 差不多 总 是 谤 泡 流体 
的 浓度 C。。 因此 我 们 把 Co 取 作 浓度 的 尺度 ,六 用 


C* . 
C 一 一 一 ， l 
和 (1) 


引进 无 量 纲 谊 度 C， 


[ 


少 度 ( 奥 其 摩尔 》 
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离 管 道 闭 端的 距离 , 微米 
8.3 固定 祥 度 流动 系统 中 浓度 变化 的 例子 : 由 DB 的 图 3 得 
到 . 在 数值 计算 (这 里 讨论 了 结果 ) 中 , 各 参数 具有 下 列 值 : 工 一 100 
短 米 二 10“ 厘米 ,5 一 10 微米 ,> 一 0.05 微米 ,Co 一 0.3 毫 渗 透 压 克 分 
于 /厘米 :，D 一 10-: 厘米 ?/ 秒 ，Ne 一 10-* (曲线 1 )、5X10-“( 曲 
线 3) 或 10 (曲线 2 和 47) 毫 次 透 压 克 分 子 /厘米 * . 种 ， 了 王 107 
《曲线 1, 3 和 4) 或 10 (曲线 2 ) 厘 米 */ 秒 : 毫 浴 透 压 克 分 子 。 曲 线 
1 一 4 的 0# 计算 信 为 0.342、0.803、0.318 和 304. 


v* 大 小 的 直接 估算 似乎 是 困难 和 的。 但 是 经 过 一 些 芳 虑 以 后 ， 
根据 浓度 差 驱 动 流动 ， 这 本 身 就 暗示 了 一 种 直接 的 方法 了 。 我 们 
站 先 注 意 到 拭 大 速度 ( 矿 度 化 方法 要 求 我 们 对 此 进行 估算 ) 总 是 指 
嚼 在 管道 的 开端 出 现 。 这 是 因为 阔 透 所 吸引 的 逐渐 积累 的 水 量 随 
“ 岁 增 加 耐 增加， 我们 因此 和 而 把 注意 力 集中 在 ** 一 上 上， 


+: Us。 


壕 昭 (2.8) 式 ，z 一 工 处 的 访 量 密度 满足 
FAL)= LIC"(L)— D SC (ZL). (2) 
右 端的 两 项 分 别 反映 了 从 管 中 泄 出 的 溶质 的 对 流 和 扩散 效应 我 
们 期 鹿 4C*/dx* 在 入 一 工 处 为 负 的 ,因而 我 们 可 以 号 只 


闪 六 /玉米 *f F*(L) 
F*(L) v(x*)C (ZL) 或 CD) < caiy (3) 


利用 C*( 工 ) 一 Co 的 边界 条 件 和 C2.17) 式 中 F*《L) 的 表达 式 , 我 
们 可 以 把 最 后 的 不 等 式 写作 
(LL) 生生。 (4) 


在 港 出 溶质 方面 ， 我 们 预料 扩散 效应 在 最 强烈 的 情况 下 也 仍 
然 不 会 大 大 超过 对 流 效应 ?， 所 以 不 等 式 (3) 的 两 边 在 大 小 上 应 该 
不 会 有 巨大 的 不 同 。 从 而 (4) 式 的 右 端 可 以 作为 对 v* 的 最 大 值 的 
估算 ,并 且 这 恰好 也 是 一 个 速度 尺度 所 能 做 到 的 ， 

在 确定 自 变量 +* 的 尺度 时 ,我 们 应 该 把 注意 力 集中 在 应 变量 
C* 和 v* 改变 最 迅速 的 区 域 上 . x* 的 这 个 尺度 应 该 是 常数 , 它 估 
算出 上 述 改 变 最 主要 的 部 分 在 其 中 出 现 的 距离 。 从 图 8.3 可 以 看 
出 ,应 变量 在 比 渠道 短 得 多 的 一 段 距离 上 明显 地 改变 着 ,并 有 5 是 
恰当 的 长 度 尺度 ， 

总 之 ， 我 们 估算 出 的 浓度 、 速度 和 长 度 的 尺度 分 别 为 Co、 
cNo68/aCo 和 5。 因 此 应 该 引进 的 尺度 化 了 的 变量 为 


来 
CC vv 一 vv 邢 (5) 
Co cNoB /aCo, 0 . 


但 是 , 当 我 们 仅仅 关心 把 问题 化 成 无 量 岗 形式 时 ,这 种 变量 的 选择 
只 是 [在 〈2.97 式 中 ] 所 研究 的 那 凡 种 方案 中 的 一 种 。 所 得 到 的 方 
程 已 在 (2.20) 式 中 给 出 ， 

1) 利用 (2.18) 式 ,我 们 看 到 、F*CL)/LCoe*《L)] = 081/Co。 在 DB 的 计算 中 ,总 的 


通 量 与 对 流通 量 的 这 个 比值 的 范围 从 三 种 情况 下 大 约 为 1 变化 到 一 种 情况 下 
大 约 为 8/3. 这 就 证 实 了 我 们 的 论点 : 扩散 通 量 决 不 会 大 大 超过 对 流通 量 ， 


* 3 了 302 ，。 


无 量 纲 参数 大 小 的 估算 


(2.20) 式 构成 了 一 个 非 线性 方程 组 ; 没有 明显 的 方法 可 对 它 
们 作 精 确 的 求解 .在 这 种 情况 下 ， 去 寻求 一 种 简化 的 方 祛 证 依旧 
然 的 。 因 为 已 用 了 尺度 化 的 参数 , 所 以 〈2.20) 式 中 出 现 的 无 量 纲 
参数 vv 和 "应 该 很 好 地 给 出 名 项 相对 大 小 的 估计 .如 术 这 些 参 数 
中 有 一 个 比较 小 的 话 ， 对 于 一 级 近似 来 说 ， 相 应 的 项 就 可 加 以 忽 
略 。 这 时 ,扰动 理论 就 可 能 提供 一 种 处 理 问 题 的 方法 ， 

为 了 估算 参数 的 大 小 ， 我 们 必须 到 生理 学 家 那里 寻找 定量 的 
资料 . 利用 DB 所 搜集 和 分 析 的 数据 ,我 们 得 到 了 表 8.2 中 罗列 的 
各 种 无 量 纲 和 有 量 岗 参数 的 最 大 值 、 典 型 值 和 最 小 值 。 这 个 表示 
明 , > 一般 是 小 的 ， 而 且 可 以 是 非 当 小 的 。( 无 量 岗 参数 的 最 大 值 
和 最 小 值 是 夸张 的 ,因为 在 一 个 系统 中 ,所 有 的 名 个 有 量 纲 参数 末 
必 具 有 极 值 .) 


甫 8.2 各 种 参数 的 估算 什 


参 数 单 位 最 小 值 典型 值 最 大 值 
厘 米 10™s 3X10™ 107* 
了 夺 米 4X10™! 10™? 2xX107? 
6 厘 米 4x10™’ 10™ 2X10°™3 

厘米 /种 10™ 10™’ 5X10™° 
N, 毫 竣 透 压 . 克 分 子 /厘米 :. 秒 10-1 10™ 10-: 
P 厘米 '/ 秒 :上 达 浴 透 庄 哆 分 于 10™ :X10™’ X10 
Co 毫 奖 透 压 克 分 子 / 厘 米 、 一 - 3X10™ 一 
y 龙 量 纲 10™’ 5 又 10-: 10* 
7 瑟 量 纲 4x10™ /2 10'° 
大 无 量 网 ?2 4X 10™ 5 200 


1) 天 将 在 下 文中 定义 ， 


一 个 失败 的 正则 扰动 计算 
因为 已 用 了 尺度 化 的 无 量 纲 变数 ,我 们 可 从 (2.20a) 式 推导 出 
C(x) 心 1 来 ， 即 C*《x*) 一 Cu， 为 了 得 到 更 多 的 知识 ,我 们 假定 


303 


应 变量 可 以 作为 小 参数 2 的 震级 数 来 展开 : 
C(x) = CM) 二 DC) Fv COR) 十 (65a ) 
yx) 一 VC) Tyo (x) + yr) 十 (6b) 
现在 我 们 把 上 式 代 入 (2.20) 式 。 例 如 从 (2.20b) 式 ,我 们 得 到 
[yo 十 2 二 .Co 二 ac + 


一 ffCo 二 abc 十-，…] -人 (了 


(这 里 我 们 引进 了 二 元 列 天 量 ， 按 照 习 惯 ， 上 面 的 元 素 表 未 0 反 
* 二 1， 下面 的 元 素 表 示 1<x 生 1.) 下 一 步 是 让 > 的 每 个 戎 次 的 
系数 等 于 零 . 在 这 样 做 时 ， 我 们 必须 决定 ?2 的 作用 。 一 个 目 然 的 
假设 是 ?了 与 > 无关, 在 此 情况 下 ,我们 得 到 


20。 CO 一 一 ] ， yOC OD _ nC -一 1 (7a， b ) 


2 ， CY -一 v 0, y NC 十 ZOL) _ nC ~ 0, (8a， b ) 
易于 看 到 ,(7) 和 (8) 式 满足 边界 条 件 (2.20c, d) 式 的 解 为 ( 练 
习 1) 


ci vom(t), co-(1), wm--(*) 6) 


隐 数 v，? 和 CW 在 x 二 1 处 并 不 连续 ,这 就 违反 了 (2.20e) 式 .。 看 
来 并 没有 所 寻找 的 这 种 类 型 的 解 管 ， 


参数 之 间 的 关系 


上 节 的 困难 是 由 于 对 问题 的 微分 方程 中 出 现 的 两 个 参数 > 和 
7 作 了 不 恰当 的 处 理 引 起 的 *. 《原来 边 春 条 件 中 的 参数 4 并 不 起 
关键 的 作用 .) 对 于 小 >，《2.20a, b) 式 的 基本 简化 是 略 去 〈2.20a ) 
中 的 项 vw。 我 们 保留 了 (2.20b) 式 中 的 所 有 项 . 但 是 我 们 可 以 令 


1) 在 西 格 尔 的 工作 中 , 抛弃 ”与 vy 无 关 的 假设 是 根据 不 连续 解 无 法 接受 的 理由 作 
出 的 ,但 是 这 种 不 连续 性 可 用 奇异 扰动 理论 加 以 “修补 (练习 9.2.9)， 然 而 根 
据 DB 解 所 给 出 的 数值 结果 ,没有 发 现 这 种 性 质 的 曲线 ,这 种 类型 的 解 可 以 取 迹 ， 
这 就 是 说 , 虽然 在 x = 1 附近 ，、 有 一 个 部 分 变化 迅速 的 解 在 原则 上 肯定 是 可 能 
的 ,但 是 它 对 生物 学 上 有 意义 的 参数 区 域 是 不 合理 的 ， 


+ 304a 


2 一 vn 此 处 从 (2.22) 式 中 和 和 ?> 的 定义 可 知 , 入 一 2 一 cNMid / 
aPCOZ， 如 朱 假 定 当 >” 趋 问 于 零 时 ， 保持 不 变 ， 那 末 正 比 于 C 
的 项 在 基本 简化 式 《2.20b) 中 会 被 忽略 。 男 一 种 可 能 性 仍然 是 写 
出 


六 2 aD 
一 生计 一 一 PE, 一 一 一 | . 10 
7 一 一 ， 式 中 一 pC en (10) 


假定 尝 > 趟 向 于 雪 时 入 保持 不 变 . 作 蔡 代 ?了 一?/2， 并 用 > 相 
乘 ， 然 后 让 > ~> 0, 我 们 看 到 (2.20b) 式 中 的 首 项 现在 为 5 = 0. 
现在 清楚 了 ， 有 了 两 个 参数 存在 ， 从 而 允许 我 们 若 虑 许多 不 同 的 极 
发 * 那 末 哪 种 极限 适合 于 我 们 的 问题 呢 ? 

从 (9) 式 我 们 知道 


lim C(x; v, nn, 14). 
,7 加 定 


具有 可 接受 的 值 1 。 然 而 当 我 们 看 一 下 下 一 步 近似 时 ， 我 们 就 陷 
和 了 困境 , 因为 
im zczi yi 一 1 一 Co 一 (3 ) (11) 
7 .人 国定 
是 不 连续 的 。 如 同 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 原 来 合适 的 极 版 是 使 
(10) 式 中 所 定义 的 量 六 保持 固定 。 因为 
hm C(x; ys, 1» 1)}=— 1 和 hm [CCxz37 9 4) 一 ] (12) 


2 人 固定 9 2 国定 
是 连 湛 的 ， 
在 继续 往 下 做 之 前 ， 值 得 注意 的 是 (12) 式 中 的 极限 可 以 更 加 
完整 地 写作 : 
CC 站) G13) 
不 允许 有 极限 (11) 式 ,但 允许 有 极限 (13) 式 , 这 样 的 %”、4 和 
”的 图 数 之 一 例 是 4e* sin (1/%v)， 因 为 


并 不 存在 ,但 是 


ee 3S05 。 


ji .ly .Li 
me (5 sn 可 ) 
是 存在 的 . 

象 这 里 所 列举 的 涉及 几 个 参数 的 问题 中 ， 没 有 一 个 必然 取得 
成 功 的 自动 过 程 。 党 试 各 种 可 能 性 仅 是 给 出 一 点 忠告 ,我 们 多 次 
有 信心 地 惑 请 读者 去 "考虑 下 列 无 量 纲 变量 ”， 却 留 下 导致 这 种 正 
确 选 择 的 试 凌 法 没有 提 到 .多 少 稍 好 一 点 的 忠告 是 使 用 你 的 物理 
洞察 力 。 因 为 作者 之 一 给 出 了 本 问题 的 分 析 ， 因 而 能 够 说 这 里 的 
正确 方法 当初 是 用 试 凑 法 和 下 述 物理 推理 (经 过 一 段 时 间 以 后 ) 得 
到 的 。 

当 2 很 小 时 ,我 们 从 体积 守恒 方程 (2.20a) 看 到 , 无 量 纲 溶液 
浓度 C 近似 地 为 1 。 在 有 量 纲 项 中 ， 这 就 是 说 溶质 浓度 C* 近似 
等 于 环境 咨 质 浓度 Cu， 如果 C 一 1, 那 末 当然 C' = 0， 但 作 近 似 
C' 二 0 并 在 (2.20b) 中 消去 mC' 是 危险 的 。 一 个 理由 是 虽然 C 
可 能 接近 于 1 ,但 它 可 以 迅速 地 围绕 1 脉动 ,因而 C' 可 以 相当 大 。 
即使 C' 并 不 大 ， 但 它 乘 了 一 个 很 可 能 大 的 参数 (参看 图 8.2) 后 ， 
这 样 项 nC 可 能 就 是 重要 的 了 ， 

另 一 方面 ， 利 用 C 1 的 事实 去 证 明 近 似 xzC Ap 的 合理 性 
似乎 是 非常 切合 实际 的 , vC 代表 溶质 的 对 流 项 。 要 假定 vC 过 
束 相 当 于 用 处 于 近似 (无 量 纲 ) 浓 度 1 下 的 浓 质 对 流 代替 处 于 实际 
在 空间 上 有 变化 的 浓度 C(x) 下 的 溶质 对 流 。 如 果实 际 浓度 
C (xz ) 并 不 偏离 Co 太 远 ,或 者 如 果 溶 质 对 流 并 不 太 重 变 , 那 未 这 
应 该 是 近似 成 立 的 ， 


取 终 的 表述 


现在 恰好 是 有 乓 直接 的 试 普法 导致 了 最 终 的 解答 。 如 果 作 了 

叔 代 (10) 式 , 那 末 最 低 阶 近似 就 给 出 C = 1, 而 下 一 步 的 近似 给 

出 了 对 C 的 一 个 0(») 修正 C” 和 一 个 0(1) 速度 v0?. 量 CW 和 

1) 在 这 一 点 上 ,利用 表 8,2, 使 人 受到 鼓舞 的 并 不 象 7 闭 样 ,7, 一 般 不 大 , 它 的 典 
型 值 约 为 4， 


a 306 。 


2 满 不 溶 质 隐 (线性 ) 守 蛋 方 种 ， 在 这 个 方程 中 , 2C 为 v 所 代 
档 , 妈 在 其 中 访 体 把 浓度 为 1 的 流质 市 走 ， 
晤 题 的 最 终 示 述 中 还 包括 了 一 -种 考虑 ， 但 这 种 芳 感 是 一 种 繁 
开 时 考虑 。 如 束 把 (10) 却 的 参数 wn; 写成 形式 
N22 和 ， (14 ) 
那 末 公式 看 起 来 锁 单 些 ， 
虽然 导致 上 式 的 推导 似乎 可 能 有 点 绕 园 子 ， 但 现在 的 方法 是 
简单 明了 的 ， 利 用 (10) 和 (147) 式 ,我 们 用 下 面 的 式 子 代替 7 
--- A [和 Hi k= cPCoL’ 入 
1 一 -3， 双 而 天 (2 ) , (15) 
问题 (2.20 ) 现 网 在 变 成 


(0) 一 0，C(4) 一 1， C 和 wv 在 x 一 1 处 连续 ，|(16;cyd,e) 
| 0<vk1, gk,1=0(1). 
] 
Oe 


确定 
0, = 


1 
v4) 
这 是 问题 的 最 终 的 尺度 化 了 的 无 量 纲 形 式 . 得 到 这 个 合适 的 表述 
是 经 过 了 相当 大 的 努力 的 但是， 如同 我 们 要 在 下 文中 见 到 的 那 
样 ,现在 用 正则 扰动 法 求解 这 个 间 题 是 一 件 简便 的 事情 了 . 
在 1.1 节 中 我 们 说 过 , 数学 间 题 的 求解 并 非 应 用 数学 家 所 面 
徇 的 最 艰苦 的 工作 .我 们 这 里 的 讨论 对 这 一 点 作 了 很 好 的 说 明 。 


练 习 
1 试 证 明 (7) 和 (8) 式 ,并 得 到 (9) 式 的 解 。 另 外 证 明 (16) 式 ， 


8.4 解答 和 解释 
现在 我 们 可 以 用 正则 扰动 理论 来 求解 上 述 问 题 . 我 们 将 发 
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现 , 对 于 现在 的 情况 来 说 , 正 是 0, 这 个 最 感 兴趣 的 无 量 纲 量 的 一 
级 近似 就 足够 了 .我 们 利用 近似 解 的 解析 表达 式 来 给 出 对 固定 梯 
度 流 动 的 较 深刻 的 理解 。 这 里 值得 注意 的 一 乓 是 无 量 纳 参数 的 物 
理解 释 . 


解 的 一 级 近似 


把 级 数 (3.63) 和 (3.6b) 式 代入 (3.16a, b) 式 , 收集 » 的 同 次 
圭 ( 练 习 1 ), 我 们 就 得 到 下 列 方程 : 

ve: CI = 1, 12C0 一 0 (1a,b) 
一 (了 ) 二 sc |; (2a, b) 

ye: CHO=yY, LC 一 [yca tv ico], (3a,b) 
当 且 仅 当 CW = 1 时 《1a) 和 (1b) 式 才 成 立 。 利 用 这 一 点 把 (2a) 
和 (2b) 式 联 立 起 来 ,我 们 得 到 


.22 0)7 gy 0 。 -A 1 外 (4) 


这 个 方程 和 和 有关 的 边界 条 件 可 以 用 标准 的 方法 来 得 到 (练习 2 ). 
因此 对 于 0 和 xx 委 1， 
zt 一 xy 一 天:sinhk2 lr, CH 1 — Kgi i!coshri x; (5) 
而 对 于 1<<x 委 1， 
0 一] 一 天 zcoshke(1l — 14-1x), 


yl! CY 一 v0 , 2 CY _ x? 


CY = Kgd lsinhx( 1 一 Aix ), (6) 
这 里 
一 一 一 一 ] 一 
kK, 一 tcoshx(1 一 人) K, 一 4sinhxi (7) 
kcoshk kcoshe 


逸 出 沙 透 压 死 分 子 的 一 级 近似 为 
— [DI [oD = (1 K)'. (8) 


因为 4 的 典型 值 为 10, x4” 往往 并 不 超过 1 。 在 这 种 情况 下 , 我 
们 可 以 做 近似 sinh(x47') 全 x4 ， 这 使 我 们 能 够 写 出 特别 简单 的 
公式 
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COShEk (9) 


coshk 一 1 


与 数值 计算 的 比较 

证 我 们 把 所 得 的 近似 计算 绪 未 与 DB 就 一 些 特殊 情况 所 作 的 
数值 计算 作 一 比较 ， 图 8.4 画 出 了 由 (9) 式 确定 的 0, 的 曲线 ,DB 
画 在 五 张 图 上 的 所 有 数值 结果 几乎 都 落 在 这 一 条 曲线 上 。 为 了 示 
明 相 符 和 不 符 的 范围 ， 我 们 也 画 出 了 在 他 们 的 图 7 上 得 到 的 一 些 
点 ,他 们 的 图 7 画 出 了 移出 渗透 压 克 分 子 作为 渗透 率 函 数 的 曲线 ， 
其 中 工 一 100 微米 ,6 = 二 10 微米 ,7 = 一 0.05 做 米 ，Co 一 0.3 毫 活 
透 压 克 分 子 / 厘 米 ;, D= 二 107 厘米 / 秒 ，Ne == 10-(@), 10-《O)， 


Os 
2.0 
8 

1.S NN 

心 

AS 

SK716 
I 2 5 10 20 $0 


图 8.4 渠道 开端 处 出 现 的 旅 体 浓度 OF 与 环境 六 度 Ce 之 比 04 的 

曲线 ， 按 照 所 用 的 近似 理论 表达 式 (9) 式 ，0: 只 与 (3.15) 式 中 所 定 

义 的 参数 到 有关 ， 图 中 各 种 点 的 数值 是 由 课文 中 详细 给 出 的 各 参 
数值 从 PB 的 “精确 解 得 到 的 ， 
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107V)，10-8 十 ) 或 10-( 口 ) 毫 滩 透 压 克 分 子 /厘米 '* 秒 . 为 
了 便于 比较 ,我 们 用 单 对 数 坐 标 画 出 了 0, 随 5#*/6 变化 的 曲线 ,可 
以 看 到 ,除了 最 大 的 入 值 以 外 ,两 者 从 相符 很 好 变 到 相符 极 好 .对 
于 这 些 值 参数» 不 再 小 得 足以 允许 忽略 (6) 式 中 的 高 阶 项 。 练习 
(3) 中 给 出 了 级 数 展 式 中 的 0(w”*) 项 。 以 后 将 要 讨论 到 在 大 > 时 
这 些 项 使 两 者 的 相符 得 到 了 改进 ， 

画 在 图 8.5 中 的 0; 随 “变化 的 曲线 把 我 们 的 近似 结果 表述 
得 比较 清楚 。 我们 用 了 (9) 式 , 并 没有 和 象 我 们 在 图 8.4 中 那样 在 横 
坐标 轴 上 用 对 数 尺 。 为 了 看 一 下 溶质 输 运 地 区 的 作用 ， 我 们 还 专 
门 对 (8) 式 作 了 研究 ， 画 出 了 当 1 和 一 2 ( 即 当 溶质 在 渠道 头 半 段 上 
主动 输 运 ) 时 0, 随 «的 变化 ， 

我 们 一 会 儿 将 要 更 进一步 地 讨论 上 述 结 果 。 首 先 让 我 们 暂时 
不 去 弄 清 从 扰动 理论 的 观点 得 到 了 什么 .我们 的 问题 是 一 个 二 阶 
非 线性 非 齐 次 的 常 微分 方程 组 。 此 外 ， 在 这 个 区 间 的 两 端 都 有 -- 
个 边界 条 件 . 在 两 个 不 同 的 子 区 域 中 ， 非 齐 次 项 是 不 同 的 。 连 续 
条 件 把 适合 于 每 个 子 区 闻 的 解 连接 在 一 起 ， 因 此 ， 问 题 并 不 是 一 
个 特别 简单 的 问题 . 

Diamond 和 Bossert 用 数值 方法 就 许多 情况 处 理 了 这 个 问题 ， 
他 们 的 分 析 包 括 : 在 x = 0 处 提出 一 个 额外 的 边界 条 件 ， 顺 着 
x 一 4 用 “打靶 方法 ?求解 ， 一 次 又 一 次 地 (按照 某 种 方案 ) 调整 
x 一 0 处 的 额外 边界 条 件 ， 直 到 * 一 1 处 的 解 具有 合适 的 性 质 为 
止 。 

用 一 种 正则 扰动 方法 我 们 实际 上 能 用 简单 的 表达 式 (9) 式 把 
DB 所 得 的 全 部 结果 拟 合 在 一 起 。 推导 这 个 表达 式 所 必需 的 简单 
计算 可 以 在 一 两 个 小 时 内 加 以 重复 。 但 是 读者 不 应 该 忘记 想到 这 
些 计算 所 需 的 东西 ， 特 别 是 他 应 该 回想 起 进 人 尺度 化 过 程 的 直观 
思索 〈 研 讨 某 些 数 值 解 有 助 于 这 种 直观 思索 )。 在 这 个 过 程 中 ,我 
们 弄 清 楚 有 量 纲 参数 的 大 小 代表 着 各 项 的 相对 数值 。 读 者 应 该 记 
住 ，( 从 DB 收集 的 数据 中 借用 来 的 ) 实验 数据 使 我 们 断定 , 对 生 
理学 上 感 兴趣 的 许多 问题 来 说 这 些 参数 中 有 一 个 是 小 的 ， 而 另 一 
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图 8.3 无 量 纳 逸 出 浓度 0; 随 * 变化 的 曲线 ,《 参 数 度 量 对 流 和 

扩散 的 相对 重要 性 ; 它 与 咨 质 主动 区 入 管道 雹 关 -) 底下 的 曲线 是 

4~>co 时 的 理论 预测 ， 式 中 4 是 渠道 长 度 工 与 宵 入 溶质 的 区 域 之 长 

度 5 之 比 . 4 = 10 的 结果 与 这 里 所 画 出 的 曲线 难以 区 分 。 上 面 的 
曲线 ; 4 一 2 时 的 预测 值 ， 


个 则 相当 大 。 最 后 我 们 应 该 记 住 ， 为 了 通过 扰动 方法 去 利用 有 关 
参数 大 小 的 知识 ， 需 要 与 某 种 试 凌 法 结合 在 一 起 的 物理 上 的 且 观 
能 力 ， 

在 某 些 问题 中 ， 简 单 的 扰动 计算 必须 辅 之 以 大 量 的 其 他 的 推 
理 , 这 也 许 一 开始 会 使 人 形 失 信心 . 按照 作者 的 看 法 ,虽然 事实 上 
有 很 多 问题 可 用 本 质 上 稍 规 的 正则 扰动 理论 来 处 理 ， 但 恰恰 正 是 
较为 困难 的 应 用 才 问 专门 的 应 用 数学 家 提出 了 挑战 . 


解释 : 无 量 纲 参数 的 物理 意义 


作为 本 节 的 结束 ， 让 我 们 用 研究 微小 管道 的 固定 梯度 流动 中 
得 到 的 结果 来 更 好 地 理解 这 种 流动 如 何 发 生 和 为 什么 发 生 的 问 
题 。 

为 了 给 出 示 明 我 们 学 到 了 什么 这 样 一 个 间 题 的 往 单 而 有 价值 
的 例 千 ,我 们 的 分 析 表 上 明 , 因 为 只 有 * 出 现在 最 终 的 结 来 (9) 式 中 ， 
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把 周 线 长 和 面积 之 比 加 倍 ， 其 效果 与 加 倍 沙 透 率 相同 。 这 种 效果 
在 比较 短 的 渠道 中 可 能 是 重要 的 。 

更 一 般 地 说 ,识别 制约 一 种 现象 的 重要 的 无 量 岗 参数 是 考 上 戌 
简化 模型 所 得 到 主要 成 果 。 对 于 这 里 所 考虑 的 模型 ， 量 纲 分 析 表 
明 , 不 管制 约 问 题 的 八 个 有 量 纲 参数 的 信和 怎样 ， 0,〈 即 移 出 奖 透 压 
克 分 子 数 0# 对 环境 渗透 压 克 分 子 数 Co 之 比 ) 由 三 个 无 量 纲 参 数 
决定 。 用 扰动 理论 得 到 的 基本 方程 的 近似 解 导致 了 下 列 认 识 : 0; 
往往 仅 是 一 个 参数 & 的 函数 。 在 确定 这 个 参数 的 意义 时， 考虑 


> x 更 为 方便 些 ,而 = 5 可 写作 


12 LC— COPLIC, (10) 


2 aD(C 一 CAC2L) 

在 上 述 表 达 式 中 , C 是 渠道 中 的 典型 浓度 。 (为 了 确定 起 见 ， 
C 可 以 看 作 管 道中 间 的 浓度 .) 因 此 ;在 分 子 上 , 方 括号 括 出 的 内 于 
是 对 单位 时 间 内 越过 边界 进入 渠道 的 总 水 流量 的 估计 。 这 当然 等 
于 单位 时 间 内 从 渠道 开端 流出 的 水 的 总 体积 ， 因 此 整个 分 于 是 对 
渠道 外 湾 质 的 对 流量 aF%,, 的 估计 。 分母 是 对 渠道 外 咨 质 扩散 流 
量 oFgt 的 一 种 估算 , 因为 〈C 一 Co)/(L/2) 应 该 是 对 梁 道 未 站 
浓度 梯度 的 近似 "、 因 此 


水 
1 ss Econr (11) 
2 Fair 
灾 与 (11) 式 作 比 较 的 是 
Co 下 co。 F abn, 


这 是 一 个 精确 的 结果 , 它 可 以 从 (2.18) 式 中 定义 的 0* 的 关系 式 得 
到 、 把 (11) 和 (12) 式 联 列 ,我 们 得 到 

D. 1 十 25- (13 ) 
因此 , 当 解 (9) 式 对 小 量 * 作 展 开 时 ,我 们 得 到 0, 有 ~ 2c ， 这 与 相 


1) 我 们 对 浓度 的 估算 是 用 当道 中 间 和 开端 浓度 差 除 以 渠道 长 的 一 半 得 到 的 . 
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应 的 展开 式 (13) 是 一 致 的 . 

我 们 已 经 看 到 ， 参 数 & 是 对 流 与 扩散 之 间 相对 重要 性 有 的 一 种 
估计 ,这 个 值 与 0, 密切 相关 。 当 上 为 小 量 时 ,扩散 占 主 寻 地 位 ,内 
而 浓度 随 距 离 变 化 的 曲线 ， 其 梯度 很 接近 于 党 值 。 这 是 一 个 典型 
内 扩散 问题 。 (比较 图 8.3 的 曲线 2.) 毫 不 奇怪 ， 在 这 种 情况 下 ， 
(13) 式 几乎 是 精确 的 ,因为 C“( 工 /2) 几乎 精确 地 是 管子 中 浓度 的 
平均 值 。 而 [C*(L/2) 一 Co/[L/2] 是 对 浓度 梯度 的 极 好 的 全 
计 ， 

当天 变 大 时 ，(11) 式 对 2 一 的 解释 失去 了 其 定量 的 精确 性 ， 
但 (13) 式 仍 是 一 种 粗糙 的 近似 。 如 同 我 们 现在 将 要 示 明 的 那样 ， 
为 了 理解 所 研究 现象 的 基本 方面 , 仍 可 利用 局 的 方程 (10) 的 近似 
解释 式 (11). 

鸟 类 的 盐 腺 和 鳄鱼 的 肾 细 管 中 的 流动 ， 有 一 个 显著 特征 : 即 
分 洲 浦 度 实际 上 似乎 不 受到 往 细 管 中 去 的 主动 输 运 速率 改变 的 影 
阿 。DB 的 数值 计算 表明 ,固定 梯度 系统 能 够 产生 这 种 特征 。 用 现 
企 的 术语 ， 我 们 就 说 ， 除 非 ? 是 大 值 , 0, 与 > 无 天。 这 和 乓 么 可 能 
呢 ? (10) 式 给 出 了 回答 。 如 果 No6 减少 , 那 末 ,典型 的 溶质 浓度 C 
减 小 , 吸 进 管道 的 水 少 了 ， 在 把 溶质 扫 出 渠道 移 作 用 上 ,对 流 的 重 
要 性 减 小 了 。 但 根据 (10) 式 ，C 的 减 小 造成 开端 处 浓度 梯度 减 
少 , 这 就 恢复 了 对 谋 和 扩散 之 间 的 平衡 ,从 而 把 侈 出 渗透 压 克 分 子 
数 保 持 在 原来 的 值 上 。 夺 来 仅 当 从 主动 输 运 区 域 流 出 的 流体 深 质 
浓度 相当 大 时 ， 这 种 浓度 的 改变 才 影 响 由 对 效 和 扩散 而 从 渠道 开 
洒 移 走 盗 质 的 性 质 。 扰 动 级 数 中 下 一 项 的 确定 (练习 3) 给 出 了 预 
期 的 并 且 最 初 为 DB 的 数值 解 所 示 明 的 定性 结果 , 即 当 2 为 大 值 
时 ,人 (9) 却 低估 了 喝 出 淆 透 压 元 分 子 数 . 

请 注意 ,在 本 质 上 ， 正 是 级 数 中 的 第 一 项 给 出 了 几乎 全 部 的 有 
趣 的 知识 。 这 是 经 冰 发 生 的 事 . 

在 生理 情况 中 ，>2 的 什么 值 标 志 着 最 低 阶 初级 近似 式 (9) 不 
适用 呢 2? 为 了 得 到 关于 这 个 值 的 一 点 概念 ， 我 们 从 图 8.5 观察 到 
5K/16 一 20 了 时 扣 介 与 (9) 式 相 符 得 很 好 。 但 5%/6 == 2 的 点 则 与 
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9) 相符 极 差 .在 前 一 情况 下 , v 一 5， 而 在 后 一 情况 , > 一 50. 控 
几 表 8.2， 甚 至 ?> 值 为 5 也 仍 是 罕见 的 。 我 们 得 到 绪论 : 除了 特 
别 例外 的 生理 情形 ， 可 指望 最 低 阶 近似 给 出 了 固定 梯度 流动 的 -一 
种 恰当 的 描述 ， 

很 明显 ,按照 定义 (2.22) 式 , No 在 分 子 上 , > 是 主动 输 运 重要 
性 的 一 个 无 量 纲 量度 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 把 » 写成 下 式 得 到 它 
的 更 为 精确 时 解释 : 

6 C(l C,— Co 
加 元 去 el | C, |， (14) 

式 中 C, 是 管道 封闭 端的 典型 浓度 .。 (在 分 子 和 分 母 上 5 引进 同一 因 
于 使 解释 这 得 电容 易 些 ,) 恨 据 (14) 式 我 们 得 到 


py + Bae 二 | ， (15) 
F*,,l Cn C, 


式 中 Fat 和 Fairy 是 在 主动 输 运 芝 域 -一 新 x = 二 1 处 算出 的 ， 

制约 0, 的 三 个 参数 中 最 后 一 个 为 4 三 L/8， 这 个 参数 显然 
是 量度 在 管道 封闭 端 主动 输送 地 区 的 集中 程度 的 。 同 时 ， 12 并 不 
进入 简化 公式 (9), 而 图 8.6 表明 ， 即 使 在 4 小 到 2 时 , (9) 式 的 使 
用 也 只 引起 很 小 的 改变 . (如 果 输 运 咨 质 保持 相同 ， 当 4 下降 时 ， 
和 杂 入 率 N 必然 下 降 , 但 对 于 主要 感 兴趣 的 参数 范围 ，Ne 的 这 种 下 
降 对 0, 不 产生 影 啊 ,) 这 种 0, 对 4 的 很 弦 的 依赖 关系 使 我 们 对 模 
型 产生 了 信心 。 这 表明 ， 只 要 主动 输 运 是 限制 在 靠近 管道 封闭 端 
的 合理 的 范围 之 内 ， 那 就 会 出 现 固定 梯度 流动 的 这 些 特 征 。 为 
了 给 出 有 天 1 影 吧 的 更 多 的 观察 ,我 们 从 练习 3 注意 到 ,在 高 输 运 
率 影 响 变 得 明显 之 前 ，> 越 大 ，1 必然 越 高 。 这 与 下 列 直 观 相符 
的 : 当主 动 输 运 地 区 仪 占 管道 的 很 小 一 部 分 时 ， 即 使 高 的 输 运 率 
也 影响 很 小 ， 


结束 语 
企 本 章 绪 束 时 ， 让 我 们 作 一 回顾 : 固定 梯度 次 透 流 动 已 用 来 
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不 朋 应 用 数学 中 的 一 些 丰 本 技巧 ,例如 无 量 纲 化 ,尺度 化 和 扰动 塌 
论 。 更 重 可 的 是 该 问题 已 用 作 一 个 范例 ， 来 说 明 如 何 可 用 理论 使 
科学 的 理解 前 进一步 ， 

如 同 我 们 已 看 到 的 那样 ， 固 定 梯 度 问 题 最 急 是 为 了 对 一 个 生 
理学 之 谜 作出 更 准确 回答 才 提 出 来 的 。DB 的 数值 计算 表明 , 下列 
局 示 是 合理 的 :对 于 所 闵 及 各 种 参数 的 合理 的 数值 ,证 明 梁 道 迁 遍 
处 条 人 的 活性 获 质 有 能 力 完成 妥 它 做 的 工作 的 。 数 值 计算 也 帮助 
确定 了 各 项 的 典型 值 ， 这 些 在 现在 的 分 析 处 理 中 是 很 需要 的 . 分 
析 人 研究 得 到 了 一 个 简单 公式 (9), 它 总 结 了 固定 梯度 模型 的 作用 . 

给 定 一 组 特定 的 参数 。 宁 肯 参 考 这 个 公式 得 到 某 个 数值 而 不 
芝 靠 用 一 些 图 表 来 得 到 解 舍 。 上 述 分 析 的 一 个 更 为 重要 的 结 琳 
是 对 激动 过 程 的 理解 ,因为 模型 无 疑 是 过 分 简化 了 ,因而 精确 的 佑 
算是 不 可 信和 有 的。 这 种 理解 归于 (i) 从 八 个 有 量 纲 参 数 中 孤立 出 可 
作为 流动 的 基本 参数 ; (ii) 对 上 的 物理 解释 ; 《证 ) 预测 出 在 生理 
系统 中 ， 可 指 齐 移出 渗透 压 克 分 子 数 07 与 溶质 肥 人 率 No 无 天 . 
(iy ) 对 为 什么 出 现 这 种 预测 作出 分 析 。 为 了 看 一 下 理论 分 析 的 长 
处 ， 把 现在 你 对 国定 梯度 流动 的 了 解 与 完全 从 下 列 推理 开始 的 单 
纯 而 未 经 证 实 的 观念 作 一 比较 :“ 分 谱 组 织 可 能 是 靠 深 埋 在 各 处 
的 折 登 中 的 主动 泵 工作 的 “. 


练 局 


1, 推导 (1)、(2) 和 (3) 式 ， 
2. 在 合理 的 边界 条 件 下 求解 (4) 式 ,从 而 得 到 (5) 和 (6) 式 ， 
3. Ca) 利用 (5) 和 (6) 式 证 明 wv 满足 下 列 方程 


1) 已 有 人 作 过 和 分 析 过 固定 梯度 模型 的 改进 和 推广 工作 。( 例 如 ) 参阅 S. Wein- 
baum 和 J. R. Goldgraben, “On the Movement of Water and Solute in 
the Extracellular Channels With Filtration, Osmosis, and Active Transport,” 
J Fluid Mech. 33, 481 一 512 (1972).。 Weinbaum 和 Goldgraben 强调 
C*(L》 可 以 按照 出 口外 的 条 件 币 取 Co 以 外 的 值 ， 他 们 从 考虑 解 的 单 参 数 族 解 
得 到 了 有 趣 的 结论 ,其 中 、C*(L) = C，C 任意 他 们 的 论文 中 另 一 个 重 琶 党 
分 是 论述 外 加 压力 辜 度 的 影响 的 ， 
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2 
0 二 x 二 1: (之 ) ”一 二 一 > Kirsinh2rd "x 
大 


一 KAhsinhrdl lx 一 天 xcoshph yx Ax. 


2 
1 < x 1: [之 ) yy 一 —— Kasinh2x( 1 — 4"'x) 
大 


十 Krsinhkg( 1 一 141x)。 
(b) 试 证 明 v 的 解答 为 
0 过 rl v= Asinhrt rt Bcoshrl™ x 


十 ~ Kirsinh2ra -iz 一 机 Kikxrcoshrd 一 和 


{21 一 ys 


一 二 A tsinhgA Yr 一 4 


| 和 yzY 委 1: v= Assinhs( 1 C— 1 xr) 十 Bsinhk(1 — 4A-1x) 


一 四 Kr mxcoshke(1 一 2 xy) 
人 二 Kirsinh2g( 1 — 1A!x ), C 1) 一 ys, 


式 中 四 个 常数 44，Bi，4， 和 B， 要 用 条 件 va(0) 一 0， 
v4) 二 0 以 及 vv 中 和 wv 在 * 二 1 处 连续 的 条 件 来 确 
定 ， 
(c) 与 量 级 为 4 的 项 作 比 较 , 忽略 量 级 为 1 的 项 ,从 而 简化 本 来 
庞大 的 表达 式 。 得 到 
yl) ~ 一 5sinh2k 一 4sinhp 一 65cosh 天 
(4) 121cosh’*r 
(d) 以 上 的 知 级 数 展 开 上 式 中 的 双 曲 函数 并 保留 第 一 个 非 零 
项 ,从 向 作 进 一 步 的 简化 。 得 到 
7 
1202coshsk 
于 是 ,可 以 看 到 ,修正 量 是 使 消 量 纲 出 口 速度 v(4) 减少 (至 
少 在 1 一 和 上 并 不 是 很 小 时 是 如 此 ), 因而 使 0, 增加 . 
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第 九 章 ”奇异 扰动 理论 引 论 

奇异 扰动 理论 是 在 研究 物理 问题 时 产生 的 ， 这 些 物理 问题 最 
重要 的 是 统 体 力学 中 的 边界 层 现象 .边界 层 现 象 的 经 典 例子 是 流 
体 流 过 一 个 物体 ,例如 空气 经 过 飞机 机 经 时 出 现 的 情况 .正如 要 在 
第 芽 卷 第 三 章 中 谨慎 地 加 以 讨论 的 那样 ,恰当 地 加 以 尺度 化 后 ,这 
一 情况 下 的 方程 只 有 在 与 极 小 的 参数 相 乘 的 项 中 才 包 含 粘性 的 影 
啊 。 可 是 计算 表明 ,如果 忽略 这 些 项 ,空气 对 机 辟 不 再 有 阻力 。 这 
叫做 达 肯 但 伴 廖 〈《 参 看 15.4 节 )， 这 个 伴 廖 在 本 世纪 初期 就 解决 
了 ， 那 时 , 工 . 普 朗 特 从 实验 和 理论 上 证 明 ,不 论 流 体 的 粘性 或 “ 粘 
附 性 多么 小 ,在 邻近 机 村 的 层 中 粘性 效应 仍 是 重要 的 。 普 朗 特 的 
发 现 不 仅 在 空气 动力 学 的 理解 上 是 一 个 突破 ， 而 且 还 揭 开 了 用 奇 
寞 抗 动 理论 去 研究 微小 原因 (例如 流体 的 小 粘性 ) 如 何 引 起 重大 后 
果 《〈 可 观 的 阻力 ) 这 一 课题 的 章 页 . 

奇 开 扰动 理论 鸭 专业 人 员 可 能 会 发 现 要 解决 的 重要 问题 似乎 
是 很 少 的 ,但 情况 却 完全 不 是 如 此 。 这 类 问题 是 十 分 丰富 的 ;这 一 
点 至 少 部 分 地 可 用 下 列 事 实 来 说 明 : 奇异 扰动 技巧 似乎 适用 于 研 
究 在 “恶性 ” 奇 点 附近 解 的 性 质 . “不 如 艰难 ”*”， 在 “恶性 ” 奇 点 附近 
去 考察 函数 ?， 这 正 是 得 到 定性 知识 的 最 好 途径 ,而 且 曾 明 这 种 性 
质 往往 也 正 是 理论 家 的 目标 所 在 "”。 正 是 在 这 一 问题 上 ,人 们 对 一 
位 杰出 的 应 用 数学 家 曾 有 过 这 样 一 种 观点 的 评论 ， 他 所 能 解决 的 
只 是 奇异 扰动 则 题 ,不 过 ,他 当然 也 能 把 所 有 的 问题 都 化 成 奇异 抗 
动 问题 ! ” 

本 章 是 奇异 扰动 理论 的 引 论 ， 从 讨论 最 高 阶 项 与 小 参数 相 乘 
的 代数 方程 出 发 ， 首 先 用 奇异 扰动 理论 的 初等 概念 去 寻找 某 些 根 


| 


1) 用 复 变 量 理论 的 语言 来 讲 , 亚 性 丁点 就 是 本 性 奇 点 ， 
2) 参阅 LL. A. Segel “The Importance of Asymptotic Analysis jin Anplied 
Mathematics”, Amer. Math. Moniply 73, 7—14 (1966). 
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鸭 和 性质 ， 面 这 些 根 正 是 正则 扰动 理论 所 “遗漏 掉 的 ”， 然 后 用 逐次 
遂 近 法 去 寻找 这 些 根 的 更 好 的 近似 ， 或 者 提出 适当 的 级 数 假 定 ， 
在 这 以 后 ,我 们 反 过 来 全 面 地 讨论 一 个 特殊 的 常 微分 方程 ,这 个 方 
程 是 用 作 奇 寞 扰动 现象 的 模型 方程 的 ， 利 用 这 个 方程 来 示 明 把 再 
弄 扰 动 理论 应 用 于 简单 的 边界 问题 时 所 需要 的 大 量 的 分 析 工 作 ， 

这 里 所 用 的 “模型 ”一 词 ， 其 意义 多 少 与 我 们 在 此 以 前 所 用 的 
有 点 不 同 ， 在 以 前 大 部 分 时 间 里 ,我 们 指 的 是 描述 模型 , 它 是 用 来 
模仿 一 定 的 自然 现象 的 。 而 现在 我 们 说 的 则 是 理性 上 的 横 型 ， 它 
是 构造 出 来 贿 明 某 个 理论 的 辣 手 和 困难 之 处 ,并 不 是 很 容易 (或 音 
甚至 可 以 希望 ) 在 这 两 种 概念 之 间 清 楚 地 划 出 一 条 分 界线 的 ,但 
是 ,两 者 的 极端 情况 之 间 的 差别 却 是 清晰 可 办 的 ”.” 

我 们 将 要 研究 的 模型 方程 是 一 个 线性 的 二 阶 常人 微分 方程 ， 其 
最 高 阶 导 数 与 小 参数 相 彝 . 我们 仔细 地 考察 这 个 方程 及 相关 的 边 
分 条 件 的 精确 解 . 这 样 就 能 使 我 们 提出 适用 于 一 大 类 问题 的 奇 弄 
扰动 方法 的 主要 方 同 ， 这 一 类 微分 方程 其 最 高 阶 导数 都 是 与 一 个 
小 参数 相 乘 的 ， 我 们 础 到 的 奇 扰 问题 的 种 类 可 能 是 很 多 的 ， 以 致 
排除 了 提出 一 种 综合 方法 的 希望 。 当然 ， 这 里 一 种 也 没 提 ， 事 实 
上 ,是 一 种 也 没有 的 。 相 反 、 我 们 强调 了 奇异 扰动 方法 的 精神 。 
以 希望 读者 受到 艾 励 ,从 而 进一步 去 研究 这 种 既 令 人 神往 ,又 很 有 
价值 的 课题 . 

第 十 章 为 读者 提供 了 进一步 学 习 的 机 会 ,在 这 一 章 中 ,我 们 要 
用 奇 弄 扰动 理论 去 分 析 酶 的 催化 作用 .然后 在 11.2 节 中 ， 我 们 要 
把 强 有 力 的 “多 重 尺 度 ” 方 法 用 到 现在 已 热 知 的 摆 问 题 的 奇异 扰 
动 计算 上 去 。 所 有 这 些 示例 都 是 与 遵循 常 微分 方程 组 的 问题 有 关 
的 。 在 种 工 卷 的 第 三 章 里 我 们 要 讨论 奇异 扰动 技巧 在 高 需 诺 数 粘 
性 流动 中 的 应 用 ， 这 就 是 边界 层 问 题 ,如 上 所 述 , 这 个 问题 是 最 早 
促进 奇异 扰动 方法 的 发 展 的 . 


1》 参 阅 M. Kac, “Some Mathematical Models in Science” Science 166, 695— 
99 (1969™. 
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9.1 高 次 方程 的 根 
一 个 简单 问题 
二 次 方程 
Em’ 二 21 十 1 一 0， 式 中 0 二 gE< 攻 1] (1) 
是 -~ 个 非常 简单 的 问题 ,能 使 我 们 对 再 异 扰动 理论 有 深入 的 了 解 . 
为 了 得 到 近似 解 ,我 们 略 去 看 上 去 很 小 的 项 em’, 并 得 到 
1 


2m 十 1 人 1， ed 


我 们 可 以 用 第 七 章 中 讨论 的 三 个 方法 中 的 任何 一 个 来 改进 这 
个 “天 真 的 ”近似 (练习 1)， 例 如 ,如 果 我 们 取 一 个 级 数 解 


m= + em + em 十 人， (2) 
著 末 我 们 就 得 淹 
1 1 1  ， 
m= 一 一 一 EE 一 一 8 十，:…. 3 
2 8 16 (3) 


这 样 我 便 得 到 二 次 式 (1) 的 一 个 解 的 任意 精度 的 近似 ， 但 是 按照 
代数 的 基本 定理 ,这 个 方程 有 两 个 这 样 的 解 。 于 是 ,这 就 是 一 个 其 
中 简单 的 方法 并 未 得 到 完全 满意 的 解 的 扰动 问题 。 这 正 是 一 种 用 
可 寞 扰动 方法 有 好 处 的 问题 ， 

(1) 式 的 奇异 性 质 是 与 整个 方程 是 二 次 的 (因此 有 两 个 根 ) 这 
一 事实 相 联 系 的 , 而 近似 方程 21m 十 1 = 0 却 只 有 一 个 根 。 相 比 
之 下 ,方程 区 十 Em 一 4 一 0( 在 练习 7.2.9 中 处 理 ) 是 二 次 的 , 而 
近似 方程 mr? 一 4 一 0 也 是 二 次 的 ; 这 是 正则 扰动 问题 的 一 个 例 
子 。 天 真 地 近似 后 的 问题 与 原 问题 具有 不 同 的 定性 特征 ， 这 正 是 
奇异 扰动 问题 的 一 个 特性 ， 

在 寻找 二 次 式 的 第 二 个 根 双 的 近似 时 , 我 们 可 以 从 尚未 证 明 
忽略 项 em* 是 合理 和 的 这 一 点 着手， 我们 已 经 找到 了 从 忽略 这 一 天 
得 到 的 一 阶 方 程 的 根 ， 

如 果 友 是 0(1), 即 如 果 太 在 6 一 0 时 趋同 于 一 个 (有 限 的 ) 
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极限 ， 那 末 对 于 小 e， 忽略 e 元 ! 项 的 合理 性 大 概 是 会 得 到 证 明 的 ， 
因为 这 一 项 比 项 1 小 . 推测 起 来 ,我 们 大 概 正在 研究 一 个 在 & 一 0 
时 变 得 非常 大 的 根 (或 者 可 能 讨论 一 个 s 一 0 时 不 趋向 于 某 个 极 
限 的 根 )。 

当 8 悦 0 时 , 项 em、2zw 和 1 中 每 一 项 都 具有 某 个 数值 ， 如 
果 所 有 这 三 项 都 具有 相同 的 量 级 , 那 末 求 w 的 任务 就 不 会 被 8 是 
小 量 的 事实 所 减轻 : (1) 式 中 的 三 项 全 都 是 重要 的 ， 我 们 就 要 加 
到 原始 方程 。 也 可 能 有 两 项 具有 相同 的 量 级 ,而 第 三 项 则 比较 小 . 
我 们 已 同意 必须 保留 em 项， 因而 可 能 性 是 : em 与 1 具有 相同 
的 量 级 ,而 2m 比较 小 ; sz 与 2m* 具有 相同 的 量 级 , 而 1 比较 小 ， 
如 果 得 到 第 一 种 可 能 性 , 那 末 从 (1) 式 我 们 看 到 sz 十 1s0 或 
m si8 WW。 然而 在 这 种 情况 下 27w 之 2772, 而 比较 小 的 项 实际 
上 具有 比较 大 的 值 (|2mxz| > 1). 第 二 种 可 能 性 是 sz 十 272 一 
0， 如 果 我 们 暂时 撒 开 两 种 选择 中 的 一 种 mw 有心 0, 我 们 就 得 到 
m ~ 26 '。， 事实 上 ,这 里 略 去 的 项 相对 而 言 远 小 于 保留 项 : 

i < |em| G4 !:, 1 < |2m| ~ 48 
因此 ， 看 来 我 们 的 近似 是 自治 的 。 上 面 撒 开 的 男 一 种 选择 是 不 该 
顾及 的 ,因为 如 果 mm 途 0， 那 未 , 忽略 项 并 不 远 小 于 保留 项 ,这 是 
一 种 自 相 了 矛盾. 

为 了 改进 对 有 w 所 作 的 初次 估算 ， 让 我 们 使 用 逐次 有 近 的 方 
法 .如 图 7.2 节 中 所 讨论 的 那样 ,想法 是 把 方程 写成 f(m)=g(m) 
的 形式 ,其 中 初级 近似 m” 是 由 信 m™) 一 0 的 解 给 出 的 。 而 高 阶 
近似 则 由 大 2 ) 一 8 1), 1， 2 给 出 ， 

似乎 做 到 这 一 后 的 方法 在 于 选择 Km) = so 十 2mw， 但 是 ， 
此 时 令 f = 二 0 便 既 能 得 到 一 个 真正 的 近似 mw < 一 2e™!, 也 得 到 
一 个 虚假 的 近似 mo 、 0， 为 了 避 开 这 一 点 , 我们 用 坟 除 式 (1). 
因而 得 到 对 zw 的 逐次 逼近 mx” 的 方案 为 mm 一 一 2g 和 


l 


Bm 十 2 一 一 一 一 一 
P| 1) 


或 
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mw 一 一 二 一 一 上 = 一 上 上, 2，3。。*。 (4) 
mil 
由 此 得 到 
0 2 1 -1 
5 gE(—2e !) 8 2 
和 
m2 
? 2 一 8 


注意 ,如 果 我 们 以 的 医 级 数 展开 上 式 的 第 二 项 , 则 得 到 
xj0 一 -27p- 二 上 虐 T 工 。 十 ... 
2 8 
对 (4) 式 的 检查 表明 ,可 以 得 到 关于 m”, m ”等 的 类 似 级 数 ， 
这 里 同 其 他 问题 中 一 样 ， 一 旦 弄 清 楚 了 解 的 形式 可 能 最 好 还 
是 放弃 逐次 近似 方法 . 我们 已 从 上 面 的 计算 中 看 到 , 根 rw 可 以 写 
成 如 下 形式 
m= 一 28 十 mm 二 mst me ... (5) 
从 假设 (5) 式 出 发 ,用 级 数 方法 可 以 用 比 逐 次 通 近 夺 更 少 胸 芳 动 来 
得 到 系数 m; [练习 2(a)]。 另外 一 种 方法 是 从 em 可 以 展 为 的 
寡 级 数 这 个 假设 作出 发 点 、 并 采用 参数 做 分 靶 来 得 到 系数 m;[ 练 
悦 2(b)]. 
让 我 们 来 作 一 个 概述 。 从 〈3) 和 (5) 式 ,我 们 看 到 ,二 次 方程 
sem: 十 2m 十 1 二 0 具有 根 


m= 一 二 十 “。3 矶 一 一 2s- 十 .. (6) 


用 正则 扰动 理论 的 方法 ,可 以 得 到 第 一 个 根 的 任意 精度 的 表达 式 ， 
这 是 因为 这 个 根 具 有 需 级 数 展开 式 . 第 二 个 根 在 一 0 时 变 为 无 
穷 大 。 在 原 方 程 中 寻找 出 互相 匹配 而 且 数 值 比 较 大 的 两 项 ， 让 它 
们 之 和 等 于 零 ， 就 可 以 确定 出 上 述 近 似 表 达 式 中 的 首 项 .鉴于 原 
方程 中 首 项 的 系数 是 小 参数 这 一 天 真 的 原因 ， 这 两 项 中 必 有 一 
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项 为 sz ， 拒 它 加 以 忽略 便 只 能 得 到 对 量 级 为 0(1) 的 根 mm 一 
于 … 交 近似 

用 二 次 方程 的 公式 很 容易 求解 我 们 的 第 一 个 例子 (1) 式 . 为 
了 验证 上 面 的 计算 结果 ,我 们 可 以 把 两 个 根 的 表达 式 加 以 展开 ( 练 
习 3 ). 但 是 ,已 经 很 明显 ， 刚 才 所 示 期 的 方法 可 用 于 最 高 次 汇 吉 
含有 小 参数 的 任何 代数 方程 . 
一 个 比较 复杂 的 问题 

车 谍 四 次 方程 

Ex 二 8 一 2 十 2x 一 1=-0，0 一 ee 鼠 1. (7) 

忽略 项 ex 和 ex’, 便 可 得 到 s 一 0 时 任何 趋 近 于 非 零 值 为 极限 的 
根 。 这 就 给 出 具有 重 根 1 的 二 次 方程 一 2r 十 1 一 0. 

例 1 (7) 式 有 两 个 近似 等 于 1 的 根 , 试 求 它们 的 高 阶 近似 表 

部 分 解 ”我 们 假定 

x 一 1 十 xs 十 0(06)， 
代入 (7) 式 ,我 们 得 到 
e[2 + O(g8)] — xie’ + O(g:) 一 0. 
收集 0(8) 的 项 ,我 们 得 到 2 = 0 ,这 是 自 相 了 矛盾 的 。 我 们 所 取 的 
解 的 形式 必然 是 不 正确 的 . 为 了 得 到 正确 的 形式 ， 我 们 提出 一 个 
逐步 半 近 的 方案 。 把 (7) 式 的 主要 部 分 放 在 左边 ,我 们 考虑 
(x—1)= ex'+t er, 

这 就 得 到 两 个 根 中 一 个 根 的 计算 方案 

to 1; ra— liver 十 st， ， n=1l,2,...， 
对 于 为 一 个 根 则 有 

Xo = 1; rr] — ert 十 Era ，， n= 1],2,...., 
两 三 次 登 代表 明 ， 这 些 根 可 以 以 ”的 军 级 数 展开 。 让 我 们 引进 
am 一 8， 因而 (7) 式 变 成 

ax ft ox — (x--1) =0, 
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这 样 问题 使 归结 为 直接 确定 展开 式 
x+ 一 1] 十 Xa 十 ra 二，…: 
中 的 系数 .我 们 要 求 读 者 完成 这 一 计算 上 练习 4(a)]. 

为 了 得 到 其 余 两 个 根 的 一 级 近似 ， 我 们 仍 介 采用 经 党 有 用 的 
平衡 方法 ,这 个 方法 假定 有 两 项 的 数量 级 相同 ,而 其 余 和 的 项 可 以 忽 
略 。 我 们 已 萎 频 过 (7) 式 中 头 两 项 可 以 忽略 的 情况 。 因 此 留 下 作 
相互 平衡 的 项 有 下 列 几 种 选择 方案 : (a) sx ~ 一 ex; (b) ex 祥 
xX 3 (Cc)Ex' 一 2x (dd) ex's 1; (ee) er x) (f) ex So —2x; 
(g)ex’ 心 1， 而 其 余 的 项 可 以 忽略 ， 

与 上 面 一 样 ， 由 选择 方案 (a) 得 到 的 才 根 可 加 以 剔除 。 而 秋 
下 的 根 x < 一 1 也 是 自 相 矛 盾 的 ， 因 为 大 项 er 和 ex 都 是 
Ot(e). 

选择 方案 (b) 给 出 非 零 根 
0 (8) 

E 所 
[在 式 《8) 中 我 们 用 P 和 zw 表示 正 根 和 人 负 根 。]1 利 用 对 x* 的 近似 式 
(8), 我 们 看 到 ex 和 x 都 是 OL(e™'), 而 剩 下 项 的 量 级 为 
Ex = O08 2), 2r = O(8 1),1 = O(1). (9) 
这 些 项 确实 比较 小 , 因 币 (8) 式 给 出 了 我 们 正人 研究 的 两 个 根 的 一 级 
近似 。 如 所 指望 的 那样 ,可 以 证 明 , 选择 方案 (c) 一 (g)， 都 是 自 相 
矛盾 的 [练习 4(b)]. 
为 了 用 逐次 通 近 法 求 得 O(se“'”) 根 的 更 为 精确 的 表达 式 , 我 
们 模仿 以 前 的 方法 ,用 > 去 除 (7) 式 的 两 边 , 并 把 它 改写 为 
Ex:— l=—=x :— 7x 1! EX, 
式 中 , 左 端 是 二 项 式 , 其 根 为 雯 级 近似 式 48)。 因 而 登 代 满足 
E[xo]J:—1=0, ge[x J]—1= [xr* 0]™ 
_ 2 x 2] 、_ ExK- Dd; = 1 2 
求解 *, 我 们 得 到 最 终 的 又 代 方 案 : 


1 
p™” 一 一 —， 
[3 


po mm 


e 32Z3 。 


pt) oe /ei 十 Ee :Tx D7? _ 2e™ [x 0) 一 XK 1) ， (10a) 


一 1 
Ve 

1 发) 一 = yy gr 十 8 一 xx 作 一 2 一 _ 26 {x tn]! _ 区 从。 (10b) 
这 里 p*% 表示 正 根 的 名 级 近似 , 其 量 级 为 s “，2 是 上 其 有 这 个 
量 级 的 负 根 的 级 近似 。 请 注意 ，? 和 # 这 两 个 根 和 名 上 都 与 -~ 
个 唯一 确定 的 个 代 次 序 联系 在 一 起 ， 初 学 者 弟 党 会 犯错 误 ， 他 们 
在 相应 于 (10) 式 的 整个 公式 中 放 上 一 个 土 号 这 就 导致 了 不 可 能 
正确 的 近似 的 迅速 扩大 ,因为 总 根 数 当 然 必 须 等 于 方程 的 阶 数 ， 
对 于 每 一 个 根 ， 必 然 有 一 个 在 每 一 步 都 得 到 唯一 解 舍 的 登 代 方 
案 . 

由 (10) 式 我 们 得 到 

pp = Me”! — 3 2 二 1 n= —A/ 6- 十 3s 二 十 1，(11) 
我 们 可 以 把 这 两 个 表达 式 围绕 6 = 0 展开， 如同 在 逐次 逼近 方案 
中 常见 到 的 那样 。 只 有 和 修正 项 中 的 头 一 项 才 是 可 靠 的 。 于 是 我 们 
最 终 得 到 


pt "人 <-。 (12) 
E 已 


下 一 步 近似 的 确定 ， 进 一 步 确认 了 (11) 和 (12) 式 已 经 示 了 明 的 结 
果 : pb 和 ww 具有 W s 的 寡 次 展开 式 ， 

读者 应 该 补充 上 例 的 细节 ,并 作 一 些 练 习 , 以 利用 代数 方程 中 
存在 小 参数 的 有 利 条 件 。 我 们 的 讨论 示 明 了 仅 有 的 比较 困难 的 特 
性 : (i) 需要 小 心 多 值 根 ;(ii) 根 的 级 数 展开 式 中 可 能 出 现 分 数 雷 
次 .应 用 逐次 逼近 法 可 以 预 调 分 数 赛 的 出 现 . 


pn (0) 


尺度 化 的 应 用 

熟悉 6.3 节 尺 度 化 概念 的 人 , 会 发 现在 这 里 使 用 这 个 概念 是 
很 值得 的 。 这 样式 (1) 的 两 个 根 中 就 只 有 一 个 根 是 0(1), 而 且 也 
只 有 对 这 个 根来 说 ,才能 指望 em? 项 对 解答 影响 很 小 ， 另 一 个 根 
是 0(e-D)， 因 而 变量 变换 m 一 6- 坊 对 于 得 到 正确 尺度 化 了 的 
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0(1) 的 变量 为 是 必要 .利用 六, 式 (1 就 变 成 

5f(E 一 六) 十 2879. 二 1 一 0 或 十 2 纺 十 E 一 0， 
该 式 得 到 近似 鸡 = 一 2 与 上 面 的 结果 相符 。 在 这 个 例子 和 本 市 
的 其 他 例子 中 ,请 注意 ,没有 单一 的 尺度 可 以 用 来 表征 问题 的 整个 
解 的 特性 。 我 们 将 发 现 这 是 奇异 扰动 问题 的 一 个 特殊 的 性 质 . 


练 二 


1. (a) 假定 式 (1) 具 有 一 个 形 为 Q) 式 的 解 ,由 此 证 明 式 (3),。 
(b) 用 参数 微 商 夺 得 到 (3) 式 ， 
(c) 用 逐次 逼近 法 得 到 (3) 式 ， 
2. (:) 假定 (5) 式 ,， 试 求 (1) 式 的 第 二 个 根 浆 的 级 数 展开 .至 少 求 
出 mo 和 mi. 
+*(b) 用 参数 微 商 法 证 明 上 述 计 算 . 
+3. 用 二 次 公式 求解 (1) 式 ;用 级 数 展开 两 个 根 的 表达 式 ; 与 练习 1 
和 2 的 结果 加 以 比较 . 
4. (a) 如 文中 所 示 , 对 于 一 级 近似 ，(7) 式 有 一 对 重 根 。 通过 完成 
例 1， 求 出 这 两 个 根 的 三 项 近似 表达 式 。 特别 是 证 明 这 两 
个 根 是 祖 等 的 . 
(b) 证 明 在 讨论 式 (7) 时 提出 的 选择 方案 〈c) 一 (g) 是 不 相 容 
(c) 对 于 小 s, 画 出 (77) 式 的 四 个 根 与 8 的 函数 关系 . 
(d) 证 明 (12) 式 ， 并 利用 逐次 逼近 法 再 多 求 出 级 数 中 的 一 项 ， 
(e) 利用 级 数 求 出 (d) 的 结果 . 
+(f) 利用 修正 的 参数 微分 法 得 到 (d) 的 结 玉 . 
5. 8 为 小 正 数 , 试 求 下 列 方程 所 有 根 的 一 级 近似 ， 
(a) Ex'—x 十 3x 一 2 一 0 
(b) ex +x—1= 0; 
(c) x+t ex = 2; 
(d) ex 十 ex 十 x 一 1] 二 0, 
6. 试 求 练习 4 中 所 估算 的 根 的 二 级 近似 ， 


7. 详细 讨论 
Epa(x) 十 p(t) 王 0， n>m. 
的 根 的 特性 ， 式 中 p; 表示 i 阶 多 项 式 ， 

8. 本 问题 概述 了 用 来 估算 (1) 式 的 根 有 w 的 一 个 比较 演 译 的 方法 ， 
令 mn(E) 一 El(e) 十 R(E)。 因为 我 们 希望 余 项 R 比 估计 值 小 ， 
出 稀 求 lim .so(R/E) 一 0. 由 (1) 式 得 到 

EE+R)+2(EFE+R)T+I1 = 0, (13) 
“(a) 假定 js 无 | 一 co， 得 出 一 个 矛盾 . 
“《b) 假定 leE| 一 0， 得 出 一 个 矛盾 . 
(c) 按照 (a) 和 (b), 如 果 sE 具有 极限 ， 那 末 它 必然 趋向 于 一 
个 非 零 和 常数。 确定 这 个 常数 . 


9.2 党 微分 方程 的 边 值 问 题 


在 本 市 中 ,我 们 将 研究 奇异 扰动 方法 的 应 用 ,以 得 到 最 高 阶 导 
数 项 合 有 小 参数 的 二 阶 常 微分 方程 的 近似 解 。 大 部 分 讨论 是 与 一 
个 简单 的 "模型" 间 题 有 关 ， 在 上 节 中 得 到 的 一 些 结果 ， 在 这 里 证 
明 是 有 用 的 . 


对 一 个 模型 问题 的 精确 解 的 研究 


芳 虑 yY(x) 的 下 列 方程 : 
ed y=0; 0 过 rl, 0<<eE※1, (1) 
dx’ dx 
及 其 边界 条 件 
y(0) = 0，y(1)= 1., (2a, b) 
注意 8 是 下 的 . 


因为 s 非常 小 ,我 们 天 真 地 假定 (1) 式 中 的 第 一 项 可 以 忽略 . 
这 就 得 到 方程 
2 人 + y= 0， (3) 
及 其 通 解 
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1 
Y= Kexp (一 三 * )， 


芭 中 ,天 是 一 个 任意 稼 数 ， 不 过 ,这 样 就 立即 出 现 一 种 进退 两 难 的 
图 境 , 因 为 如 条 天 由 (2a) 式 确定 , 那 末 就 得 到 近似 


三 (4) 
而 如 果 天 由 《2b) 式 来 确定 , 那 末 近似 就 是 
人 G 


这 丙 个 近似 中 设 有 一 个 能 同时 满足 两 个 边 寞 条 件 , 因 此 , 当 e 一 0 
时 ,对 于 闭 区 间 50,1] 上 的 所 有 x， 两 个 近似 都 不 能 趋向 真 解 . 这 
两 个 近似 中 是 否 有 一 个 是 好 的 呢 9 如 果 是 这 样 的 话 ， 那 末 在 区 间 
的 哪 一 部 分 是 好 的 呢 ? 这 个 解 在 区 闻 的 其 余部 分 情况 又 是 怎样 的 
呢 ? 能 否 得 到 一 个 在 整个 区 则 上 都 很 好 的 近似 呢 ? 

为 了 回答 这 些 问 题 ,我 们 将 精确 地 求解 (1) 和 (2) 式 ,然后 在 & 
为 小 正 数 的 条 件 下 对 这 个 解 作 近似 ， 尔 后 我 们 假装 并 不 知道 精确 
解 ,再 去 重新 考虑 上 述 问题 ， 而 在 心中 则 记 住 这 个 解 的 定性 特征 。 
我 们 将 能 够 发 展 一 种 近似 的 方法 ， 而 这 种 方法 对 一 大 类 不 可 能 得 
到 精确 解 的 问题 也 适用 . 

在 我 们 实行 这 一 计划 之 前 ， 让 我 们 注意 本 问题 具有 的 奇异 
性 质 ， 它 与 上 面 讨论 过 的 代数 方程 所 具有 的 性 质 相 类 似 ， 对 于 二 
次 多 项 式 方程 (1.1)， 其 近似 方程 是 一 次 的 ,只 有 一 个 根 。 这 里 近 
位 方 程 是 一 阶 的 ,因而 (2) 式 的 两 个 边 寞 条 件 不 能 都 祷 足 。， 对 于 所 
有 的 根来 说 ， 方 程 (1.1b) 中 的 项 sm 不 能 被 忽略 。 这 里 项 gd'y /dx 
至 少 对 (0, 1) 的 一 些 部 分 必然 是 重要 的 。 在 这 些 部 分 中 ，4 7/ 
dx’ 的 值 必 然 是 很 大 的 ; 否则 对 于 足够 小 的 e，sd7/dx 确实 就 可 
以 忽略 ， 

回 到 对 (1) 式 的 分 析 ,我们 首先 观察 到 : 因为 这 个 方程 是 线性 
的 ;并且 其 有 销 系 数 , 故 它 其 有 通 解 

y 一 ciexp (mix) 十 cexp (m2x ), (6) 
式 中 mm， 和 ma 是 
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em 十 ?1 十 工 一 人 ( 7) 
的 两 个 根 。 当 把 边 寞 条 件 (2) 式 加 上 去 时 ,我 们 便 得 到 最 终 的 解 
y 一 exp (mx ) -一 exp (m2x ) (8) 


exp( jz ) 一 exp lm,) 

方程 (7) 与 方程 (1.1) 相 同 , 因 此 当 8 很 小 时 , 我 们 可 以 利用 以 前 的 
分 析 , 这 一 分 析 已 在 (1.6) 式 中 作 了 综述 ; m 和 mm; 可 用 下 式 

| 2 


121 一 一 一 1 一 一 一 (9 ) 
2 £ 


来 近似 。 利 用 (9) 式 ,因为 E 是 正 的 , 我们 看 到 , 与 exp(1m1) 相 比 ， 
在 式 (8) 的 分 母 上 可 把 exp(mz) 加 以 忽略 ， 因 此 我 们 把 问题 的 近 
似 解 写作 
(xy E) ~ prie es], OZek]1, (10) 
近似 解 (10) 的 定性 特征 是 什么 呢 ? 如 辣 边 界 条 件 (2a) 式 了 所 
楼 求 的 那样 ,这 个 近似 在 * = 二 0 处 的 值 为 零 , 这 是 因为 方 括 与 中 的 
第 二 项 与 第 一 项 具有 完全 相同 的 数值 和 相反 符号 的 缘故 .不 过 当 
* 增加 了 时, 第 二 项 迅速 减少 。 当 * = 二 8 时， 这 一 项 仅 为 e“, 大 约 
为 它 在 x = 二 0 处 值 的 七 分 之 一 。 当 x 一 28 时 ,这 一 项 的 值 小 于 同 
一 值 的 百 分 之 二 。 因 此 ,除了 当 x* 在 8 = 0 处 的 几 倍 8 之 内 ,第 二 
项 是 可 以 忽略 的 ,因而 (10) 式 可 以 进一步 加 以 近似 得 到 
y = CHM2e 一 xz we ceL20-z) (11) 
于 是 可 以 画 出 (10) 式 的 曲线 , 如 图 9.1 中 的 实 线 所 示 ， 我 们 看 到 ， 
在 * 二 0 附近 厚度 为 O(8) 的 一 层 中 ， 解 迅速 变化 着 。 在 边界 附 
近 解 迅速 变化 的 区 域 称 为 边 缂 服 . 
往 意 ,(11) 与 (5) 式 相同 。 因 而 ,对 于 5 为 正 小 量 时 ,微分 方程 
《1) 及 边界 条 件 (27) 的 解 从 * == 0 处 取 给 定 的 零 值 迅 速 上 升 ， 直 到 
与 (5) 式 合并 为 止 ; 而 (5) 式 则 是 在 x 二 1 处 满足 边界 条 件 (2) 的 天 
真 方程 (3) 的 解 , 这 个 天 真 ” 解 在 图 9.1 中 用 虚线 画 出 . 
沙 虑 一 下 8 为 负 小 量 的 情况 是 很 有 教 益 的 ，〈27) 式 的 近似 根 
仍 为 (9) 式 ， 但 现在 却 正 是 精确 解 (8) 式 分 母 的 第 一 项 可 以 忽略 ， 
我 们 有 
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图 9.1 解 (10) 的 曲线 。 当 8 为 正 小 量 时 ，(10) 式 是 (1) 和 (2) 式 的 
解 的 一 个 很 好 的 近似 ( 实 线 ).。 “外 部 近似 ?[(11)、(147 或 (5) 式 ] 是 
用 品 线 画 出 的 . 

y(x,6) ele 一 cz，|s 1, e<=0, (12) 
此 外 ,这 个 表达 式 的 第 一 项 对 (0, 1) 中 所 有 x 都 是 按 指数 律 下 降 
的 ,因此 ,我 们 可 以 写 出 下 式 而 不 失 其 精度 ， 

y(xse) edu, |sS le 一 0， (13 ) 
除了 在 * = 1 处 的 几 们 8 大 小 的 边界 层 内 , (13) 式 中 所 保留 的 唯 
一 的 项 实际 上 为 零 . 〈 参 看 图 9.2) 因此 在 8 为 负 小 量 时 , (1) 和 
(2) 式 的 解 可 以 用 满足 边界 条 件 (2a) 的 天 真 方程 的 ( 恒 等 于 零 的 ) 
解 来 很 好 地 近似 。 边界 层 仍 然 共 有 0O(s) 的 厚度 ， 但 是 与 s 为 正 
小 量 的 情况 相反 ,现在 边界 层 位 于 * = 1 附近 . 

如 果 这 个 例子 是 典型 的 二 阶 边 值 问题 (而 且 也 的 确 是 ), 那 末 
除了 在 一 个 边界 附近 外 ， 看 起 来 可 用 适当 的 天真 ”方程 来 给 出 完 
整 方程 解 的 一 个 很 好 的 近似 。 在 上述 这 个 边界 附近 , 解 迅 速 变化 ， 
与 天 真 方程 所 不 能 满足 的 边界 条 件 相 一 致 .应 该 把 哪 一 个 边界 条 
件 应 用 于 天 真 方 程 以 及 剩 下 来 还 有 什么 要 用 边 窜 层 来 使 之 满足 的 
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呢 ? 这 两 者 都 依赖 于 符 需 的 相对 符号 《并非 仪 是 e 的 符号 决 下 
这 一 点 ,因为 如 有 必要 的 话 ,方程 可 册 ( 一 1) 相 乘 , 忆 使 小 参数 空 
正 的 。) 如 车 我 们 设想 边界 层 冕 可 靠近 x 一 0， 义 可 徘 近 x 二 1， 
那 末 其 位 置 大 概 可 以 相当 有 效 地 用 试 普法 来 伯 定 ， 


x 
| 0 


图 9.2 当 E 为 负 小 最 时 。，(1) 和 (2) 陈 的 解 . 


为 了 使 读者 不 接受 错误 的 观念 ,我 们 必须 对 他 作 如 下 的 告诫: 
虽然 上 一 段 的 推广 适用 于 一 大 类 重要 问题 ,但 它们 并 不 适用 于 ( 例 
如 ) 最 高 阶 导数 项 含有 小 参数 的 所 有 二 阶 线性 常 微分 方程 的 边 什 
问题 。 现 在 保持 谨慎 而 乐观 的 情绪 则 是 恰当 的 . 

更 加 小 心地 考察 一 下 近似 方程 (3) 的 解 和 完整 问题 (1) 的 解 之 
同 的 关系 是 有 益 的 。 因 为 (3) 式 和 恰当 的 边界 条 件 下 的 解 给 出 了 
在 边界 层 外 成 立 的 一 种 近似 。 人 们 习惯 于 把 外 部 这 个 词 与 这 种 近 
似 联 系 在 一 起 。 直 到 另 作 规定 之 前 ,我 们 将 考虑 e > 0 的 情况 , 因 
而 恰当 的 外 部 近似 将 是 近似 式 (11)， 我 们 用 O 代 表 外 部 ,并 把 
(11) 式 写作 


yuCz] = exp 二 — z) |. (14) 
我 们 知道 ， 除 了 在 x = 0 附近 外 , (x) 是 对 精确 解 y(x， s) 的 一 
个 好 的 近似 ， 事 实 上 ,不 难 证 明 [ 练习 1a] 
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imyxrss) 一 Tolz) 对 于 (0, 1] 内 的 x (15) 
ey0 


对 于 e 委 xx 和 1，4 为 正 数 , 这 个 极限 是 一 致 的 .这 就 是 说 ,给 定 
任何 E > 9， 存在 着 一 个 依 巾 于 EE、 但 并 不 依赖 于 * 的 正 数 DD， 
对 于 所 有 [a, 1] 中 的 x， 只 要 0<e<D, 就 有 |[y(x, 8) 一 
yolx)| < EE, 

方程 (15) 就 是 本 节 所 涉及 的 多 变量 函数 的 几 个 极限 中 的 第 一 
个 极限 。 凡 有 是 我 们 对 上 述 变 量 中 的 一 个 取 极 限时 ， 总 是 不 言 而 喻 
地 理解 为 其 余 的 变量 在 极限 过 程 中 是 保持 不 变 的 ， 因 此 在 (15) 式 
中 ,y 对 于 x 和 的 依赖 是 明确 地 表示 出 来 的 ， 在 (15) 式 这 个 极 
限 中 ,E 向 零 减 小 时 ,认为 x 是 固定 的 . 

加 到 我 们 对 yo《x) 的 讨论 , 我 们 注意 到 利用 (10) 和 (11) 趟 有 ” 


lim | lim y(x,e)] = yt(0) = ee, (16) 
但 是 z 

lm[limy(x,E))] = lim0 = (0, (17) 

£40 $0 小 0 


所 以 运算 im,,。 和 fim:,。 不 能 交换 ,倘若 对 于 某 个 正 &, (15) 
式 在 (0,2) 上 的 极限 是 一 致 的 , 那 末 这 样 一 种 交换 便 是 允许 的 
因此 ，?(x*，s) 在 这 样 一 个 区 间 上 并 不 一 致 地 趋 问 于 yo(x), 这 也 
可 以 直接 推导 出 来 . 

总 而 言 之 ， 外 部 解 在 xz 一 0 处 并 不 满足 边 办 条件， 然而 ， 
yox) 在 (0, 1] 中 是 y《x, 8) 在 el0 时 的 极限 ,但 这 个 极限 不 是 一 
致 的 .我 们 说 近似 yotx) 在 (0, 1] 中 不 是 一 致 有 效 的 . 

无 论 固定 的 * 怎样 接近 于 原点， 在 sj0 时 这 个 * 就 在 边 分 技 
以 外 变 得 越 来 越 远 。 因 此 根据 (15) 却 ,外 部 解 的 命名 是 恰当 的 , 网 
为 它 只 在 边界 层 之 外 近似 真 解 。 但 对 于 小 <， 在 边界 层 内 合 运 的 
近似 是 什么 呢 ? 我 们 现在 回 到 这 个 问题 上 溢 . 

我 们 发 现 ， 任 意 给 边界 层 定 出 一 个 精确 的 外 缘 是 得 不 到 什 

1》(15) 式 中 向 下 的 箭 号 表示 8 经 过 正 值 趋向 零 ， 
2) 原文 为 (12) 和 (13), 似 有 笔 误 。 一 一 译 者 注 
3) 参阅 (例如 ) Franklin (1964)， 第 39) 页 
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么 的 ， 丈 一 方面 , 现在 似乎 清楚 ，( 例 如 ) x 一 0.1s 完全 在 边 答 层 
之 内 ,而 x 一 48 是 远离 边界 层 外 缘 的 。 不 论 s 的 值 是 多 少 ,只 要 
e 是 小 量 ， 这 就 是 真 的， 为 了 得 到 完全 在 边界 层 之 内 和 远离 边 恰 
层 外 缘 的 典型 值 ,我 们 可 以 分 别 考虑 
lim [zse)|==oxe] 和 lim [7(xys)|:=4e]， 

更 一 般 地 讲 ,边界 层 的 绝对 厚度 随 s 1 0 而 连续 地 变 薄 ,而 式 

lim[y(x, E)|x-ss] 三 y:(#)， 羽 问 定 ， (18) 
将 给 出 在 边界 层 内 固定 相对 距离 8 处 的 近似 解 y,(#). 我 们 把 这 
叫 作 内 部 近似 或 边界 层 近似 ， 式 中 工 代表 “内 部 ”。 利 用 另外 的 符 
号 ,我 们 把 Y 定义 为 


Y(45， 8) = y(te, €), / (19) 
由 此 得 到 / 
yi(8) = lim Y(é#, 8). (20) 
我 们 要 强调 ,5 在 (18) 和 (20) 式 的 极限 中 是 固定 的 ， 


在 现在 这 个 例子 中 ,根据 (8) 式 ， 


图 3.3 8 为 正 小 量 时 (1 和 (22) 式 的 精确 解 (虚线 ) 与 “内 部 ”边界 层 
近似 (21) 式 ( 实 线 ) 之 间 的 比较 .在 x = 0 附近 两 者 相符 得 很 好 . 
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y(x, 8) 一 天 [expb(oix ) 一 exp(m,r)), 
= 上 
exp(m) 一 exzp(m 
因而 
Y(&£,6) = K[exp(meét) — exp(m,et)]. 
根据 (9) 式 或 者 更 彻底 地 根据 我 们 早先 关于 二 次 方程 (7) 的 根 的 讨 
论 , 有 


iem(e = 0 be 一 一 
因此 
p= lm ye) = el es) GD) 
图 9.3 表明 , y1(#) 确实 给 出 了 精确 解 在 边界 层 内 的 很 好 近似 ， 
用 奇异 扰动 法 求 近 似 解 
让 我 们 回 到 原始 问题 (1) 和 (2): 
so + 2 ty=0; y0)= 10, 


y(1)=1, 0<e<l. (22) 

我 们 假装 并 不 知道 这 个 问题 的 精确 解 ， 现 在 来 推导 它 的 近似 解 ， 

根据 前 边 的 讨论 ,我们 作 如 下 的 假定 除了 邻近 边界 的 薄 层 以 外 ， 

外 部 方程 的 解 能 很 好 地 近似 于 精确 解 ， 暂 时 也 把 位 于 x = 0 附近 
的 边界 层 当 作 是 给 定 的 . 

外 部 近似 的 变化 并 不 迅速 ,因而 应 该 允许 把 sd’y/4dx* 这 一 项 

加 以 忽略 ， 利 用 以 前 关于 边界 层 位 于 * = 0 附近 的 知识 ， 我 们 要 
求 外 部 近似 yj 满足 在 * = 1 处 的 边界 条 件 。 因 此 


2 4 十 太一 0， yl)= 1 (23a, b) 
dx 
no = ep [+ (1— 7*) | (24) 
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便 与 (14) 式 一 致 . 

令 * 二 0 附近 边界 层 厚 度 的 量 级 为 8(*)。 汝 sy0 时 ， 边 界 
层 的 厚度 趋向 于 等 。 因而 ， 我 们 要 求 当 8 4 0 时 65>0。 为 了 确定 
边界 层 内 解 的 性 质 ,我 们 引进 


< 一 二 ， (25) 
6 


这 个 参数 允许 我 们 度量 出 与 边界 层 成 正比 的 距离 。{ 我 们 从 (8) 
式 知 道 ，5(s) 一 6。， 但 是 我 们 暂时 “忘掉 ”这 一 点 .] 

”尺度 化 概念 (6.3 节 ) 强烈 地 推动 着 我 们 去 作 变 量变 换 (25). 
外 部 解 (24) 的 长 度 尺度 《x 尺度 ) 的 量 级 为 1。 但 是 这 个 尺度 在 边 
界 层 内 是 不 合适 的 ， 因 为 在 边界 层 内 ， 解 在 大 小 为 8 的 距离 上 迅 
速 改变 。 因 而 (25) 式 可 以 看 作 适 合 于 边界 层 区 域 的 一 种 再 次 尺度 
化 ， 两 个 尺度 , 即 在 边界 层 内 是 6, 在 边界 层 外 是 1 ， 必 须 用 它们 
来 详细 地 确定 (22) 式 的 解 的 变化 ， 正 如 我 们 已 在 6.3 节 “ 非 正统 
性 ”的 讨论 中 提 到 的 那样 ,这 种 双重 尺度 是 奇异 扰动 问题 的 一 个 标 


-二 
de 


让 我 们 在 微分 方程 (22) 中 引进 变量 变换 式 (25), 象 在 (19) 式 
中 那样 ,用 Y 代 蔡 昭 数 y, 我 们 得 到 
二 和 十 之 TY 一 0 (26) 
Fp dB 8 UE 
如 同 我 们 在 确定 一 次 方程 (1.1) 的 第 二 个 根 的 大 小 时 所 作 的 那样 . 
现在 我 们 成 对 地 比较 这 些 项 。 因 为 6 是 边界 层 的 长 度 尺 度 ， 在 这 
里 表达 式 4dY/dsy dy/ 和 Y 都 是 O(1)， 各 项 的 数量 级 为 


e 1 
z m1 (27) 
很 有 和 希望 成 功 的 是 ,这 些 项 中 有 两 项 互相 平衡 ,而 第 三 项 则 可 以 忽 
略 ( 因 为 此 时 间 题 可 以 通过 忽略 一 项 而 加 以 简化 )。 平 衡 对 中 的 一 
项 必须 是 s/5 ， 这 是 因为 我 们 已 经 看 到 ,如若 不 计 二 阶 导 数 项 , 那 
就 不 能 得 到 在 [0,，1] 上 成 立 的 近似 . 
如 未 (427) 中 的 第 一 项 与 第 三 项 平衡 , 那 末 5 一 8 因而 1/6 
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比 其 他 两 项 大 得 多 1718 一 E 风 1)， 从 而 不 可 加 以 忽 栈 。 旭 琳 
OT 那 末 

E x 

二 一 全 或 5 一 (因而 二 一 过 外 (28) 


现在 剩 下 的 -- 项 可 以 忽略 (1 《人 es- )， 因 而 (28) 式 给 出 了 我 们 所 


寻求 的 尺度 化 。 有 了 (28) 式 ,(26) 式 变 为 
dY adY | ey 0. (29) 
a dt 
这 就 是 内 部 方程 ， 它 是 由 适合 于 内 层 或 边界 层 的 尺度 化 而 得 到 
的 。 作 为 一 级 近似 ,我 们 忽略 最 后 一 项 ,并 把 它 看 作 是 在 边界 屋内 
摘 述 解 的 性 质 的 近似 方程 


dy + Lr 一 0 (30) 
dE ds 


[从 (29) 式 到 (30) 式 时 ,我们 让 sy 0 而 让 5 国定 ， 因 而 用 yi 代 老 
Y 是 (20) 式 所 要 求 的 .] 这 个 二 阶 方程 需要 两 个 边界 条 件 ， 一 个 是 
了 从 y(0) 一 0 来 的 ,用 现在 的 变量 来 表示 ,这 就 是 
7y:(0) = 0. (31) 
关于 ?了 的 第 二 个 边界 条 件 y(1) = 1， 并 不 给 出 对 y 的 第 二 个 限 
制 ,因为 x = 工 远 在 边界 层 之 外 ,而 上 面 所 有 的 讨论 都 集中 在 对 一 
个 函数 的 近似 ， 而 这 个 函数 是 用 来 描述 在 边界 层 中 迅速 变化 的 解 
的 。 那 未 现在 让 我 们 把 第 二 个 边界 条 件 放 在 一 边 ， 先 求解 (30) 和 
(31) 式 .我 们 得 到 | 
yi(#) = C(l 一 ce 人) (32) 
式 中 C 是 一 个 第 数 ， 
匹配 
为 了 确定 C , 我 们 必须 把 在 “最 远 的 端点 “处 的 内 部 解 与 最 
近 的 端点 处 的 外 部 解 匹 本 起来, 弄 请 这 一 点 撤 照 事后 的 认识 是 不 
足 为 奇 的 ， 因 为 这 些 端 点 相应 于 边界 层 的 向 一 边缘 。 人 们 希望 在 
某 种 意义 上 有 这 样 一 个 边缘 存在 (或 者 更 恰当 地 说 ,有 一 个 重 香 
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区 域 或 中 间 区 域 存 在 ), 在 这 里 , 内 部 解 和 外 部 解 都 是 对 真 解 的 一 
个 合理 的 近似 。 在 重合 区 域 里 ,要 求 这 两 个 近似 相符 是 合理 的 , 

比 起 最 初 看 到 的 情况 来 说 ,匹配 是 件 更 为 精细 的 事情 ,也 是 本 
书 要 继续 广泛 研究 的 课题 ， 当 x 二 0(5) 时 , x 在 边界 层 之 内 , 而 
当 x 一 0(1) 时 ,zx 在 边界 层 之 外 ， 认 识 到 这 一 点 , 似乎 就 是 继续 
进行 研究 的 最 好 途径 。 对 于 中 间 区 域内 的 x, 我 们 应 当 让 x = 
Ole8(e)], 这 里 0( 昌 ) 在 0(5) 和 0(1) 之 间 ; 即 


lim =~00, lim@=0. (33a , b) 
EvoD E40 z 


现在 , 当 * 在 边界 层 之 内 [x 一 0(5)] 时 , 宜 于 引进 变量 上 二 x/6， 
并 让 8 小 0 而 固定 8。 类 似 , 当 x 在 中 间 区 域 时 , 宜 于 引进 ，， 并 令 
6 1 0 看 固定 9 这 里 


一 一， (zx 一 0， 一 (34) 
因而 当 引 进 新 的 变量 9, 并 在 。 趋向 于 零 时 保持 它 不 变 时 ,只 要 此 
时 内 部 近似 和 外 部 近似 具有 同一 极限 ， 那 末 这 两 个 近似 就 称 为 是 


匹配 的 。 所 以 匹配 要 求 
lim [yo(x) | syel 一 lim[yx(s) ln] 了 固定 。 (35) 


在 上 前 的 情况 下 ,根据 (24) 和 (33b) 式 , (35) 式 的 左 端 为 


limTeW? -| zn == im edt 6) 一 e2 (36 ) 
Ey90 $40 
因为 (se) 三 &， 由 (32) 和 (33a) 式 , 式 (35) 的 右 端 为 
limCK1 一 e270/6) 一 C， 037) 
因而 (35) 式 要 求 C 一 ew， 这 样 由 (32) 式 得 到 
JI 一 el (lO— ce *), (38) 
这 与 (21) 式 相符 ， : 


对 于 这 个 特殊 问题 ,从 精确 解 和 表面 上 相当 全 面 的 近似 方法 ， 
我 们 都 能 推导 出 内 部 近似 yw(5) 和 外 部 近似 yx), 如 果 有 一 个 在 
[0, 1] 上 都 成 立 的 一 致 近似 yy, 那 是 很 有 用 的 。 把 图 和 为 相 加 ， 
并 减 去 它们 的 公共 部 分 ,就 可 得 到 这 个 近似 ， 因 此 
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es 


yu(e) 一 Jo FE)— lim (10). (39) 


在 内 区 ,上 式 右 端的 第 一 项 和 第 三 项 的 和 可 以 忽略 , 留 下 的 是 内 部 
近似 ， 在 外 区 ,第 二 和 第 三 项 的 和 可 以 忽略 ,这 一 点 从 (35) 式 可 以 
看 出 , 这 样 就 留 下 了 外 部 的 近似 ， 因 此 在 每 个 区 域 中 ，yv 归结 为 
合适 的 近似 ， 对 于 正在 研究 的 这 个 例 于 ， 从 (24)、(38) 和 (36) 式 ， 
我 们 有 

yy = eHR 十 el 一 es) 一 eV 一 eV(e-z/ 一 072/s), 


它 与 我 们 对 精确 解 的 原始 近似 (10) 式 是 一 致 的. 


进一步 的 例子 


在 关于 示例 问题 (22) 的 研究 中 ,我们 把 边界 层 位 于 * 一 0 附 
近 看 作 是 已 知 的 。 我 们 知道 ， 这 是 当 s 40 的 情况 。 但 是 当 sf 0 
时 ,边界 层 在 * = 1 附近 .幸运 的 是 ,如 果 我 们 对 边界 层 的 位 置 作 
了 不 正确 的 假定 , 那 末 这 是 会 暴露 出 来 的 ,因为 这 会 导致 我 们 的 方 
法 失效 。 在 下 面 的 例子 中 ,我 们 就 来 示 明 这 一 点 ,同时 更 进一步 地 
熟悉 奇异 扰动 方法 . 
”” 例 1 如 果 假 定 边界 层 位 于 * 一 0 附近 ， 试 证 明 当 sf 0 时 边 
界 层 方法 失效 . 

解 ” 所 有 各 步 的 分 析 都 与 以 前 一 样 ， 只 是 最 后 有 一 步 ，(37) 
式 为 下 式 所 代替 : 


HimC(1 一 c 50) 一 co， 
?0 . 


因此 不 可 能 匹配 . 
例 2 假定 边界 层 位 于 x 一 1 附近 ， 试 完成 上 述 计算 
解 ” 我 们 现在 应 该 要 求 外 部 近似 满足 x = 0 处 的 边界 条 件 ， 
此 外 ,外 部 近似 仍然 满足 (23a) 式 , 但 (23b) 式 为 y.(0) 一 0 所 代 
从 ,并 给 出 yo(x) 三 0. 

对 于 边界 层 内 的 *, 1 一 + 必然 为 0(5)， 因 而 合适 的 边界 层 
变量 为 《1 一 +)/6 一 5. (注意 5 是正 的 .) 引进 5, 我 们 得 到 
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2 7 改 _ 
A 一 二 4 十 了 一 0， 《40 


因为 (40) 和 (26) 式 的 不 同 仅 在 于 符号 有 变化 ， 项 与 项 之 间 的 平谷 
可 以 如 以 前 一 样 去 进行 ,并 且 仍 有 6(s) 一 E， 和 忽略 (40) 式 中 的 最 
后 一 项 ， 并 要 求 Y 在 8 一 0 (相当 于 x = 1) 处 具有 的 值 为 1 ， 我 
们 得 到 | | 
yi(E) = Ces C—1)+1, 

为 了 确定 常数 C ， 我 们 引进 中 间 变 量 元 一 (1 一 *)/8， 这 里 @@ 象 
以 前 一 样 以 (33) 为 条 件 . 那 末 我 们 再 加 上 匹配 条 件 〈《35)(《 作 了 适 
当 的 小 的 修正 ): 

jn) — ip 0) —0 
如 果 6 通过 正 值 趋向 于 零 , 那 末 y 的 极限 (如 所 指望 的 那样 ) 便 不 
骨 存 在 。 但 是 如 果 8 通过 负 值 趋 阿 于 零 ， 那 末 极 限 为 一 C 十 1， 
在 后 一 种 情况 下 ，C 一 1，y1(5) 一 exp(25)， 并 且 

yu(x) == 0 十 2 一 YE 一 一 ca20 一 zx 。 
这 与 (13) 式 相符 ， 

作为 推广 ， 我 们 对 二 阶 常 微分 方程 的 奇异 扰动 问题 提出 如 下 

的 基本 步骤 .这些 步 骤 并 不 总 是 奏效 的 。 但 它 对 很 广 的 一 类 问题 
都 是 行 得 通 的 ,而 且 对 作 了 修正 后 的 更 广 的 一 类 问题 也 是 适用 的 . 
这 里 所 谓 的 修正 理应 是 读者 力所能及 的 5 


涛 虑 边 值 问题 
8 十 xzy yy 六) 一 0， y(a) 一 4 
y(b) = B; = 到 . (41) 
dx 


(不 失 一 般 性 ) 假 定 s 是 正 数 ， 也 假定 问题 有 一 个 在 * 一 0 处 具有 
边 盎 层 的 唯一 的 解 。 这 个 假设 并 不 要 我 们 保证 边界 层 是 在 右边 还 
1) 读者 应 访 扫 悉 如 下 的 事实 :即使 (1 式 不 是 线 星 的 ， 它 也 可 能 有 无 穷 多 个 解 ， 


或 老 根 本 就 没有 解 .参阅 (例如 ) I. Stakgold 的 <Bounaary Value Problems of 
Mailjemaiical Physics (N. Y.: Macmillan, 1967 )?>。 一 节 中 的 1 .5 节 ， 
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是 左边 ,因为 我 们 没有 规定 4 和 2 中 间 那 一 个 是 大 的 。 


(a) 通过 求解 
f(x, Yo0s Yo0) 一 0， yo(6) 一 了 ， (42) 
确定 外 部 近似 yn， z 
(b) 把 边界 层 变 量 
= + (43) 


引进 (41) 式 。 式 中 的 符号 选 得 使 8 在 微分 方程 所 道 用 的 
区 域内 部 为 正 值 。 (注意 + 一 a 土 66) 利用 符号 Y($， 
gs) 一 y(a 土 了 ,86),， (41) 式 可 以 写作 


gE aY 1 aY\y 
+ Y ， + 0. (44) 
假定 对 于 小 《和 固定 的 8) 对 (44) 式 中 第 二 项 的 主要 贡 
献 其 有 如 下 形式 : 
| dY 
OF (&, Y， 人 (45) 


这 里 下 是 某 小 为数 ，* 是 常数 . [注意 (8, Y,dYjad#) 与 6 无 
关 . ] 选 择 

E86 了 一 6 或 5 = eve19 (46) 
以 使 二 阶 导数 与 式 (45) 相 平衡 , 象 所 要 求 的 那样 ,如 果 6 随 8 而 趋 
问 于 零 , 那 末 问 题 必 然 是 使 s 一 2. 


(c) 求解 
Gy/ dy — 0) 
+ F(s, a ) 0， y= A， (47) 
来 确定 y1(#). 
(d) 人 贡 数 ,5| 进 中 间 变 量 
n 三 十 二 Ber) (48) 
式 中 日 除了 满足 要 求 
lim@( 6) 一 0 和 lim 0 一 00, (49) 
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了 从 外 ,是 一 个 未 确定 的 函数 。 再 加 上 匹配 要 求 
lim [yo(x 7 | cares] 一 lim [yi( 8) saes]， 7 国定 ， (50) 


注意 : (a) 为 了 得 到 匹配 ,可 以 对 8 作 进 一 步 的 限制 ; (b) 上 述 步 
民 不 应 谋 昌 地 去 " 硬 套 ”， 倒 不 如 把 它 看 作 是 一 种 提要 和 指南 。 这 
将 会 使 我 们 比较 有 效 地 去 解决 比较 容易 的 问题 ， 并 增加 读者 获得 
有 关 何 蹇 天 动 的 “感性 知识 ”的 机 会 。 这 对 于 把 本 方法 推广 到 更 内 
难 的 问题 中 去 是 必要 的 ; 人 (c) 非 线 性 间 题 往往 要求 大 量 采用 上 述 
步骤 . 一 般 地 说 ， 非 线性 简化 方程 (42) 不 止 一 个 根 。 不同 的 解 在 
不 同 的 区 域 里 用 作 外 部 近似 .外 部 解 的 选择 受到 与 位 于 边 窜 附 近 
和 边界 内 部 的 wai 进行 匹配 的 可 能 性 的 限制 [参阅 Cole 
(1968), 第 二 章 ， 

例 3 于 小 正 中 E， 试 求 方程 
s 十 alx) 全 十 p(x)y = 0; y(0)= 0, 

y(1)=1, 0) 三 a 0， 8(0) 有 限 

的 解 的 内 部 和 外 部 近似。 为 了 避免 试 竣 ， 我们 给 出 边界 层 位 于 
* 一 0 附近 的 信息 . 
解 ” 外 部 近似 满足 oy 十 By 二 0, y(1) 一 1， 因 而 由 下 式 给 


出 


yo(x) 一 exp | 2 ds, 


和 人 5 这 里 当 s 0 时 ，5(s) 一 0。 我们 得 到 


和 COS ) 

人 + 
因为 当 8 0 时， 对 固定 的 有 c(65) 一 ao， 各 项 的 大 小 仍然 与 
(27) 式 中 的 一 样 ,因此 按照 我 们 在 那里 所 用 的 同样 的 论点 , 有 5 一 
sg。 内 部 近似 满足 dzj1q 外 十 wody1/ds 一 0，y1:(0) 二 0， 因而 
y(5) 一 C(l 一 “*)。 匹 配给 出 


C= exp {| [eG)/e 10s). 


+ PCE)Y = 0, 
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例如 练习 中 的 问题 : 

(a) 高 于 二 阶 ( 练 习 ?7 ); 

(b) 3 一 s 不 再 成 立 ( 练 习 2(cJ] 和 

(c) 二 阶 方程 外 部 解 不 再 满足 (两 个 边界 条 件 中 ) 任 何 -一 个 边 

秀 条 件 ( 练 习 6 ) 

示 明 了 奇异 扰动 问题 的 其 他 有 意义 的 人 性质 . 

正如 我 们 提 到 过 的 那样 ， 奇 异 扰动 理论 现在 几乎 仍 是 .一 种 手 
段 ， 我 们 仅 对 已 经 用 过 上 述 问 题 中 的 一 小 部 分 严格 地 证 明了 这 些 
步骤 是 正确 的 ,如 同 在 Van Dyke (1964)，Cole (1968) 和 Nayfeh 
(1973) 的 书 中 所 示 出 的 那样 ,应 用 奇异 扰动 技巧 时 、 特 别 是 把 它 
应 用 于 非 线性 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 时 ， 创 造 性 可 导出 优雅 而 
令 人 满意 的 结果 。 陷 井 对 于 粗心 大 意 者 是 危险 的 ,但 是 ,正如 人 们 
己 注 意 到 的 那样 ”使 用 任何 技巧 时 ,不 可 剥夺 的 思索 权 非 常 现实 
地 可 以 使 他 防止 接受 虚假 的 结构 ”. 


练 寺 


1.〈(a) 试 证 明 式 (15 ) 

(b) 试 证 明 , 如 同 课本 中 所 说 的 那样 ,在 [a, 1] 中 (15) 式 的 极 
限 是 一 致 的 ， / 
(c) 试 直接 证 明 在 (0; 1] 中 上 述 极限 是 不 一 致 的 . 

2. 试 求 下列 各 问题 解 的 内 部 、 外 部 和 一 致 的 近似 假定 6 是 小 正 
数 , 开 且 在 x = 0 处 有 一 边界 层 ， 在 每 一 情况 下 ， 根 据 基本 原 
理 往 下 做 ,不 要 硬 套 公 式 . (三 d/dx)， 

(a) 85 于 (1 二 rz) 十 7 一 0 y(0)=1, y(1)= 1, 
(b) ey” + y=0; (0 一 1/4，7(C1) = 1/2. 
i(e) ey” + xy + y=0; y0)=0, 7(1)= ce 2 

3. 如 果 假 定 边 窜 层 在 * 二 1 附近 , 试 指出 练习 2 的 问题 由 所 造成 

的 矛盾 ， / 


pr hn dhe 


1) G. FEF, Carrier, “Singular Periurbation Theory and Geophysics” SIAM Rer. 
1a, 1/2—93 (1970), 


* 34 ， 


中 


. 在 一 根 无 质量 的 弹 答 上 挂 一 个 “小 ”质量 mw， 弹 先 的 内 部 阻尼 
与 速度 成 正比 。 用 锤子 散打 该 质量 ， 加 给 它 一 个 铅 垂 冲 量 7 
(瞬时 动量 改变 )， 在 时 刻 才 ， 垂直 偏离 )* 的 初始 条 件 取 作 : 

六 一 0 时， 和 一 0， may 1. 
di™ 


基本 方程 为 


m 人 十 & 2 + Ry* = 0, 
式 中 & 和 A& 分 别 为 阻尼 常数 和 弹性 第 数 。 因 为 质量 很 小 ,所 以 
我 们 处 于 强 过 阻尼 ”的 情况 ,此 时 当 冲 量 在 拉 伸 弹簧 时 消耗 掉 
之 后 ,质量 迅速 回 到 了 静止 的 位 置 。 本 练习 要 求 对 此 作 抗 动 分 
析 ， 
(a) 证 明 选 择 某 种 无 量 纲 参 数 能 使 问题 变 成 
Ey" + y+y=0, y(0)=0, sy (0) 一 1 (51) 
(b》 按 照 下 列 提示 用 奇异 扰动 技巧 求解 这 个 问题 ， 对 外 部 近 
似 不 要 加 初始 条 件 。 求 满足 两 个 初始 条 件 的 内 部 近似 . 
然后 完全 确定 外 部 近似 ， 
Tc) 你 的 解答 似是而非 吗 ? 简要 地 进行 讨论 ， 特 别 是 倘若 : 
并 不 太 大 的 话 , 试 解释 为 什么 (51) 式 已 正确 尺度 化 ， 
(d) 试 求 在 整个 区 域 对 : > 0 都 成 立 的 复合 解 . 
(e) 考察 e 《 1 时 的 精确 解 , 校 核 你 的 解答 . 
15, 利用 奇异 扰动 理论 求 下 列 间 题解 的 外 部 \、 内 部 和 复合 展开 (《 参 
阅 前 面 脚注 中 Carrier 的 文章 ). : 
Eu — (2— r= —1, ul1)= (1l) 一 0， 
注意 : 求解 在 (0, 1) 上 满足 边界 条 件 w(0) 一 0:x(1) 一 0 的 
微分 方程 就 足够 了 .为 什么 ? 
6. (a) 利用 奇异 扰动 技巧 对 下 列 问 题 的 解 作 近似 
ey" 一》 一 0，》0) 一 1， 
y(1)=2, 0<~<e<kl, 
(b) 坛 证 明 奇 异 扰动 方法 对 下 列 问 题 失 效 ; 
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1. 


“8. 


ey” + y=0, y(0)=1, y(1)=2, 0<ge<&l, 
利用 精确 解 证 明 为 什么 出 毛病 ? 
对 于 具有 固定 端点 的 小 刚性 弹簧 ,振动 的 波形 所 其 有 的 形状 
y(x) 由 下 列 特征 全 问题 给 定 
ey yy =Ay, y(0)= (0)= 71)= 7y(1)= 0, 
这 里 8 是 刚度 的 量度 ; 0 < s 和 1. 本 征 值 2 是 振动 的 无 量 网 
频率 , 假定 1 为 O(1)，, 试 求 外 部 和 内 部 近似 ,并 得 出 结论 : 刚 
度 对 最 低 阶 的 本 征 值 没有 影响 [有关 刚度 所 引起 的 修正 的 讨 
论 ,请 参阅 R. E. O’Malley 的 “Topics in Singular Perturbations.” 
Advan. Math. 2，365 一 40 (1968) 的 第 3 节 。 该 文 重印 在 
Lectures on Ordinary Differential Equaiions (New York: Academic 
1970) 上 .] 
试 求 : 
》 “一 8 一 0; y(0)=1, 
当 x ~—>00 时 ，y'(x)—>0 
的 精确 解 ,并 在 s 0 时 取 极限 。 按 照 所 考虑 的 x 的 范围 , 试 证 
明 有 三 种 不 同类 型 的 极限 。 由 此 说 明 对 于 小 8, 尽管 当 8 取 零 
时 方程 的 阶 数 并 不 改变 ,但 这 个 问题 仍 具 有 奇异 扰动 的 特征 …。 


9. 本 练习 的 目的 在 于 证 明 ,在 (8.3.9) 式 中 出 现 的 不 可 接受 的 间 


断 可 以 利用 奇异 扰动 理论 加 以 ' 固定. 
(a) 在 (8.4.5),(8.4.6) 和 (8.4.7) 式 中 ， 利 用 三 4(wD)” 重 
新 引进 参数 ?。 试 证 明 当 3 匀 1 时 ， 


sx 1 一 1 -Dm | 
2 1 
_ (一 T72 
~ py 2 (xt—1)/(nv) >> 1, 
人 


试 画 出 示意 图 .并且 也 画 出 不 连续 哆 数 


1) 这 个 练习 是 从 练习 7 所 引 的 O Malley 的 论文 中 选取 的 ， 
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Jim 4 二 
(b) 现在 应 该 清楚 ,(8.3.6) 式 给 出 了 问题 (8.2.20) 的 外 部 展开 . 
假装 你 不 知道 (a) 的 结果 ,利用 边界 层 把 (8.3.9) 中 得 到 的 
国 断 位 置 定 出 来 . 
10. 研究 粘性 流体 绕 一 块 无 限 平 板 的 流动 时 ,人 们 往往 得 到 在 0 二 
x<co, 0 < 过 8 上 关于 y(x, 6) 的 下 列 问 题 ; 
ey 二 yy +=0, 7y(0)=y(0)= 10, 
1imy (x) 一 ]。 
我 们 对 sy 0 感到 兴趣， 因而 你 可 假定 在 x = 0 处 有 一 个 边界 
层 。 试 确定 外 部 解 中 的 第 一 项 ， 同 时 ， 确 定 边 界 层 方程 .边界 
条 件 和 匹配 条 件 , 不 用 求解 . [为 了 进行 求解 ,你 必须 引进 对 y 
和 x 的 边 乔 层 人 参数, 同时 也 要 用 到 从 内 部 区 域 到 外 部 区 域 时 当 
sy0 时 7 必须 连续 的 要 求 。] 
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第 十 章 “奇异 扰动 理论 在 生化 动力 学 
问题 中 的 一 个 应 用 


作为 第 九 章 中 所 介绍 技巧 的 一 个 比较 简单 但 又 重要 的 应 用 例 
子 , 我 们 现在 来 考察 生化 动力 学 中 的 一 个 问题 ,这 里 所 要 考虑 的 是 
涉及 某 一 常 微分 方程 组 初始 值 问题 的 奇异 扰动 理论 。 第 九 章 中 讨 
论 边 值 问题 的 某 些 细节 不 再 适用 了 ， 但 是 论述 的 精神 实质 还 是 相 
同 的 。 这 样 就 会 加 强 读者 的 理解， 

在 10.1 节 中 ， 我 们 考虑 被 酶 催化 的 一 个 化 学 反应 过 程 , 对 于 
描述 这 种 过 程 的 数学 问题 作出 表述 。 我 们 将 游 虑 酶 的 初始 浓度 较 
小 的 这 种 常 有 的 情况 . 〈 以 后 再 更 加 精确 地 指出 “小 ” 的 含义 .) 用 
奇异 扰动 理论 来 分 析 这 一 问题 有 其 便利 之 处 。 在 10.2 节 中 我 们 
便 要 这 样 做 .特别 是 要 指出 如 何 得 到 更 高 阶 近似 ， 以 求 在 技巧 上 
比 第 九 章 有 所 进步 
10.1 关于 一 种 酶 一 -一 个 底 物 的 化 学 反应 初 值 问题 的 表述 
质量 作用 定律 

我 们 主要 关心 的 是 酶 的 催化 反应 的 时 间 进 程 ， 但 是 首先 必须 
考 态 质量 作用 定律 的 某 些 简单 情形 ， 这 是 定量 研究 化 学 反应 的 基 
础 . 

为 了 确定 起 见 ， 让 我 们 从 分 子 4 与 5 结合 成 分 子 。 的 情形 开 
始 。 若 要 “ 与 5 发 生 反 应 ， 它 们 必须 进行 某 种 有 效 的 碰撞 ， 因 为 
产生 反应 可 能 要 求 分 子 的 活性 部 分 或 重要 部 分 对 好 位 置 ， 所 以 并 
不 是 每 一 次 碰撞 都 是 有 效 的 . 《参见 图 10.1) 

如 果 我 们 使 外 界 因素 (如 温度 等 ) 固 定 不 变 ， 并 且 使 的 浓度 
也 保持 不 变 ,那么 自然 就 会 假设 有 效 碰撞 的 频繁 率 ( 随 之 反应 率 ) 
正比 于 a 的 浓度 。 因 为， 如果 我 们 使 。 的 含量 加 倍 ， 那 么 单位 时 
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图 10.1 分 子 碰撞 示意 图 ， 在 一 个 成 功 的 反应 中 ,“ 分 子 ”M 与 N 的 
粗 线 边 界 部 分 必须 衔接 起 来 。(a) 有 效 合 撞 . 《b) 无 效 碰撞 . 
间 内 有 效 碰撞 的 次 数 也 会 加 倍 (这 儿 我 们 假定 的 浓度 不 太 高 ; 否 
则 浓度 加 倍 之 后 可 能 会 引起 相干 效应 ). 用 同一 符号 来 标记 化 学 物 
质 及 其 浓度 (单位 体积 内 的 分 子 数 ), 可 以 写 出 dc/4dt ~ 。。 同 理 
可 知 ,dc/ai ~ 6。 这 就 使 我 们 得 到 下 列 方 程 : 


< == ap 


dt 


此 处 《是 建 率 常数 。 化 学 家 采用 下 列 标记 法 : 
Ri 


4 + 6——>c, 
表示 我 们 所 讨论 的 反应 。 显 然 ,在 上 述 情况 下 ,关于 < 与 5 的 浓度 
的 方程 为 


dv 
0 — Riab, 一 —Riab. 


dt at 


一 个 重要 的 特例 是 4 与 b 全 同 并 且 化 合成 双 元 素 链 或 称 二 聚 
物 a 的 情况 ， 此 时 我 们 有 


Ki da 
a 十 da——— ds “一 kia’ 


dt 


这 表明 ,在 一 个 反应 中 刚好 包含 同一 物质 的 两 个 分 子 时 ,速率 正比 
于 相应 请 度 的 二 次 方 . 

上 述 讨 论 丰 起 来 虽然 是 合理 的 ,但 毕 竞 是 一 种 推测 . 1867 年 ， 
当 挪 威 人 Guldberg 和 Waage 在 实验 上 确证 了 其 正确 性 以 后 , 我 
个 论 及 的 上 述 观点 才 为 人 们 接受 ， 

只 要 把 我 们 的 基本 观点 稍 作 推 广 便 可 考虑 下 列 逆反 应 ; 
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Ri 
a 十 b=> C， (1) 


1 


其 中 化 合 物 c 可 以 自发 地 分 解 成 它 的 原始 物质 4 与 5 。 读 者 应 该 
亡 底 卉 明白 这 时 的 支配 方程 为 
da 


一 — Riab —1¢ > 
dt Cia) FA 
db 
一 一 一 一 XiaD 0 3 
7 Riab + 
dc jb 
了 一 kiab R_ic, 
从 上 述 方程 ,立即 可 推 得 
da 十 cad 二 ec) 0 
dz dt 


从 而 有 4 十 < 二 常量 和 2 十 c= 常量 .这 是 在 意料 之 中 的 。 因 
为 每 一 个 新 分 子 c 是 由 4 与 b 化合 产 生 的 ， 因 而 在 ¢ 的 产生 过 程 
中 , 便 有 一 个 分 子 4 以 及 一 个 分 子 2 消失 了 . 


酶 众 化 


已 经 发 现 某 些 化 学 物质 在 加 速 或 控制 化 学 过 程 方面 上 共有 重 妥 
作用 . 现在 已 经 搞 请 楚 , 这 些 叫 做 酶 2 的 化 学 物质 是 一 些 蛋 日 质 大 
分 子 。 酶 能 够 催化 化 学 反应 。 而 且 往 往 是 一 种 特定 的 了 能 催化 一 
种 特定 的 反应 。 关 于 酶 的 精确 作用 机 理 仍 然 是 一 个 广泛 的 研究 专 
题 。 不 过 , 正如 瑞典 化 学 家 Svante Arrhenius， 在 十 九 世 纪 末 期 所 
建议 的 那样 ,事情 的 本 质 在 于 酶 (浓度 为 e*) 与 输入 分 子 或 称 底 
物 〈 浓 度 为 *) 进行 了 结合 , 产生 一 种 结合 了 的 酶 一 底 物 分 于 ， 
或 称 复合 物 (浓度 为 c*)。 由 于 在 这 一 复合 物 中 , 底 物 分 子 被 束缚 
在 酶 上 ,所 以 它 活 化 了 ， 从 而 形成 反应 后 的 “输出 物 或 称 产物 ( 浓 
度 为 p*) 的 可 能 性 大 大 增加 了 . 《在 我 们 考虑 的 简单 情 交 下) 发生 


ee 


1) 包括 有 理论 性 讨论 的 一 本 经 典 参 考 书 是 M。 Dixon 和 工 C，Webb 全 号 的 
The Enzymes (New York: Academic, 2nd ed., 1964). 
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这 种 反应 的 时 候 ， 我 们 假定 复合 物 分 解 成 产物 分 子 和 原来 的 “ 目 
由 ” 酶 分 子 。 还 必须 容许 存在 没有 发 生 反 应 复合 物 便 分 离开 来 的 
可 能 性 。 因 此 可 以 示意 地 写作 : 
Ai 
+e oe pr* 十 < (2) 
假定 一 开始 只 存在 着 底 物 和 酶 ,浓度 分 别 为 与， 那么 时 刻 
t* 时 化 合 物 的 浓度 由 下 列 一 些 方程 和 初始 条 件 所 决定 : 


ds 一 一 s*e* c™ a 
了 Ai + kic™, (3a) 
de - —hks*e* 十 (3b) 
dt™ 
2 一 Are 一 Ac 一 Ac， (3c) 
pr 
oct, (3d) 
在 二 0. s*—5, ee*=6,c =—=0, pp*=—0, (3e) 
将 (3b) 与 (3c) 相 加 ,利用 (3e), 得 
ce*(2*) 干 c*( 坟 ) 二 常量 二 6 (4) 
这 样 , 我 们 就 能 消去 e*, 而 考虑 下 列 间 题 
ds 一 —hes™ 十 (Ris™ 十 &_iD)c (5a ) 
dt* 
de kgst — Cs* + kth) (5b) 
(0) 一 5，c (0) = 0, | (5c) 


一 旦 由 上 述 方程 确定 了 抑 ( 玫 ) 和 c*( 玉 ) 以 后 ,就 可 以 从 下 面 一 
个 易于 推 得 的 方程 : 
sp 十 5 (6) 
来 确定 e*(z*) 和 p*(:*)， 
建立 反应 的 时 间 进 程 方程 给 或 称 动力 学 方程 组 ， 并 不 是 一 桩 
无 谓 之 举 。 因 为 ， 我 们 不 能 把 分 子 相 互 作用 扣 摄 一 张 快 片 以 检验 
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Arrhenius 的 推测 是 否 正确 。 不 过 , 实验 工作 者 已 能 追踪 反应 随时 
加 的 进程 。 例 如 借助 于 观察 吸收 光 性 质 的 变化 ， 把 这 种 观察 同 动 
力学 的 理论 结果 作 比 较 , 人 们 得 到 了 存在 酶 -复合 物 机 制 的 经 典 证 
据 ， 

对 假定 作 基 种 简化 之 后 ， 我 们 能 够 同 实验 进行 清晰 的 比较 ， 
许多 人 在 这 方面 作出 了 贡献 最 稍 提 到 的 名 字 是 相 林 的 科学 家 
Leonor Michaelis 和 Maude Menten， 也 有 人 喜欢 引 举 蕉 国人 Henni 
或 类 国人 Briggs 和 Haldane? .尽管 如 此 ,主要 观念 可 以 概述 如 下 ， 

经 党 发 生 或 者 可 以 使 其 发 生 的 情况 是 底 物 的 切 始 浓度 远大 于 
梅 的 初始 浓度 . 〈 浓度 " 意 指 单 位 体积 内 的 分 子 数 .) 在 这 种 情况 
下 ,存在 着 一 段 短暂 的 初始 时 间 . 在 此 期 间 , 栈 很 快 地 打 起 ” 底 物 
分 子 ， 使 复合 物 的 浓度 急剧 上 升 。 然 而 在 发 生 反 应 的 大 部 分 时 间 
中 ,复合 物 的 浓度 差不多 保持 不 变 。 出 现 这 种 情况 的 原因 是 ,只 归 
每 个 酶 分 子 的 周围 存在 着 许多 底 物 分 子 ， 那 么 限制 反应 速度 的 因 
素 仪 仪 在 于 酶 工作 得 多 快 ， 而 不 是 用 来 继续 工作 的 底 物 的 来 源 大 
多 少 。 一 个 酶 分 子 人 恢复“ 自由” 以后， 又 能 束 继 一 个 新 底 物 分 子 ， 
这 一 周期 差不多 总 是 一 样 的 当然， 在 大 部 分 底 物 分 子 用 完 的 时 
修 , 上 述 时 间 变 得 越 来 越 长 。 因 而 ,在 反应 的 最 后 阶段 中 ， 复 合 物 
浓度 显著 减 小 .最 后 ,所 有 底 物 都 被 反应 (2 ) 转 化 为 产物 ， 酶 全 部 
重 获 目 由 ,复合 物 不 再 在 在 了 . 

因而 ， 生 物化 学 家 把 他 们 的 观察 结果 同 理论 进行 比较 时 ， 作 
为 初级 近似 而 仿 设 复合 物 的 浓度 可 以 看 作 和 常量。 此 时 ， 利 用 方程 
(5b) 及 dc*/di* 一 0, 可 用 s* 来 表示 c*。 将 这 一 结果 代入 (5a) 
式 , 就 把 问题 约 化 为 单个 常 微分 方程 ， 其 中 只 包含 ar 14” 及 
s™ .这 就 是 Michaelis-Menten 动力 学 。 在 本 章 中 ,我们 通过 奇异 扰动 
的 方法 ， 对 这 一 问题 作 一 详细 处 理 . 特别 是 我 们 将 证 明 ， 用 前 一 章 

1) 后 来 一 些 文章 从 奇异 扰动 的 观点 出 发 进行 了 分 析 。 这 些 论文 有 本 R Bowen,， 

A. Acrivos 和 A. K. Oppenheim 写 的 “ 详 论 化 学 动力 学 中 亚 称 态 近 似 的 否 开 

扰动 >, 见 Chem. Eng. Sci. 18, 177—88 (1963); 和 F. G. Heineken, H. M- 


Tsuchiya 和 R.Aris 合 写 的 “关于 生化 动力 学 中 亚 稳 仿 假设 的 数学 状况 ”， 风 
Maih. Biosct. 1, 95—113 (1907 )， 
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的 术语 来 讲 ，Michaelis-Menten 动力 学 方程 相当 于 “外 部 2 方程， 我 
们 的 分 析 基 本 上 遵循 Heineken 等 人 的 分 析 (3 文 参 “ 前 面 小 


尺度 化 以 及 问题 的 最 终 表 述 


第 一 步 是 通过 使 每 一 项 的 最 大 值 可 以 用 它 前 面 的 参量 正确 地 
舍 计 出 来 ,从 而 引进 无 量 纲 的 变数 .( 这 一 步 叫做 尺度 化 ) 在 这 一 过 
主 中 ， 我 们 把 注意 力 集中 在 最 初 和 起 "以 后 但 尚未 进入 最 后 阶段 
的 这 种 情形 。 由 于 整个 方法 是 根据 下 列 事实 , 即 s* 并 不 比 它 的 初 
始 值 * 减 小 很 多 ,因而 在 所 要 研究 的 时 期 中 ,可 以 极 好 地 用 了 来 估 
计 s“。 而且 ,在 底 物 直 富 的 情况 下 ,最 初 存在 的 大 多 数 酶 应 该 很 快 
己 确 物 结合 成 复合 物 , 这 样 , 我 们 可 以 把 c* 的 估计 量 取 作 nn 
矿 莱 的 选择 或 许 暂 上 且 还 不 明显 ;因此 让 我 们 简单 地 把 它 记 作 #。 
过 了 无 有 的 了 和 和 和 人 多 并 以 及 一 和 天 和 组 的 时 间 ， 
它们 是 


(7) 


把 它们 代入 (5a) 式 , 得 


Sas(l ec) + kse. (8) 
: dt 
(8) 式 右边 第 一 项 给 出 了 由 于 转化 为 复合 物 而 引起 的 底 物 浓 
度 衰减 率 ， 右 边 第 二 项 给 出 了 由 于 复合 物 且 发 分 改 而 引起 的 底 物 
浓度 的 增加 率 ， 如 果 后 一 效应 大 的 话 ， 那 么 尽管 有 相当 多 的 复合 
物产 生 , 但 它们 只 是 分 裂 而 不 生成 任何 产物 。 显然， 这 种 逆转 肥 
应 ” 占 上 风 的 现象 随时 会 出 现 , 它 起 了 一 种 控制 作用 。 不 过 我 们 将 
沙 虑 更 为 经 常 的 情况 。 这 时 ,(8) 式 中 的 《3/Bdr/ 姑 与 一 ass(1 
一 <c) 两 项 大 致 平衡 ,这 就 要 求 时 间 尺 度 为 
_ 1 
2 15 (9) 


肥 (7 ) 式 与 (9) 式 代入 (5) 式 , 即 可 求 得 无 量 岗 尺度 化 之 后 的 方程 
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mi [和 


4 一 一 (上 Ac， (10a 


ge = s — (s+ fg)e, ( = 4] (10b) 
:0) =1, c(0)= 0, (10c) 
其 中 
sm kt 
5 Ss Ris 
是 参量 . 


方 框 中 的 方程 (10) 构 成 了 间 题 的 数学 表述 。 因 而 ， 授 在 我 们 
面前 的 是 一 对 一 阶 非 线性 常 微分 方程 的 初 值 问 题 。 出 现 了 三 
量 , 其 中 有 一 个 是 小 的 。 如 果 让 这 一 小 的 参量 为 零 , 我 们 哎 把 问题 
约 化 为 单个 一 阶 微分 方程 了 ， 但 是 至 少 在 且 前 ， 有 一 个 嫌 始 条 件 
满足 不 了 ,看 来 要 用 奇异 扰动 方法 。 这 就 是 下 一 节 的 主题 ， 


练 oz 
1 证 明 (4)、(5 ) 和 (6) 式 .， 
2. 假定 (2 ) 式 中 的 第 二 个 反应 是 可 逆 的 ,速率 诅 数 为 《-，。 
(a) 《3) 式 作 何 变更 ? 
(bp)《4)、(5) 和 (6) 式 作 何 变更 ? 
(c) 在 本 章 其 余部 分 的 计算 中 ， 请 探索 这 种 可 能 性 所 引起 的 结 
末 . 


10.2 用 奇异 扰动 方法 求 得 的 近似 解 


在 本 节 中 , 我 们 运用 奇异 扰动 方法 求 得 (1.107 式 所 提出 问题 
的 近似 解 ， 


作为 外 部 解 的 Michaelis-Menten 动力 学 


根据 假设 , (1.10) 式 中 的 无 量 纲 参量 是 小 的 。 由 于 我 们 已 经 
引进 了 矿 度 化 及 无 量 纲 参量 ， 所 以 ， 如 采矿 度 化 是 正确 的 话 ， 就 
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司 以 略 去 带 有 因子 s 的 项 ; 从 而 得 到 下 列 关 于 近似 值 1 与 c* 的 方 
程 : 


% 一 一 0 十 (十 天 一 和)co， (1a) 
6 一 (44 十 k)co 一 0, 或 co 一 一 全 一 (1b) 
so 二 gk 


把 (1b) 式 代入 (la) 式 , 便 得 到 单个 一 阶 方程 


和 一 一 一 和 一 ， C) 
Sn 十 无 


我 们 把 (1 ) 与 (2) 式 的 解 叫 做 Michaelis-Menten 近似 ,条 
用 这 一 近似 就 可 以 把 化 学 实验 数据 进行 处 理 ， 从 而 迅速 定 出 参数 
与 1《 练 习 8). 
显然 可 以 把 Michaelis-Menten 近似 看 作 一 个 奇 寞 扰动 问题 的 
外 部 近似 ， 一 阶 方程 (2) 不 可 能 具有 同时 满足 (1.10c) 式 中 的 两 个 
初始 条 件 的 解 。 这 是 不 奇怪 的 ， 因 为 我 们 已 经 忽略 了 se, 把 方程 
组 的 阶 数 降低 了 。 另 外 ， 我 们 的 尺度 化 是 针对 经 过 了 复合 物 浓 度 
从 零 值 急剧 上 升 的 初始 时 记 以 后 的 时 期 。 求解 (2) 式 ,最 后 易于 得 
到 [练习 1(a)] : - 
1 十 Fin 一 一 122 二 O， (3) 
其 中 9 是 一 冰 数 。 这 一 方程 连同 (lb) 式 一 起 即 是 外 部 解 , 2 必须 
通过 匹配 才能 定 出 ， : 


内 部 解 


为 了 寻找 内 部 方程 ,我 们 假设 存在 有 一 个 宽度 为 8(s) 的 内 层 
或 称 初始 层 。 适当 改变 变量 之 后 引信 一 1/5(#)- 可 知 内 部 逢 
SCr, 8) 一 s(6r, 8) 与 Cl(r, 6) 一 c(8r, 8) 满足 


5-1.45 一 一 SS 二 ee， 
1 


e861 LC 一 8 一 (5 二 让 C， (4) 
dr 


为 了 保留 含有 dC /dr 的 项 ,必须 取 


ea 4257 。 


6(gs) 一 5 即 z 一 z/e.5 (5) 


因此 ,内 部 方程 为 
S = g[-—-S$S(S++kxk— 1)C], 
C 一 SS 一 (SS 十 上 )C， 本 工 ， (6) 
ar 


由 于 我 们 要 使 内 部 解 适用 于 反应 刚 开始 的 时 刻 ， 所 以 必须 满 
足 原来 的 初始 条 件 。 故 : 
S(0,6) = 1, C(0,8) = 0. (7) 
令 S(t+) 和 Col7) 表示 内 部 解 的 初步 近似 ， 由 (6) 与 (7) 式 ， 
它们 满足 : 
So=0, Co= 60— (50 + £)Co; 
So(0) 1， Co(0) 一 0, 
因此 [练习 1(Pb)] 
SoAT) El, Crz) 一 (十 1)-LLI 一 ee] (8a,b) 
内 部 解 束 完全 确定 了 ， 
为 了 进行 匹配 ,与 49.2.49 ) 式 相 平行 ,引入 一 个 中 间 变 量 zi, 使 


we) 


.Te) db 
mm 3(E) 00，, (9 )b， ) 


回忆 (5) 式 : 5(e) 一 s。( 还 要 注意 了 一 7i8/5.) 与 (9.2.50) 式 相 
平行 ,对 于 固定 的 于 ,由 于 S 和 1， 底 物 浓度 的 匹配 条 件 为 
lim {sot) | we] < 一 lim[ So(r) | eeriws] 或 (0) 一 1， (10) 
因而 (3) 式 中 的 9 一 1。 这 样 
: 2 十 天 no 一 2 十 工 (11) 
就 完全 (以 隐 式 ) 确 定 了 底 物 浓度 的 外 部 近似 ， 


1) 我 们 可 以 把 引入 z 而 不 是 :, 看 作 是 在 内 部 层 中 进行 了 必要 的 重新 尺度 化 在 这 
儿 ， 当 复合 物 浓度 急剧 上 升 时 ¢ 比 之 :与 (s 十 Kk)e 远 非 可 以 忽 栈 ， 而 是 相当 
的 。 因 而 这 是 一 种 非 正统 水 数 的 另 一 个 例子 ， 要 适当 地 描述 它 ， 需 要 5 引 人 不 止 
一 个 尺度 (参见 6.3 刷 .) 
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关于 复合 物 浓度 的 钼 应 紫 配 条 件 要 求 
co(0) = Himt (5 十 1)- 上 1 一 一作 TDr w6]} _ (x 十 1 )-!, (12) 


其 中 用 了 (8b) 式 ， 这 里 没有 可 供 选 择 的 其 余 常 量 ,因此 这 一 -条 件 
必须 被 满足 ， 然 而 ,由 (1b) 与 (10) 式 ,我 们 有 

. an) __1 / 

0) +e Te (13) 
因此 这 一 条 件 是 自动 满足 的 ， 这 种 情况 的 出 现 不 是 偶然 的 ， 这 是 
和 于 计 对 问题 人 了 正 参 不 基 的 绿 克 


-一 致 这 似 


得 到 一 致 近似 的 步骤 都 是 一 样 的 : 把 内 部 近似 与 外 部 近似 相 
加 并 减 去 它们 的 公共 部 分 。 在 (9.2.39) 式 中 首次 引进 这 一 方法 以 
后 ， 关 于 它 的 合理 性 的 论证 并 不 受 它 所 出 现 的 那个 地 方 的 特殊 内 
容 的 限制 ， 在 现在 的 情况 下 , :的 一 致 近似 :中 中 的 初始 项 “5 由 
下 式 给 出 : 
HF) 一 so 十 Set/e) 一 1 或 5 一 sb). (14) 
这 里 , 我 们 已 经 用 了 (10) 式 以 及 5, 瑟 1 这 一 事实 。 利 用 (12) 式 ， 
可 以 求 得 关于 复合 物 浓度 的 相应 式 子 : 


cI) 一 cot) 十 Ce/ 5) 一 一 人 二 


一 (kk aj/ z 


三 | (zz) _ solt) 5 
于 是 CO (¢) st) 二 天 re . (1 ) 


我 们 求 得 的 各 种 结果 ,都 是 用 so(z) 表达 的 ,而 so(#) 多 由 起 
越 方 程 (11) 的 隐 式 给 出 。 采 用 各 种 数值 方法 【例如 参阅 Ralston 
(1965)]， 可 以 画 出 在 参量 < 与 4 的 数值 固定 时 ，"% 作为 z 的 限 数 
的 图 ， 此 外 ,正如 我 们 现在 要 证 明 的 那样 ,还 可 求 得 关于 上 取 小 值 
与 大 值 时 的 有 用 的 分 析 近 似 式 .， 

对 于 小 的 * ,用 宪 级 数 展开 式 比 较 合 适 。 为 了 求 得 这 一 展开 
式 ， 我 们 需要 算出 := 一 0 时 solz) 的 微 商 ， 而 器 的 初始 条 件 为 
nm(0) 一 1， 从 微分 方程 《1.10a) 与 初始 条 件 \13) 也 可 立即 竺 到 


电导 。 


1 十 天 -一 更 

] 十 到 
更 高 阶 的 项 可 以 采用 逐次 微分 (1.10a)， 或 者 把 知 级 数 代 和 (11) 式 
之 后 再 令 两 边 系数 相等 的 方法 (练习 2) 求 出 . 


i(0) 一 一 1 十 一 一 人 十 1)2.。 (16) 


对 于 我 们 的 目标 说 来 ,把 结 采 记 作 
st) =1— (r+ 1) N+ O07)., (17) 
已 经 足够 了 . 
当 上 六 1， 可 把 (11) 式 近似 作 
oo klnso 人 -一 47。 (18 ) 


由 于 ”是 正 的 ， 而 当 上 取 大 值 时 右边 等 于 一 个 大 的 代数, 因此 
(18) 式 左边 能 得 到 这 样 一 个 数 的 唯一 途径 是 当 上 一 co 时 ，% 趋 
于 零 "， 当 % 是 小 正 数 时 ，| ln so| 之 jo。 这 样 , (18) 式 可 以 近似 为 
klnso 久 一 4t，、 从 而 给 出 


ap) = exp (二 全 )， 当 + 很 大 时 . (19) 


根据 上 述 结果 , 当 1 滨 exp《 一 4t/x) 时 ,我 们 取 的 近似 nso| > 
5 似乎 是 上 自治 的 。 由 于 exp《( 一 2) 汪 0.14， 也 许 我 们 可 以 认为 当 
lt/s 之 2 时 ,就 满足 了 上 述 机 求 。 一 开始 作出 的 男 一 要 求 是 1 > 
4， 由 于 1 与 和 的 典型 数量 级 为 1, 因 而 可 以 认为 ,经 过 了 几 个 无 
量 纲 时 间 单 位 之 后 , 也 就 是 当 有 量 纲 时 间 六 经 过 了 《4&z) 的 几 
倍 之 后 , 底 物 就 会 出 现 (19) 式 所 示 的 指数 衰减 . 


关于 已 知 结 和 的 评论 


直到 前 不 人 ,生物 化 学 家 对 于 复合 物 与 底 物 之 间 的 Michaelis- 
Menten 关系 式 《1b) 的 一 种 非 正 规 的 推导 方式 一 直 是 感到 满意 的 . 
正如 练习 8 中 解释 的 那样 ,在 了 解 生 物 系 统 中 酶 的 作用 这 一 点 上 ， 
已 经 证 明 这 一 关系 式 是 十 分 有 用 的 .然而 ,正如 预料 的 那样 ,为 了 
把 基本 概念 用 到 更 为 复 隶 的 情况 ,最 终 就 51 起 了 一 些 的 问题 ,其 中 


1) 根据 客观 壹 卡 , 我 们 当然 可 以 预期 底 物 最 终 全 部 用 光 了 ， 


rr 
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需要 在 更 桨 刻 的 分 析 基 础 上 作出 了 解 . 表明 这 一 情况 的 -一 个 例子 
是 $S. Rubinow 和 JJ Lebowitz? 的 某 些 工作 ,它们 涉及 一 个 底 物 与 
一 种 毒 抑制 剂 二 -天 冬 酰 胺 - 完 基 水 解 酶 之 间 的 相互 作用 。 (LZL- 天 
冬 酰胺 -氨基 水 解 梅 这 一 化 合 物 对 于 治疗 瘤 症 证 明 是 有 希 望 的 .。) 
从 我 们 的 详细 分 析 中 ,能 够 定量 地 估计 出 能 够 应 用 Michaelis- 
Menten 近似 之 前 必需 经 过 的 初始 间 期 有 多 长 。 从 (15) 式 我 们 看 
到 ， 只 有 经 过 了 无 量 级 持续 期 为 数 倍 于 el(w 十 1)” 这样 长 的 一 
个 初始 间 期 之 后 ,co 的 近似 式 sof/(56 十 x) [【 见 (1b)] 才 是 准确 的 ， 
在 这 一 加 期 中 ， 复 合 物 浓 度 ce(t 从 它 的 初始 零 值 急剧 地 上 升 到 
大 约 等 于 (x 十 1)” 的 数值 。 实 际 情况 中 , 典型 的 初始 则 期 将 后 
续 一 秒 狮 或 者 现在 一 些 . 


高 阶 近 似 


直至 现在 为 止 ， 我 们 只 是 求 得 了 奇异 扰动 问题 的 最 简单 一 类 
内 部 、 外 部 以 及 一 致 近似 解 ， 这 些 近似 还 可 以 通过 一 种 系统 的 方 
式 去 改进 。 下面 就 来 说 朋 这 一 点 。 主 要 思想 是 假定 内 部 和 外 部 方 
OE (至 今 得 到 的 近似 是 这 些 展开 式 中 的 第 一 
项 . ) 象 以 前 那样 ,通过 引 人 和 人 一 个 中 间 变 量 ,就 可 得 到 唯一 决定 高 阶 
近似 的 附加 条 件 .不 过 需要 一 种 更 为 精确 的 匹配 
为 了 说 朋 求 得 高 阶 近似 的 方法 ,我 们 回 到 醇 动 力学 问题 上 来 . 
现在 我 们 通过 假设 的 级 数 展开 来 处 理 内 部 和 外 部 方程 ， 对 于 内 部 
方程 (6), 需 要 假定 : 
S(T, EE) = SoT) 十 2S.(T) 十 .， 
C(TE) = CA(T) + ECT) + -.…. (20) 
经 过 普通 的 代 换 并 且 并 项 (练习 3) 以 后 ， 便 发 觉 最 低 阶 近似 8 与 
C。 同 前 面 (8) 式 给 出 的 当然 一 样 。 下 一 个 较 高 阶 近 似 项 满足 
S 一 一 S 十 (一 1 十 SC 
Ci 一 一 人 十 SC 十 (1 一 Co)Si。 (21) 


1) 会 到 “与 时 间 : 有 关 的 本 鬼 制 基 - 底 物体 . 系 的 Michacls -Mentca 动力 学 ”| 
Amer. Chem. Soc. 92, 3888—3893 (1970), 
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把 级 数 代 人 边界 条 件 (7) 之 后 ,我 们 发 现 较 高 阶 的 近似 满足 齐 次 边 
界 条 件 


Si(0) = 0,， C1(0) = 0. (22) 
通过 初等 的 \ 但 是 有 点 元 长 的 计算 , 求 得 (21) 与 (22 ) 式 的 解 为 
$ 一 一 (5 十 1)2[27r 十 《1 十 上 大 一 1 一 ec]， 


ri 一 (F 十 1)r， 
C 一 一 (十 1 {an 十 gk(l 二 +kC 一 24) 十 (1 +k 一 14)e i 


十 [= Tr? + (1 + kA 一 er 
一 《1] +2z 士 忆 一 1 一 2) |e "|. (23) 


对 于 外 部 解 , 我 们 也 假定 可 展 为 s。 的 震级 数 : 
taE) 一 mt) 十 BC 十 … 
c(i15E) = col#) + scl 十 。 四 (24) 
注意 ， 此 处 的 独立 变量 是 外 部 变量 : ,而 在 (20) 式 中 我 们 用 
了 内 部 变量 * 。 还 是 同 前 面 一 样 ， 最 低 阶 近似 5 与 co 由 (18) 和 
(11) 式 给 出 . 练习 4(a) 证 明了 下 一 级 近似 满足 方程 
= com lant (sO— 41+ sa : 
co= si(1C— C0) — (k++ so) ce. (25a,b) 
但 还 缺少 初始 条 件 ,必须 通过 匹配 来 确定 . 
如 果 读 者 引入 中 间 变 量 并 且 ”“ 尽 量 合理 地 ”进行 匹配 ， 便 能 很 
好 地 完成 高 阶 匹配 ， 要 想 知道 何谓 "合理 ”, 需 要 赁 经 验 ( 下 面 我 们 
将 介绍 某 蔚 经验 ) 和 元 活 的 扩 巧 。 
在 现在 的 初 值 问题 中 ， 内 部 解 已 完全 确定 了 . 我 们 来 构造 一 
ne 为 此 ， 用 (9) 式 中 的 中 间 变 量 
; 一 :/¥ 来 表达 内 部 变量 . 从 Sr) 和 S17) 的 表示 式 《8 ) 与 
(237 ,我 们 求 得 


So) 二 人 二 
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二 1 一 ee 二 1-: a 十 D( 吾 | 
ce 
十 (1 + £2) + TST| 十 


一 1 一 (十 1)72r 一 (人 十 1) 一 (1 十 天 
一 4)85E 十 TST 十 …: (26) 


仿效 Cole 《1968) 的 写法 ， 我 们 已 把 超越 小 项 缩写 为 TST, 在 
SCTE/E) 中 ,这 一 项 为 

(zc 十 1) (1 十 上 一 1)exp( 一 7 下 /gs)， 
由 (90) 式 ， /es 一 十 co。 因此, 当 六 固定 ,gs 上 0 时 ， 此 项 指数 
下 降 到 零 。 这 一 点 与 代数 下 降 项 (如 (26) 式 中 用 显 式 表示 的 一 (5 
十 1) ri 和 ) 是 大 不 相同 的 . 

当 上 用 中 间 变 量 六 表达 时 ,上面 的 表 式 必须 与 外 部 解 ;(z) 相 
匹配 。 但 是 如 何 使 (26) 式 中 正比 于 亚 的 项 匹配 呢 ? 如 果 具 备 了 奇 
弄 扰 动 理论 的 先 张 们 所 有 具有 的 眼力 以 后 ,我 们 可 以 看 出 ,适当 选择 
外 部 近似 so(z) 的 内 部 最 大 ” 值 so(0)， 就 可 得 到 最 低 阶 的 匹配 
现在 我 们 必须 来 考查 一 下 更 加 接近 : 一 0 处 的 这 一 近似 值 . 事 
实 上 ,我 们 不 是 仅仅 利用 so(0), 还 要 利用 Sot) 在 :一 0 邻近 眼 
开 式 中 的 头 两 项 ， 由 (17) 式 

sot) =1— (r+ 1) nt 十 O(7’) 
知 | soTiE)=1— (r+ 1) r+ OP’). 
引 人 人 中间 变量 之 后 ，soCz) 中 的 0Gz) 项 恰好 提供 了 与 (26) 式 中 
O(E) 项 匹配 所 需要 的 东西 . 

为 了 得 到 更 加 精确 的 匹配 , 不 仅 要 计 及 中 的 两 项 ， 还 必须 

从 ma 引入 一 项 。 这样 ,我 们 应 该 使 (26) 式 与 下 式 匹 配 
so(TiB) 十 SAT 十 Ole = 1— (K+ 1 ry 
十 OC ) 十 85.(0) 十 O(e) 十 O(a’). (27) 
| 0) —(r+t+1) (lk 71), (28) 
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这 征 对 于 所 要 求 的 初始 条 件 . 

让 我 们 对 于 匹配 再 进一步 作 一 点 讨论 。 试 问 : 跟 (27) 式 中 
DC ) 项 (这 是 从 slz) 中 的 0(z) 项 得 来 的 ) 相 匹 配 的 项 将 是 
什么 呢 ? 与 之 相 匹 配 的 项 必然 来 之 于 (26) 式 中 忽略 掉 的 ss， 项. 
正如 在 eS.(7) 中 与 sr 成 正比 的 一 项 在 中 间 区 域 引 起 了 一 个 0() 
项 孝 伴 ,因此 可 望 在 s Sr) 中 与 er 成 正比 的 一 项 在 中 间 区 域 
中 引起 了 一 个 0O(E) 项 .这样 , 当 进一步 取 近 似 时 , 在 一 种 十 分 
满意 的 方法 中 ， 应 该 把 在 菜 一 点 取 近 似 时 所 忽略 掉 的 主导 项 考虑 
进去 . 

作 了 (28) 式 的 说 明 以 后 ,我 们 从 (26) 和 (27) 式 可 以 得 到 

[So(T) 十 8SI(z)]:-igns 一 [so(C0) 十 1s0(0) 十 6 人 (0) ]-=wri 

— O(W’) + O(e¥) + O(e’). 
回忆 一 下 过 去 所 讲 的 ， 我 们 便 知 道 可 以 加 上 二 项 匹配 条 件 


lim 一 {[So(T) 十 8SI(T)] -=-rr 


一 [0 ) 十 1so( 0 ) 十 gs1(0) J ,rr 一 10. (29) 
当 8 Jy 0 时 ， 如 果 /8 一 0， 则 方程 (29) 成立。 这 便 是 除了 当 
8 y 0 时 可/g 一 00 这 一 早先 的 要 求 之 外 , 关于 更 的 一 种 限制 . 
这 意味 着 我 们 的 匹配 是 施加 在 0(V) 的 一 个 薄 层 上 的 ,此 处 

eke, 

例 ”经 过 适当 的 匹配 后 , 找 出 ci(z) 必须 满足 的 初始 条 件 。 试 证 ， 
这 一 条 件 已 隐 含 在 (28) 式 中 . 
解 ” 利 用 (86) 与 (23) 式 ,我 们 得 到 


cf) +ecl( 玛 x+ DD) 


一 (十 1)-3257i 下 一 (Fr 十 1) EL 十 大 
一 21)s 十 TST., 
由 (1b) 与 (17) 式 得 
= l(t) + 0(7) 


mi) 十 大 无 十 1 一 (k 十 1) Xz 十 OK 
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一 人 十 1) 一 (十 TD 十 OP) 
改 有 : 
[eol#) + Ec (2) ] soy = (Fk 1) (kt 1) rT 
+ O(W’) + sci(0) 十 O(ey). 
匹配 要 求 十 列 切 始 条 件 
cf0) 一 一 (十 1) LI 士 天 一 21)。 (30 

但 从 (25b) 式 有 

i To (31) 


kk 十 $0 
微分 QD 式 , 且 利用 (2 我 们 得 到 | 
to = kio(so 十 此 )-2 (32 ) 

利用 上 式 ， (2) 式 以 及 (28 ) 式 ,又 得 到 (30) 式 ， 

现在 我 们 能 鳅 确定 二 级 近似 了 。 由 (25b)7 式 我 们 能 够 导出 
(31) 式 , 代 人 (25a) 式 , 便 得 到 关于 a(2) 的 一 个 方程 式 ， 经 过 某 些 
计算 (练习 5)， 我 们 知道 六 方程 连同 初 给 条 件 (28) 式 一 -起 ,具有 下 
列 解 : 


i [S21 ( 上 十 50 | (33) 


十 天 (1 十 k)so 此 十 50 
因此 ,从 (31) 与 (32) 式 可 得 
i 65o1 。 ce 0 此 十 50 
1 (< ps 二 so Wo 四 6 十 号 放 -G9 


正如 在 最 低 阶 近 似 的 情况 下 那样 ， 一 臻 解 :2 等 于 内 部 解 加 上 外 
部 解 再 减 去 其 共同 部 分 ， 不 过 在 现在 的 情况 下 ， 解 中 已 取 较 高 阶 
项 ， 例 如 , 令 既是 ”保留 O(e) 项 的 近似 。 那 么 


各 (Ce 8) 一 [oa + er.(#)] 十 [so (二 -) T 60 (# 8 ) 


一 [1 一 (人 十 1 一 8 二 1) 一 (十 天 一 2)] 
-- ，( 门 十 8so(f) [=2 一 1 jn ( 5 十 so(#) ) 


so(t) 十 kl (x 十 1)so(z) 
二 | (rt 1) (35) 
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对 于 长 时 间 的 进 一 东 分 析 

我 们 通过 发 展 并 阐述 在 奇异 扰动 理论 中 有 广泛 应 用 的 一 些 原 
理 , 已 经 研究 了 酶 动力 学 中 的 一 个 问题 。 然而 ,目下 要 研究 的 问题 
属于 正在 拓 广 着 的 (但 决 不 是 无 所 不 包 的 ) 一 类 ， 这 是 能 够 通过 具 
有 严密 基础 的 “规定 ”来 加 以 处 理 的 .正如 Heineken 等 人 所 应 用 的 
那样 (参阅 所 引 论文 ), 这 种 规定 出 自 苏联 数学 家 A. B. Vasil’'eva? 
的 工作 。 作为 例子 ， 这 一 工作 证 明了 sY(1, 8) 的 上 述 表 达 式 是 
准确 解 s(t1,e) 的 一 种 渐 近 近似 。 这 是 在 下 列 意义 上 说 的 : 对 
于 足够 小 的 sg, 当 0 委 :上 委 了 时 ， 

人 (8) — si (71,8)| < ag’, (36) 

量 4 不 依赖 于 8 与 1 ,但 可 能 依赖 于 常数 工 。 换 言 之 ,在 上 其 有 固定 
长 度 了 的 整个 时 间 间 隔 中 ;误差 一 致 地 为 0(e2)， 
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图 10.2 当 8 =0.1 时 ,无量 纲 底 物 浓度 的 近似 结果 . “准确 ” 解 

是 用 数值 法 得 到 的 。 [本 图 经 许可 ， 采 目 F. G. Heineken，, HH. M. 

Tsuechiya 和 R. Aris 的 “On the Mathematical Status of the Ps- 

eudo-Steady State Hypothesis of Biochemical Kinetics,” Maihe- 
matical Biosciences 1, 95—113, (C1967Y.] | 


1) Russ. Maih. Surv. 18, 13 (1963). 
° .36 。 
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图 10.3 当 8 二 0.1 时 ,无 量 纲 复合 物 浓度 的 近似 值 .[ 经 许可 根据 
F. G. Heineken, H. M. Tsuchiya 和 R. Aris 和 的 “On the Mathe- 
matical Status of the Pseudosteady State Hypothesis of Biochemical 
Kinetics,” Maithemaitical Brosciences 1 95—113 (1967). 一 文 重男 |] 


当 人 们 默 察 上 面 刚 刚 讲 述 的 那 类 结果 时 , 目 然 会 好 否 地 问 道 : 
把 时 间 限 制 在 一 段 固定 的 间隔 中 ， 这 样 做 究竟 是 出 于 证 明 过 程 中 
的 技术 困难 呢 ， 还 是 问题 本 身 所 要 求 的 呢 ? 看 来 前 者 是 对 的 。 只 
需 利 用 (19) 式 中 的 “长 时 间 ” 近 似 mo) exp( 一 41/x)， 计 算 
比率 es(t)/sol(), 便 可 看 出 这 一 上 后。 我 们 得 到 


(2) 工 | 二 一 1 2 一 
so(z) 六 | kk " (1 + k)exp(—1rT/k) k 
> Ur (37) 


为 了 使 我 们 的 近似 是 表 观 自治 的 (采用 6.1 节 中 的 语言 )， 修 正 项 
es(t) 应 比 s(t) 要 小 ， 从 上 面 的 计算 中 ,我 们 看 到 情况 的 确 如 此 


(如 果 4 天 加 ， 除 非 st 一 0(1), + 一 0 (二 ). 不 过 当 :=0G1/ 
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e) 时 ,那么 根据 (19) 式 ，so s exp( 一 /ee)， 这 是 一 个 超越 小 量 . 
因此 , 仅 当 它 可 以 完全 忽略 时 ,不 自治 性 才 会 影响 解 ， 事 实 上 ， 对 
于 十 分 长 的 时 间 间 隔 , 直 接 解法 所 得 的 结果 与 (19) 和 (15) 式 的 结 
果 是 相同 的 。( 见 练习 7.》 

从 我 们 的 评论 中 可 以 猜测 到 不 等 式 (36) 是 对 全 部 非 负 的 * 都 


零 级 近似 Set 


~ 级 近似 Si 人 * 


图 10.4 : 当 8 二 1.0 时 ,无 量 纲 底 物 浓度 的 近似 解 [ 经 许可 根据 下 列 文献 重 

画 -  F. G. Heineken, H. M. Tsuchiya 和 R. Arls 的 “On the Matheima- 

tical Status of the Pseudosteady State Hypothesis of Biomechanical Kine- 
tics,” Mathemaiical Biosciences 1, 95—113 (1967).] 


成 立 的 。 事实 上 已 经 作出 了 关于 这 类 猜测 的 证 明 。 [参阅 F.C. 


Hoppensteadt, “Singular Perturbations on the Jnfinite Interval, Trans. 


Amer. Marth, Soc. 123, 521—35 (1966).] 
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关于 近似 解 的 进一步 讨论 
为 了 对 所 得 近似 结果 的 准确 性 作出 估计 , Heineken 等 人 (参阅 
所 引 论文 ) 用 数值 计算 方法 找到 了 支配 方程 (1.10) 的 某 些 “准确 ” 
解 。 他 们 采用 了 关于 被 异 蛋 白 酶 催化 的 茶 甲 酰 L- 精 氨 酸 乙 酯 的 
水 解 作 用 的 资料 , 取 & 一 1, 4 一 0.375。 其 结果 示 于 图 10.2 一 10.4 
中 。 这些 图 与 一 0.1 这 一 被 生化 学 家 视 作 十 分 大 的 数值 ”符合 
得 极 好 ,甚至 当 es = 1.0 时 也 符合 得 很 好 ， 
关于 这 种 化 学 反应 的 时 间 进 程 所 获得 的 分 析 知识 越 多 ， 就 越 
容易 从 浓度 测量 中 推 知 各 种 参量 的 数值 。 分 析 解 使 得 对 于 参量 变 
化 的 研究 更 加 容易 起 来 。 但 是 对 于 象 刚才 作出 的 研究 的 最 大 报 偿 
也 许 就 是 这 种 研究 所 给 出 的 对 科学 现象 的 透 循 了 解 . 
从 应 用 数学 中 提出 重要 概念 的 观点 看 来 ， 现 在 所 讲 的 例子 已 
经 提供 了 一 种 示例 ,去 说 明 怎样 在 奇异 扰动 理论 中 寻找 高 阶 近似 . 
假如 读者 很 好 地 了 解 了 现在 所 讨论 的 细节 ，. 特 别 是 练习 3, 4 和 6 
的 细节 ，、 并 且 还 完成 了 练习 9,( 后 者 涉及 一 个 边 值 问题 的 高 阶 近 
似 ) ,那么 应 该 说 他 已 经 初步 掌握 了 前 面 所 述 的 内 容 . 
练 习 
1 (a) 证 明 (3) 式 -| 
(b) 证 明 (8) 式 给 出 外 部 近似 5。 和 Co. 
2. (a) 通过 逐次 微分 (1.10a) 式 , 找 出 C0》 和 有 (0). 
(b) 假定 sD)=1 填 gt 十 of 十 of 十 -…:， 把 它 代 人 (11) 
式 之 后 并 项 ， 找 出 01 Or 和 os， 与 (a) 相 比 较 以 检验 所 得 结 
果 . 
3. (a) 证 明 外 部 展开 式 中 的 0(e) 的 系数 5, 和 Cl 满足 (21) 和 
(22). 
(b) 找 出 5; 和 C: 所 满足 的 方程 . 
1(c) 如 (23) 式 那样 求 出 5, 和 Ci。 
4. (a) 证 明 内 部 展开 式 中 的 0(s) 的 系数 和 满足 (25) 式 ， 
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(b) 找 出 ”和 “: 所 满足 的 方程 . 
5.7(4) 运用 (31) 式 求 出 。 的 非 齐 次 的 一 阶 微分 方程 ， 证 明 这 一 
方程 和 初始 条 件 (28) 具有 解 (33). 
(b) 找 出 < 的 解 , 从 而 还 明 (34) 式 . 

6. 采用 与 (35 ) 式 相似 的 方式 , 找 出 一 致 近似 c”， 

7. 对 于 非常 长 的 时 间 , 我 们 期 望 :二 s/s 1 以 及 c= c*/e «1. 
加 上 这 一 要 求 后 , 试 求 (10) 式 的 一 个 近似 解 ， 试 证 ,在 解 中 保留 
主导 项 后 就 可 与 (19) 及 (1b) 式 相 匹配 ， 从 而 证 明 , 即 使 对 于 非 
常 长 的 时间, so 和 co 仍然 给 出 了 s 和 < 的 一 阶 近似 ， 

8. 这 一 练习 题 的 日 的 是 要 指出 生化 学 家 利用 Michaelis-Menten 近 

似 的 方法 ， 

(a) 定义 产物 生成 率 了 为 了 一 dp*/dr*。 对 于 任意 初始 底 物 浓 
度 s0，V ma 为 任意 时 刻 的 最 大 产物 生成 率 。 利用 (1.3e) 证 
明 Fnasx = 2, / 

(b) 利用 Michaelis-Menten 方程 (2)， 试 证 当 5 一 上 时 ，7 一 


二 Vem。 等 价 地 ,证 明 当 一 Ko 时 ,了 一 二 ass 这 


里 Km 一 (ki 十 名 )/. 《这 给 予以 一 种 解释 ,而 生化 
“学 家 喜欢 把 Michaelis 常数 记 作 K,.) 
《c) 证 明 : 可 以 把 这 些 结果 示 为 图 10.5。 这 种 双 倒 数 曲 线 当 然 
是 生化 学 家 们 所 乐于 接受 的 。 因 为 (如 果 适 用 的 话 ) 人 们 可 
以 把 数据 氢 合 为 一 条 直线 . 
+(d) 〈c) 中 已 给 出 了 关于 * 的 解释 采用 Bp 三世/b[4=&/ 
(1 十 8)] 而 不 是 用 其 它 无 量 纲 常数 4 来 表示 结果 ,也 许 更 
好 些 , 量 6 是 复合 物 分 解 成 底 物 和 酶 的 速率 ， 再 去 除 以 它 
产生 酶 和 产物 的 速率 .但 是 1, 或 者 上 和 4; 的 其 它 组 合 ,也 
可 以 直接 给 予 解释 ， 怎 样 解释 1? 其 它 组 合 又 如 何 解释 ? 
9. 考虑 / 
ey +t +y=0,y(0) 一 0， 
y(1)=1, 0<e<1, 
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图 10.5 Lineweaver-Burk 的 双 倒 数 曲线 ， 它 表示 了 速度 (产物 
生成 率 ) 与 底 物 浓度 笠 的 关系 . 


这 是 Cole (1968) 讨论 过 的 示范 问题 的 一 种 特例 . 

(a) 试 证 外 部 近似 是 yo(x) 二 2/(1 十 *)， 而 内 部 近似 为 
Y.(#) 一 2 一 2exp( 一 8)， 此 处 5 一 xjs。 证 明 , 一 致 近似 
为 2/(1 + x)— 2exp(—x/e). 

(b) 试 证 0(e) 对 外 部 解 的 贡献 为 


y (xy) 一 一 (1 + x)-!+ 2(1 + x) 3, 
而 对 内 部 解 的 贡献 为 
YC) ~ CO 一 一 人 (e 十 一 1 到 Ce) 
(0) 试 证 : 为 了 确定 常数 c, 应 令 1(s) 一 x/8(e), 而 且 把 
Xe) 十 ECG 2 20 
+ O(@) + 十 0(eey) 


Yd en) 十 si ) 一 2 一 261 
十 0(@ 十 26 十 Cs 十 TST, 
进行 匹配 之 后 给 出 C 一 一 二 .( 记 住 TST 表示 超越 小 项 . ) 
(d) 求 出 一 致 近似 ,保留 至 0(s) 的 项 , 
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第 十 一 全 ”应 用 于 单 援 问题 的 三 种 技巧 


本 章 简要 地 讨论 一 些 有 用 的 技巧 和 概念 。 全 部 讨论 都 集中 在 
单 摆 问 题 上 .我 们 已 经 对 这 个 问题 作 了 略为 详细 的 研究 ,但 尽管 如 
此 ,以 后 将 看 到 ， 对 这 个 问题 的 进一步 研究 可 以 获得 更 多 的 东西 . 
由 此 我 们 得 到 一 个 普遍 的 教训 :， 充 分 地 研究 一 个 恰当 地 选 定 的 特 
殊 问 题 ,就 可 以 从 中 得 到 其 量 惊人 的 科学 理解 

在 11.1 节 中 , 我 们 要 研究 一 下 小 扰动 方法 在 摆 的 两 个 平衡 
( 即 摆 锤 朝 上 和 朝 下 ) 位 置 上 的 最 终结 果 。 这 就 给 出 了 稳定 性 概念 
的 一 个 简单 示例， 这 个 概念 在 我 们 以 前 关于 阿 米 巴 聚合 的 研究 中 
曾 简要 地 引进 过 (1.3 节 ), 在 我 们 对 密度 分 层 流体 的 稳定 性 进行 
研究 时 (15.2 节 ), 将 会 更 加 详细 地 对 这 个 问题 进行 分 析 . 

11.2 节 说 明 多 重 尺 度 扰动 方法 的 威力 。 对 于 单 摆 ， 这 个 方法 
认为 有 两 个 时 间 尺 度 ,一 个 是 单 摆 在 其 中 作 振 动 的 时 间 尺 度 , 另 一 
个 时 间 尺 度 则 要 长 得 多 ， 在 这 段 时 间 里 单 摆 振 动 的 周期 有 很 大 的 
改变 ,多 重 尺度 或 “两 种 计时 ”方法 近来 在 很 多 问题 中 得 到 了 应 用 . 

11.3 节 指 出 ， 用 位 移 一 一 角速度 平面 的 分 析 可 以 定性 地 理解 
单 摆 全 部 可 能 的 运动 。 阻 尼 和 无 阻尼 摆 互 成 对 照 。 另 一 种 具有 广 
泛 应 用 的 方法 一 一 相 平 面 方法 因此 而 得 到 了 说 明 ， 

这 三 节 是 互相 独立 的 ,可 以 按照 任何 次 序 去 阅读 ， 


ll.1 单 摆 正 常平 衡 和 倒置 平衡 的 稳定 性 


从 力学 到 经 济 学 范围 的 问题 中 ， 一 种 现象 的 基本 方程 往往 具 
有 与 时 间 无 关 的 定常 解 或 平衡 解 ， 例 如 ， 单 摆 问 题 就 具有 了 两 个 这 
们 的 解 ,一 个 解 是 摆 锤 癌 下 正常 平衡 )， 另 一 个 解 是 摆 锤 问 上 ( 便 
年 平衡 ). 
为 什么 我 们 从 未 见 过 一 个 处 于 倒置 平衡 的 单 摆 呢 ? 这 是 因为 
,367 。 


这 种 单 探 是 不 稳定 的 ,这 就 是 议 , 极 轻 做 的 扰动 会 造成 根本 不 同 的 
悄 沈 .这 个 相当 简单 的 问题 将 在 这 里 加 以 研究 ， 从 而 为 15.2 市 中 
将 妥 进 一 步 发 展 的 一 神 一 般 的 技巧 提供 一 个 基本 的 例子 。 


确定 于 衡 的 稳定 性 


单 捍 运动 所 遵循 的 方程 只 有 在 1 的 导数 中 才 含 变量 +。 很 多 
问题 中 都 出 现 这 种 情况 ， 事 实 上 在 所 有 问题 中 时 间 起 点 的 选择 并 
不 重要 ， 下面 我 们 利用 单 控 作 为 这 种 不 因 时 间 的 平移 而 变化 的 问 
题 的 一 个 例子 ， 来 概述 研究 平衡 稳定 性 的 步骤 。 我 们 限于 与 平衡 
有 小 偏离 或 者 有 扰动 的 情况 ,因此 只 需 萎 虑 线性 方程 。 尽管 如 此 ， 
仍 可 得 到 很 多 有 用 的 知识 . 

第 一 步 ， 确 定 所 有 的 平衡 解 , 对 于 单 摆 . 以 如 下 的 形式 


2 二 sinby 一 0 (1) 


写 出 角 位 移 6* 的 方程 是 很 方便 的 . [这 里 : 是 时 间 ， 以 单位 (LJ 
g)” 来 度量 。(1) 式 的 推导 已 在 2.2 节 中 给 出 。 ] 

按照 定义 , 平衡 态 不 随时 间 而 改变 ;因此 ,我 们 寻找 一 个 弟 数 
6, 使 9* = 68， 于 是 sin8 一 0， 并且 我 们 有 两 种 情况 : 

情况 ()， 8 = 二 0, 正常 平衡 ; 

情况 〈ii): 8 = 二 x， 倒置 平衡 ， 

第 二 步 。 引 进 一 个 度量 与 平衡 态 偏 离 的 变量 。 对 于 单 皖 ， 这 
样 的 一 个 变量 为 9, 这 里 


z 0 = 0*— 8. | (2) 
用 0' 表示 的 基本 方程 为 
SS + sin(O +0) 0. | (3) 


第 三 步 。 假 定 与 平衡 态 的 偏离 仅 为 一 小 扰动 ， 并 且 在 基本 方 
程 中 只 保留 线性 项 。 为 了 得 到 9" 的 近似 方程 , 我 们 采用 泰勒 公式 


fC0') = fC0) + fC0)0' + f°(E) 和 
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其 中 5 在 0 和 6' 之 间 。 我 们 忽略 余 项 ,因为 它 正比 于 (6)， 是 一 
个 由 小 量 的 平方 组 成 的 非 线性 表达 式 ， 这 了 避 得 到 了 线性 近似 : 
sin(B 十 9) 一 sng 十 0cos9. 
将 此 式 代 入 (3) 臣 ,在 情况 (i) 时 我 们 得 到 
d 0 


x +0 =0， (4a ) 
在 情况 (1) 时 则 得 到 
4 _ pg 0. : (4b) 
Af 


第 四 步 。 确定 扰动 作为 时 间 函 数 时 的 性 质 ， 我 们 发 现 ， 
(4a) 式 有 解 


0 = Ocosi + Osint, (5) 
式 中 第 数 0, 和 9, 由 初始 条 件 
(0) 一 96， “(0)=0, (6) 
dt 


来 确定 。 按 照 (5) 式 ,如 果 我 们 给 悬挂 在 正常 平衡 位 置 上 的 摆 以 一 
个 微小 的 扰动 ,就 会 引起 小 的 振动 。 初始 扰动 位 移 0. 和 速度 0 越 
小 ,所 引起 振动 的 振幅 就 越 小 ， : 
为 了 研究 倒置 摆 的 稳定 性 , 我 们 利用 初始 条 件 (6) 求 解 (4b)， 
并 得 到 
0' = = (6, 十 9)e: 十 py (0, — 6). (7a) 


或 等 价 形式 
: 9 = Ocoshi + Osinht, (7b) 


结果 的 讨论 

倒置 摆 是 小 扰动 几乎 肯定 随时 间 增 加 的 一 种 平衡 态 的 例子 . 
因为 向 小 扰动 是 不 可 避免 的 ， 这 种 不 稳定 平衡 点 在 实际 上 是 不 应 
该 观察 到 的 ?. 


1) 如 果 支 点 适当 地 振动 ， 那 末 单 摆 可 以 在 倒置 位 置 上 继续 停留 . (例如 ) 参看 本 
P。Den Hartog, Mechanical Vibratiom (New York: McGraw-Hill，4th 
¢ed., 1956), pp. 348-50, 
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当 9, 一 一 9 时 ， 出 现 一 种 例外 的 情形 。 这 里 (7a) 式 表明 ， 
9"(z) 按 指数 规律 衰减 为 零 .显然 ,对 于 偏离 平衡 位 置 为 ,的 初始 
角 位 移 , 初始 角速度 一 6, 正好 足以 最 终 把 单 摆 恢 复 到 倒置 平衡 位 
置 。 虽然 这 个 例外 情形 在 理论 上 使 人 感到 有 兴趣 ， 但 它 几 乎 没有 
实际 意义 . 

因为 存在 着 随时 间 增 长 着 的 小 扰动 ， 所 以 摆 锤 向 上 的 平衡 称 
为 不 稳定 的 平衡 ， 这 个 定义 考虑 到 下 述 事实 ， 即 只 有 特别 的 初始 
条 件 才 会 排除 这 种 增长 着 的 解 . 

对 于 所 考虑 的 那 类 扰动 , 摆 锤 向 下 的 平衡 称 为 随 遇 稳 定 平衡 ， 
这 是 因为 这 些小 扰动 既 不 增长 也 不 衰减 的 缘故 。 另 一 个 名 词 李 雅 
普 诺 夫 稳 定 也 用 来 描述 这 种 情况 ， 倘 若 初始 位 移 充分 小 ,如 果 ( 象 
这 里 那样 ) 扰 动 解 保持 任意 接近 于 平衡 解 , 那 末 就 可 应 用 这 个 术语 . 

11.3 节 考 虑 阻尼 效应 。 在 那里 我 们 从 稍为 广泛 的 观点 看 到 ， 
偏离 正常 平衡 的 小 扰动 最 终 会 完全 消失 掉 。 因 而 重新 达 到 平衡. 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 就 称 为 渐 近 稳定 ， 事 实 上 ， 不 管 初始 条 件 怎 
样 , 当 有 阻尼 存在 时 , 摆 最 终 在 摆 锤 向 下 的 位 置 上 静止 下 来 ， 这 个 
位 置 因 此 而 称 为 总 体 渐 近 稳定 的 。 大 量 的 〈 而 且 还 有 更 多 的 ) 定 
义 ,暗示 出 稳定 性 理论 所 包含 的 困难 . 

我 们 提醒 读者 ,我 们 已 经 删 掉 了 所 有 的 非 线性 项 这 是 研究 小 
抗 动 的 一 个 合理 的 方法 ， 但 却 是 一 个 没有 严格 证 明正 确 的 方法 。 
关于 这 个 问题 ,我 们 作 如 下 的 评述 : 也 许 , 除 了 随 遇 平 衡 这 种 难以 
确定 的 两 可 情况 外 ,我 们 指望 所 得 的 结果 是 正确 的 ,在 随 遇 平 衡 的 
情况 下 ， 问 题 的 微小 改变 就 可 能 以 任意 一 种 方式 接近 于 系统 的 状 

在 15.2 节 中 ， 会 找到 对 稳定 性 理论 更 为 广泛 的 研究 ， 在 那 
里 ， 我 们 分 析 了 密度 变化 的 流体 的 稳定 性 。 如 同人 们 所 预期 的 那 
样 ， 顶 重 摆 和 顶 重 流体 之 间 存在 着 密切 的 相似 关系 .但 后 一 种 情 
况 比 起 前 一 种 情况 要 复杂 得 多 ， 对 它 的 描述 要 涉及 偏 微分 方程 
组 . 
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练 习 


1. 在 生物 学 的 应 用 中 ， 有 时 假定 有 机 体 在 时 间 上 的 总 数 P 遵循 婴 
辑 斯 蹄 或 Verhulst-Pearl 方程 


人 == aP(1] 一 PE™), ! 二 时 间 , E = 一 个 常数 。(8) 
i 


(a) 确定 平衡 总 数 的 大 小 。 

(b) 检验 其 稳定 性 ， 

(c) 由 从 (a) 和 (4b) 得 到 的 知识 ,讨论 总 数 的 定性 特性 。 检 验 P 
分 别 在 增加 或 减少 时 的 大 小 以 加 强 你 的 判断 ， 

(d) 精确 地 求解 (8) 式 ,并 把 结果 与 (a), (b) 和 (cy) 加 以 比较 ， 
2. 第 用 的 男 一 种 人 口 方程 与 Gompertz 这 个 名 字 联 系 在 一 起 ， 它 
的 形式 为 

-和 =upnE 一 lnpP 
dz / : 
对 于 这 个 模型 ,请 完成 练习 1(a)、(b)、 Cc) 的 工作 。 
3. 还 有 一 种 人 口 模型 为 
dP eo 
a 一 aP( EP 52) 
式 中 “竞争 常数 ”c 满足 0 <c 万 1。 对 这 个 模型 完成 练习 1(a)、 
(b)、(c) 的 工作 ， 


11.2 多 重 尺度 展开 


11.1 节 的 稳定 性 分 析 揭 示 了 各 种 平衡 点 之 间 的 区 别 ， 而 这 种 
分 析 用 线 化 理论 是 很 容易 完成 的 ， 但 是 ,我 们 所 用 方法 的 正确 性 
是 有 限 的 .在 我 们 处 理 倒 置 单 摆 时 ， 这 种 局 限 性 十 分 明显 解 
(1.7) 预示 了 一 个 按 指数 规律 连续 增加 的 位 移 ， 但 是 ,如 果 轻 打 一 
下 倒置 摆 ， 我 们 并 不 指望 它 一 直 以 增加 着 的 速度 旋转 ， 不 过 经 过 
一 定 的 时 间 以 后 ,就 不 能 指望 (1.7) 式 适 用 了 ,因为 在 8 的 大 的 预 
测 值 和 “小 扰动 理论 ”之 间 存 在 着 矛盾 。 与 式 (1.5) 没有 了 明显 的 矛 
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盾 , 但 正如 我 们 在 7.1 节 中 所 讨论 的 那样 . 这 个 解 同样 具有 随 着 时 
间 推 移 而 变 得 越 来 越 明 显 的 不 足 之 处 。 在 第 二 章 中 我 们 已 指 电 弥 
补 这 种 不 足 之 处 的 一 个 方法 ,这 就 是 庞 卡 菜 引进 的 扰动 目 变 量 , 这 
个 自 变量 是 试图 用 来 车 虑 下 列 事实 的 : 小 振动 有 一 个 轻 度 依赖 于 
振幅 的 局 期 。 我 们 现在 来 卷 虑 男 一 种 方法 
在 讨论 奇异 扰动 时 ,我们 曾 指 出 ,一些 问题 的 解 洽 不 止 一 和 曹 必 
度 。 例 如 :在 例证 性 的 边 值 问题 (方程 9.2.1) 中 ， 
dy d . 
s+2 0 y(0) 一 0， 
y(1)=1, 0<=ge<1, 
在 x = 二 0 附近 的 边界 层 中 ， 解 随 尺 度 1/e 迅速 变化 ,尔后 在 其 余 
的 区 域 中 ， 它 随 尺 度 0(1) 比较 缓慢 地 变化 。 类 似 的 变化 出 现在 
第 十 章 的 酶 动力 学 中 。 我 们 在 7.1 节 的 择 间 题 中 看 到 ， 正 则 抗 动 
解 是 失败 的 ， 因 为 在 长 时 间 尺 度 0(1/a?) 上 摆 的 位 置 比 起 线性 化 
理论 所 预测 的 值 有 很 大 的 偏离 , 而 与 周期 无 关 的 振幅 0(1) 也 有 
微小 的 误差 ， 
明确 地 正式 承认 存在 着 多 重 尺 度 ， 导 至 了 和 器 次 很 高 的 近似 方 
法 ,这 一 扩 近 年 来 变 得 日 益 明 显 了 。 例 如 ,考虑 简单 问题 
》 十 287 十 (1 十 86) 一 0，y(0) 一 0， 


__ 了 
X0) 一 1 (. 一 上) (1) 
精确 解 为 

)(8，1) = exp(— &) sin 1 (2) 

假设 我 们 应 用 正则 振动 理论 去 得 到 s 的 侣 级 数 展开 式 , 并 假定 
y(i, 8 ) 一 yo) 十 EV) 十 Etz) 十 。…。。 (3) 

那 末 我 们 便 得 到 (2) 式 的 展 式 如 下 
y(t,8) 一 jin — etsint + 7 ef sint + “。'。 (4) 


如 同 我 们 所 指望 的 那样 包含 : 的 窜 次 的 级 数 项 出 现 了 ， 并 且 限 制 
了 展 式 的 用 途 。 男 一 方面 ， 假 定 要 寻找 一 个 形 如 y》 = 1, 81, 2) 
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的 解 ,其 中 
f(1, 7 8) = f(T) + ef dt, 7) 十 Ef T+ +, (5) 
这 里 显然 认识 到 存在 二 重 尺 度 。 与 精确 的 答案 相 比 ,我们 知道 
f(t,T) 三 0, 1 之 1， 并 且 
f(t1, tT) = 二 e'sint:， 因 此 fi, st 8) 一 ce :sint。 (6) 
在 这 个 专门 设计 的 问题 中 , 展 式 的 第 一 项 给 出 了 精确 解 . 
现在 我 们 用 以 尺度 化 形式 (7.1.4) 写 出 的 单 挥 间 题 来 说 明 多 重 
矿 度 化 方法 : 
a sin (a ) ~ 0; 
dr’ a 


;一 0 时 ,9 一 1， 一 0. (7a) 
i 


我 们 将 证 明 ,如 果 取 象 (5) 式 那样 的 展 式 ， 那 末 就 可 以 系统 地 得 到 
级 数 中 的 各 项 。 这 就 形成 了 一 个 对 逐步 增长 的 了 时间 间隔 成 立 的 近 
似 。 
(7a) 式 的 解 @ 实 际 上 是 @ 的 半数 ( 风 7.1 市 ). 为 了 并 有 明 这 一 
点 , 我 们 引进 a? == 6, 并 按 索 勒 级 数 展开 sin (a8) 一 sin (s%6)， 
于 是 方程 (7a) 为 下 式 所 代 答 
dO 
ar” 


十 日 一 一 e+. 0 (7b) 


把 一 个 双 尺 度 级 数 代 入 摆 方 程 


为 了 得 到 (7b) 的 近似 解 ， 我 们 假定 8@(z, 8) = f(1, ei, 8)， 

且 在 某 种 意义 下 形式 (5) 的 展 式 成 立 ， 在 计算 导数 时 ， 例如 ,如果 
作 六 z) 三 exp( 一 z) sin:， 那 末 
fC E81) 一 一 一 8 (ersins)| 人 

FE 站 

dt -es 


十 一 一 La 一 一 
jC sin 1 ) e 


cost— Ee “'sinit, 
5 一 三 at 


更 一 般 地 可 以 方便 地 瑟 出 
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.一 fo gi ) — fr ,+ f40) -一 - 人 ee f° 十 ef%), 
式 中 下 标 i 表示 对 第 i 本 
f(1, Et, 8) = fO(1, 81) + ef 4, et) + EC ei) 十 …… (8) 
那 未 
人 f(s site) 一 知 十 sf 和 十 取 ] 十 22 十] 十 (9) 
z 
和 | 
os 一般 十 e[ 息 十 偶 十 他] 
dr 
十 E?:[f42) 十 #2 十 fi 十 £0] 十 。， ，。 (10) 


这 里 (9) 和 (10) 式 右边 的 所 有 函数 都 是 在 (+, et) 处 计算 的 ， 假 定 
一 阶 信 叶 妆 连 续 , 从 二 侈 ， 那 未 我们 就 可 以 把 (10) 式 写作 


ef, 82, 8 ) 一 £2 十 65[2X 十 £9] 
+ elfyz + 2 + ft] 二 ………，, (11) 
我 们 现在 已 准备 好 去 进行 把 假定 的 级 数 代 入 基本 方程 这 一 标准 步 
了 又。 利用 (10) 式 ,我 们 因此 而 发 现 , 如 果 @@ 为 级 数 (8) 所 给 定 , 那 末 
(7b) 便 意味 着 


0 = [ji (81) + fOrt, si] 十 ef gt) 二- f(t, ei) 
+ 2f2(1, 81) 一 = (f(z, et))"| 十 


为 方 号 中 的 各 项 部 估 李 s, 这 样 我 们 在 这 里 就 出 现 了 其 中 
寒 级 数 并 不 恒 等 于 零 的 情况 . 令 那 些 与 8 的 逐次 星相 乘 的 因子 都 
等 于 零 是 不 必要 的 ， 然 而 这 却 是 充分 而 方便 的 。 因 而 我 们 强加 如 
下 条 件 : 

ji 二 +f10 =0， (12) 


i de 2 (13) 


利用 (9) 式 ,初始 条 件 (7) 式 要 求 
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fo(0。0) = 1, f°(0,0)= 0; (14) 
1*(0,0) = 0, f0(0,0) = 一 加 (0， 0). (15) 


求解 最 低 阶 方程 


我 们 面临 着 偏 微 分 方程 (12)。 如 果 把 了 看 作 变 量 上 和 z 的 函 
数 , 那 末 这 个 方程 可 以 写作 
O20 
Br Ti 
我 们 看 到 z 只 作为 参数 出 现 ; 因 而 ,事实 上 ， 与 用 正则 抗 动 理论 求 
得 梭 则 题 近似 解 时 所 直到 的 简单 的 常 微分 方程 相 比 ,该 偏 微分 方 
程 并 不 难 。 因 而 
fT) = A(T)cosi t+ Blr) sins, (16) 
式 中 “任意 常数 ”4 和 B 必须 看 作 7 的 函数 。 初 始 条 件 (14) 导 致 下 
列 要 求 


A(0)=1, B(0)=0. (17) 
眼下 我 们 本 质 上 达到 了 正则 扰动 计算 中 所 得 到 的 同样 的 结论 ， 在 
正则 扰动 计算 中 ,初级 近似 为 
O11. costi+0. sinit, (18) 
我 们 并 不 知道 4(*) 和 B(r) 是 什么 ,但 是 我 们 却 知 道 它们 的 初 什 
分 别 为 1 和 零 .。 我 们 也 知道 在 解 中 出 现 的 正 是 4Cst) 和 “BCei)， 
因此 在 : 变 到 与 1/8 可 以 相 比 为 止 ， 这 些 量 将 保持 接近 于 它们 的 
初 值 ， 方 程 (18) 并 不 比 (16) 和 17) 式 给 出 更 充分 的 信息 ,因为 我 
们 知道 ,只 是 当 1 二 0(1/e) 时 (18) 式 才 变 为 劣质 近似 ， 


较 高 阶 的 近似 ,排除 共振 项 
为 了 继续 进行 计算 ,我 们 把 至 此 所 得 的 结 采 代 人 (13) 式 得 到 
O20) 
Or 
— 2(—A'sinit + B’cosi), 
式 中 “二 4d/dr, [如 练习 2(a) 中 那样 ] 利 用 三 角 饥 数 , 我 们 把 上 面 
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十 f= 一 (Acosi + Bsint)’ 


的 方程 与 为 下 述 形式 

?70 
2f_ + 一 28 十 二 (4 十 4B?) | cos 

Br 3 

十 -24 十 四 (B’ + A428)| sint 

十 1 (A — 3AB’)cos3t 

24 
一 (BB?— 34A7B ) sin 37， (19) 


因为 (19) 式 本质 上 ”是 一 个 常 微分 方程 ， 我 们 可 以 利用 待定 系数 
法 .按照 这 个 方法 。 因为 cost 和 sin1 是 齐 次 方程 的 解 , 相 应 的 特 
解 将 分 别 包 含 正比 于 tcost 和 isint 的 项 . 

由 于 (19) 式 的 右 端 中 存在 cost 和 sin +, 这 将 因此 而 迫使 级 
数 《18) 中 的 项 esf) 包含 正比 于 stcosy 和 sisin: 的 项 . 然而 8 是 
小 量 ， 与 最 低 阶 项 近似 f* 相 比 ， 这 些 项 最 终 将 变 得 不 再 可 以 忽 
略 、 我 们 希望 避免 这 一 点 。 事 实 上 ,我 们 将 要 求 逐次 有 逼近 >， sf 


随时 间 恰 好 一 致 地 为 sy 阶 。 为 此 ， 我 们 要 求 每 一 个 1?(1, gt) 对 
于 0&1 二 oo 是 有 界 的 。 这 种 有 界 性 条 件 的 有 规律 的 应 用 构成 了 
多 重 尺 度 方 法 的 核心 ， 

在 现在 这 个 例子 中 ,有 界 性 条 件 要 求 把 (19) 式 中 正比 于 cos: 
和 sin : 的 “共振 ”强迫 项 去 掉 ; 因 而 我 们 必须 有 


28B' 十 四 (4A: + AB’) 一 0， 
一 24 十 站 (KB3 十 AB)= 10. (20a, b) 


起 初 这 个 非 线 性 方程 组 看 起 来 可 能 是 很 可 怕 的 ， 但 是 不 久 我 们 就 
会 注意 到 ， 因 为 至 少 在 + 二 0 处 [因为 4(0) = 1] 4(r) 0, 我 
们 可 以 用 (20) 式 得 到 4 十 B= 一 16B'/4, 于 是 代 人 (20b) 式 后 
便 得 
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-24 一 汪汪 一 0, 或 者 (4? 十 B?》 二 0 


利用 初始 条 件 (17) 式 ,我们 立即 推 得 4? 十 二 1。 代 回 (20) 式 ， 
我 们 得 到 168 十 4 一 0， 一 164 十 B 一 0。 再 利用 (17) 式 ,我 
们 得 到 [练习 《2b)] 


Tt T 
A(rT ) = Cos 一 B{(T) = — sn —. 21 
(r ) 03 Te? 《办 16° ( ) 


我 们 利用 (16) 式 , 并 回想 起 一“ ， 这 样 就 得 到 结论 ; 摆 的 振幅 
可 以 用 下 列 最 低 阶 表达 式 作为 近似 : 


2 
a i a’t 
fi, a ) = COs 6 0 一 Sin 6 sin ! 


1 十 4 
一 COS tf。 (22 
16 ) 


这 与 (2.2.35) 和 (2.2.37) 式 的 结果 相 一 扩 . 
由 (20) 式 ,(19) 式 变 为 [练习 2(c)] 


O77 i 3 了 
+ f= 27 (4 — 34B’:)cos31 


Or 
_ (8 — 3A'B) sin 31. (23) 
这 个 方程 有 解 [ 练 2(d)] 
/10 一 C(t)cosi + DT)sint 一 一 0 《人 — 3AB’')cos31 
十 Ty (B: — 3A°B)sin 3 + OCs). (24) 


至 此 ,关于 C 和 DD 所 有 已 知 的 东西 就 是 (13) 式 所 要 求 的 初始 条 件 ， 
原则 上 ,计算 是 可 以 继续 下 去 的 ， 但 是 我 们 将 不 绸 继续 做 下 去 ,这 
是 因为 主要 的 概念 已 示 明 了 。 

我 们 注意 到 在 (24) 式 中 出 现 的 正比 于 cos3! 和 sin 3! 的 频率 
较 高 的 谐 疲 。 显然 ， 如 果 继 续 进 行 计算 将 继续 出 现 其 它 的 谐 波 . 
这 种 谐 波 的 严 生 是 一 种 非 线 性 现象 的 特征 ， 
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单 摆 的 简单 的 线性 理论 在 预测 周期 时 产生 了 O(a?) 的 误差 ， 
如 同 我 们 已 看 到 的 那样 ， 这 意味 着 预测 在 上 = O(e 一 ) 时 就 变 得 
不 可 靠 了 ,改进 后 的 结 末 (22) 式 对 周期 作 了 0(a’) 的 修正 ,因而 
在 z 变 为 O(a“) 为止 可 指望 预测 都 是 可 靠 的， 练习 4 和 5 表明， 
下 一 级 近似 应 能 适用 到 1 一 0(o ) 为 止 ， 对 于 在 无 界 区 域 上 的 
在 线性 问题 ,逐次 逼近 足以 著 盖 这 些 区 域 的 越 来 越 大 的 部 分 ,这 是 
这 类 问题 的 一 种 典型 的 解法 。 
提要 和 讨论 

让 我 们 来 总 结 一 下 本 方法 的 基本 要 点 。 考 虑 一 个 万 os) 的 
常人 短 分 方程 ， 其 中 8 是 小 参数 。 假定 一 致 成 立 的 正则 扰动 展开 失 
效 ,或 者 因为 其 他 的 理由 ,导致 了 f 按 两 种 尺度 灾 化 的 推测 ， 一 种 
改 度 是 0(1)， 男 一 种 尺度 是 Ok4s)。 那 末 可 按 下 列 步 骤 进 行 计 
算 ， 

(a) 取 展 开 式 

jt 6) = (t,t,E) + ef (t,t, 5) 
十 ef (TE)..:, TE gi, 
(b) 把 展开 式 代 人 原 方程 ， 并 让 s 逐次 增高 的 寡 次 的 系数 等 
于 堆 , 从 而 得 到 ”的 一 系列 的 方程 ， 

(c) 要 求 大 在 全 部 时 间 里 保持 有 界 , 以 排除 不 确定 性 

(d) 逐次 求解 f? 的 方程 ， z z 

注意 ，Gi) 较 高 阶 的 近似 往往 需要 用 mm 三 ey, z, 三 sy 等 来 
补充 变量 * 和 rr 三 sf (参阅 练习 5 和 6,.) (i) 12 的 方程 是 偏 微 
分 方程 ， 但 它们 仅 在 非 齐 次 项 中 涉及 这 两 个 参数 。 因 此 在 这 点 上 
就 有 点 额外 的 困难 ， 因 为 “额外 ”变量 在 很 多 方面 所 起 的 作用 有 点 
象 参 变数 ， 

我 们 已 为 在 一 类 问题 中 使 用 多 重 尺 度 技 巧 指 出 了 方向 。 但 这 
肯定 不 是 一 个 普 适 的 方 靶 ， 照例， 灵活 的 态度 会 帮助 读者 去 扩大 
他 所 处 理 的 那 类 问题 。 实 践 也 是 如 此 ， 这 就 犹如 会 受到 练习 的 激 
天 那样 。 
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现在 我 们 可 以 比 以 前 更 加 精确 而 实用 地 表示 出 合 寞 扰动 方法 
适用 的 问题 ， 这 些 问题 具有 这 样 的 性 质 : 系数 只 与 自 变 量 有 关 
的 合适 的 小 参数 的 震级 数 展 开 式 ,对 上 自 变 量 的 全 部 有 关 值 并 不 一 
致 成立 。 我 们 已 看 到 可 以 有 利 地 用 于 这 种 问题 的 三 种 奇 噬 扰动 方 
法 ,这 些 方法 包括 (i) 引进 稍 加 改变 的 自 变量 (第 二 章 ); (ii) 在 不 
司 区 域 中 使 用 不 同 尺度 化 的 变量 ， 用 匹配 技术 把 这 些 分 离 的 形式 
连接 起 来 (9.2 节 ); 《和 证) 应 用 多 重 尺度 假设 (本 节 )， 对 于 一 个 已 
知 的 简单 问题 ， 往 往 可 以 决定 这 些 方法 中 那 一 种 是 “最 好 的 ”， 但 
是 更 经 常 的 是 即使 是 简单 问题 ， 这 种 决定 也 涉及 到 判断 是 否 有 价 
值 的 问题 ,例如 :为 了 得 到 一 种 比较 机 械 的 方法 ， 在 计算 中 牺牲 其 
些 篇 洁 性 是 否 “ 比 较 好 ”的 问题 ， 
练习 

1. 假定 方程 (1) 的 解 为 (5) 式 。 试 证 明 将 (5) 式 代入 (1) 式 就 得 到 

CO 式 ， 
2. 证 明 f" 满足 (19) 式 ， 

证 明 (21) 式 ， 

证 明 (23) 式 ， 

证 明 (24) 式 ， 
3. 芳 虑 

7 十 6 十 ?一 0; 9y(0)=0, XX0)=1. 
假定 
y(t, 8 一 fo rz) 十 fr 十， 式 中 了 一 8 
并 得 到 近似 解 
3 
》 2 ( 十 2 ) ”sini 十 O(g). 


试 给 出 这 个 问题 及 其 解答 的 物理 解释 ， 
4. 庞 可 莱 注 意 到 ,引进 一 种 稍 有 修改 的 时 间 斥 度 ， 这 里 
1 = Tl 十 a 十 hat 十，……)) (25) 
将 得 到 一 种 对 单 摆 问 题 成 立 的 小 扰动 解 。( 请 不 要 把 这 个 与 
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其 他 地 方 所 用 的 sx 的 简写 相 混 淆 . ) 在 2.2 节 中 逐个 系数 选择 得 
使 各 个 微分 方程 中 的 “共振 ”项 消除 掉 ，M.，Pritvlo? 曾 建议 , 在 
这 种 问题 中 ,人 们 应 该 作 正 则 扰动 计算 ,然后 引进 一 种 新 的 时 间 
尺度 ， 这 种 尺度 应 以 排除 长 期 (增长 着 的 ) 项 的 方式 来 选择 .本 
练习 把 Pritulo 的 方法 应 用 于 单 摆 问 题 。 

(a) 为 了 找 出 对 摆 问 题 周 期 的 一 阶 修 正 ,在 (7.124) 中 用 r(1 十 


ha? 十 .….) 代替 1 并 证 明 当 % 一 一 时 ， 长 期 项 不 再 存 
在 . 在 这 样 做 时 ,证 明 并 利用 近似 cos (rt 十 ho?) 盖 cosr 一 


hra’ sin tT, 
(b) 作为 寻找 系数 的 开始 , 试 证 明 , 如 果 (25) 式 成 立 , 拖 末 


cosi 一 cosT 一 《pf sin7 )a’ 
一 二 (hir?cost + 2hT sinT)at 十 。,。 


(c) 给 定 (25) 式 , 试 证 明 (7.1.24) 式 和 练习 (7.1.3) 的 正则 扰动 解 
Bu(z) + 182(?) 十 wei(z) 之 中 的 长 期 项 为 


2 
一 人 /2 一 二) ar sinT 一 (和 一 和 十 -二 | CT2cosT 
16 2 16 512., 


一 (4 -2 人 or sinz 十 (2 一 一 ) ersin3r。 
192 16 64 1 024 z 


并 证 明 若 
:一 z|1 十 工 o 十 -ao 十 …|， 
16 3072 
则 上 面 的 这 些 项 为 零 ， : / 
(hh 的 一 种 选择 使 三 个 表达 式 为 等 ,这 一 点 起 急 似 乎 是 不 可 
思议 的 ， 但 这 却 仅仅 是 下 述 事实 的 结果 : 我们 已 选择 了 解 
的 正确 形式 ,因此 每 一 件 事 都 必须 证 明 是 有 效 的 .) 
(d) 利用 (c), 解 


2 
cosT 十 (二 (costr 一 cos37) 十 。。 
192 


1) J Appl. Maih. Mech. 26, 661-67 (1962)., 
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由 的 周期 为 4， 而 :的 周期 为 
?=| 1 十 二 过 十 二 ud 十 …|. 
16 3072 
把 (2.2.19) 式 的 被 积 函 数 展 为 2 的 帘 级 数 , 试 证 明 上述 答 
案 . 注 意 。Pritulo 的 方法 给 出 了 一 级 修正 的 一 个 简易 的 方 
法 .然而 在 高 阶 近 似 时 该 方 靶 似乎 并 没有 优点 。 于 是 ,与 庞 
卡 莱 的 原始 方法 相反 ,人 们 实际 上 就 必须 计算 长 期 项 ,而 长 
期 项 是 后 采 人 被 抛弃 的 ， : 
5. 很 明显 ， 根 据 练习 4 用 多 重 尺 度 方法 确定 对 单 保 周期 的 高 阶 修 
正 需 要 下 列 形 式 的 假设 : 
@ = f°(1, e184) 十 ef (i, El, E27) | 
十 8zf2(t et, 621) + O(€’) {8 = a?). : 
原来 计算 是 非常 可 怕 的 . : 
(a) 为 了 对 事情 是 如 何 进 行 的 得 到 一 些 概 念 , 试 证 明 如 果 取 (8》 
式 的 假设 ， 并 把 计算 进行 到 0(s?)， 那 末 这 个 方法 是 失败 
的 | 
(b) 假定 广 也 是 6 的 函数 ,至 少 把 计算 进行 到 0O(s)。 
6. 对 一 个 涉及 三 重 尺 度 的 比较 简单 的 计算 ,考虑 
9 十 289 十 y= 二 0; 0) 一 0， 基 0) 一 1。 
假定 : 
y = f(t Ti T) + ef (1, Ts T2) 
十 e231, ri Ts) + OB) 


式 中 T= 二 81, fT, 一 821 


(a) 试 证 明 
ft 十 1" 一 0， 
8 + 1 = —2f8 — 2 
18 + = —2f2 — fr — 2 — 2 — 2f0, 
式 中 下 标 0, 1, 2 分 别 表 示 对 1, Tt, 和 7 的 偏 导 数 。 初 始 条 
件 是 什么 ? / 


(b) 试 证 明 fo = 4(rra)cosy 十 B(nisty) sint 
e .381 。 


(c) 试 证 明 
4(Tyr) 一 car)，， Briyr) 一 c :Bb(T,), 
f= C(t Ti)cosl 十 DCr， 73) sin 1。 
(d) 求 cr) 和 Br 并 把 4 与 精确 解 相 比较 . 
7. 为 了 证 明 边 界 层 问 题 可 以 用 多 重 乒 度 靶 加 以 处 理 ， 过 于 演 古 下 
述 例子 [方程 49.2.17] 


se 二 22 上) 一 0 (0) =0, 7 一 1 0<e<l. 


adx’ dx 
假定 i 
y= f(x, ) 十 Ef"(x 和) 十 …， 十 超越 小 项 ， : 
式 中 X =x/&, 


(a) 试 证 明 把 级 数 代 入 微分 方程 ,消去 Os-!) 项 得 到 
f(x, 有) = Ci(x) 二 CC ,(x) exp (— -2X). 
“(《b) 试 证 明 0(1) 项 为 零 的 要 求 为 
舟 十 21 一 一 [2C: + Ci] + [2C;— Clexp(—2X). 
为 什么 我 们 必须 要 求 2C; 十 Ci 一 0? 为 什么 不 必要 求 
2C: — C; = 02 试 证 月 


C(x) 一 exp | 二 《1 —x) |， 


而 Calx) 除了 CX0) = 一 -2 以 外 是 并 未 具体 规定 的 . 
把 你 的 解法 与 用 其 他 方法 得 到 的 问题 的 解答 相 比较 。 
(c) 当 8 是 负 的 小 数 时 会 发 生 些 什么 ? 


11.3 ” 相 平 面 / 

我 们 以 前 对 单 把 的 讨论 ， 全 都 是 单 摆 稍 偏离 平衡 位 置 时 所 旺 
现 出 的 情况 ,在 很 宽广 的 一 类 问题 中 ,例如 在 那些 遵循 非 线性 偏 微 
分 方程 的 问题 中 ,这 些 讨论 所 用 的 扰动 方法 都 是 有 用 的 。 (方法 必 
须 推广 ,但 是 原则 却 保持 不 变 ,) 

事实 上 、 单 摆 问 题 可 以 用 椭 几 积分 以 封闭 的 形式 求 出 ， 我 们 
并 未 遵循 这 一 条 途径 ， 因 为 解 可 以 用 已 知 函数 的 形式 精确 地 表示 
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出 束 的 情况 是 很 少 的 ， 所 以 对 精确 解 的 讨论 并 不 给 出 具有 所 和 希望 
的 广泛 适用 的 观念 。 我 们 现在 采用 介 于 这 些 扰 动 理论 和 精确 解 之 
疼 的 观点 。 这 就 使 我 们 能 够 说 明 关 于 非 线性 问题 的 重要 的 相 和 平面 
方法 ， 

我 们 和 希望 芳 谍 一 下 所 有 可 能 的 初始 条 件 ; 因此 精确 的 尺度 化 
是 没有 帮助 的 . 无 量 纲 化 仅仅 把 所 出 现 的 参数 的 数目 加 以 减 少 ， 
因此 我 们 从 标准 的 量 纲 形式 的 摆 方程 [方程 (7. 11)] 出 发 

LO | & 4 *(0) = a 
CT 十 了 sn 0， 6 (0) ， 
x (0) 一 4. (1) 
我 们 引进 变量 
__ pw _x*/LY : / 
9 = 0*， 4 (£) . (2) 


这 里 时 间 参 考 尺度 (L/g)”， 角 位 移 参 考 缴 谋 。 利 用 (2) 式 ,问题 
6+ sin0 =0, 60(0)—=0,60=0 (二 | =b, (3) 


(3) 式 是 一 个 自 变量 并 不 明显 出 现 的 二 阶 偏 微 分 方程 ;现在 我 们 利 
用 这 一 事实 的 好 处 。 采 用 一 个 已 成 为 微分 方程 基本 文献 一 部 分 的 
一 种 “诀窍 ”(Boyce 和 Diprima 1969, 第 89 页 ), 我 们 用 简写 
w 三 6， 并 把 w 看 作 是 9 的 函数 .于 是 


da0 _ dm dod ,do 
dz’ dz dO di dO 
上 面 的 方程 变 为 
。 dw 
”十 0 = 0， ” 兰 一 一 。 4 
co sin0 = CO 人 (4) 


把 这 个 方程 积分 一 次 可 以 得 到 
“一 cosO 一 一 上 “一 cosa， 9 
或 
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四 1 = 2cos6 一 ycosa 十 有 (6 ) 


非 阻尼 单 搂 的 位 相 图 


在 考虑 4 和 5 的 所 有 的 可 能 值 时 ,我 们 夯 出 (6) 式 所 给 出 的 
线 族 。 为 了 做 到 这 一 点 ; 让 我 们 作 如 下 的 观察 。(i) % 和 9 都 可 
以 用 它们 的 负 值 来 代替 而 不 改变 (6) 式 的 值 ， 因 而 曲线 对 于 6 和 
w% 轴 都 是 对 称 的 。 所 以 我 们 把 注意 力 集中 在 第 一 象限 就 足够 了 . 
(ii) (6) 式 右 端 的 6 周期 为 2x, 因 而 我 们 可 以 把 注意 力 集中 在 下 列 
带 中 : w 人 0,0 入 6 入 2x,( 道 ) 如 果 w 是正 的 ， 那 未 从 (4) 式 可 
知 ,在 (水 平 切 线 )9 = 0 上 ，w 是 正 的 ; 而 对 于 0<6 < r, o' < 过 0 
(w 减 少 ),( 水 平 切线 )9 一 时 ,or 一 0; 对 于 <86 一 2ro 二 0 
(o 增 加 )。(iv) 如 果 94， rz， 那 未 当 w -> 0 时, |w'| 一 co (在 
6 轴 上 垂直 相 切 ) ,我 们 就 导出 了 图 11.1 所 示 的 定性 性 质 . 

特别 有 趣 的 是 点 (0, 0) 和 (x, 0)， 这 里 用 (4) 式 并 没有 定 出 
切线 的 斜率 o' 来 ,但 是 在 9 靠近 零 时 , (4) 式 近似 地 给 出 了 下 式 : 

waw 十 6040 一 0， (7 ) 

因而 o 十 0 = 常数 ,在 (0, 0) 附近 ,由 线 是 圆 。 对 于 赤 附 近 的 
9, 我 们 可 写作 6 = x 十 5， 并 假定 5 很 小 ,我 们 得 到 

waw — 0d0 一 0, 一 0 一 常数 (8) 


A 


图 11.1 雹 阻尼 单 摆 的 位 相 图 : 示意 图 ， z 

因此 在 (xs 0) 附近 这 些 曲线 是 双 曲 线 , 而 这 些 曲线 的 退化 双 曲 线 
wo = +0,; BW w= +(6 — zx), 

则 经 过 (x, 0). 
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还 有 -- 个 观察 是 很 有 用 的 , 从 w 一 9 可 知 ， 当 且 仅 当 w 是 正 
数 时 ，9 才 随 时 间 而 增加 。 这 就 使 我 们 能 够 用 箭头 指明 随时 间 的 
增加 曲线 是 怎样 描绘 出 来 的 。 把 所 有 这 些 综合 起 来 ， 我 们 得 到 图 
11.2 . 

每 个 初始 条 件 6(0) = a, 0(0) 一 和 对 应 于 图 11.2 上 的 一 个 
局 (a, b). 除了 点 (nx, 0 )， 2 一 0， 土 1,…， -以 外 ,我 们 可 以 按照 
箭头 的 方向 勾 划 出 单 摆 随 后 的 角 位 移 6 和 角速度 0 二 w 的 唯一 曲 
线 来 。 这 些 曲 线 称 之 为 轨道 。 和 而 这 个 平面 本 身 称 之 为 相 平 面 。 我 
们 把 相 平 面 上 轨道 的 集合 恰当 地 称 之 为 组 成 了 系统 的 位 相 图 ， 因 
为 这 种 集合 描述 了 系统 的 可 能 的 性 质 . 

必须 记 住 , 差 2x 的 9 值 相 应 于 同一 位 置 。 考 虑 这 个 问题 的 一 
种 方法 是 作 这 样 的 设想 : 相位 平面 上 的 窍 条 0 委 69 反 2z 是 按照 
0 一 0 与 0 = 2z 重合 的 方式 绕 在 一 个 直 圆 柱 面 上 的 。 因 此 , 所 有 
的 轨道 都 相应 于 周期 运动 。 


4 


= ae 


AN 
> 


T 

图 11.2 无 阻尼 搜 的 相位 示意 图 。 分 离线 % 和 5,《 黑 线 ) 国 出 一 个 

绕 荐 中 心 (0, 0) 的 封 财 轨道 折 组 成 的 区 域 ， 这 些 轨 道 表示 所 包围 

范围 《〈 从 不 翻转 的 摆 ) 的 周期 振动 . 象 了 这 样 的 一 个 轨道 表示 一 个 
连续 翻转 运动 . 


分 离线 

在 (0, 0) 附近 起 始 的 轨道 , 满足 18| 二 =《 摆 从 不 翻转 )。 相 
反 , 对 于 非 零 的 56, 所 有 在 (<，2) 开始 的 轨道 角 6 周期 地 通过 = 
《共有 非 零 初速 的 一 个 倒置 摆 , 将 继续 围绕 其 支点 运动 。) 
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现在 考虑 通过 的 奇 整数 倍 的 特殊 轨道 ， 这 些 轨道 把 那些 想 
应 于 围绕 支点 作 贺 周 运 动 的 轨迹 与 相应 于 不 翻转 的 轨道 分 离开 
来 ,这 种 把 不 同性 质 的 区 域 区 分 开 来 的 特殊 曲线 称 之 为 分 离线 . 

设 通过 (x, 0) 点 的 分 离线 与 。 轴 交 于 (0, bo), 于 是 按照 (6) 
式 , 有 过 一 2cos0 一 2 十 久 为 了 在 0 一 x 有 时 使 w 一 0， 我 们 必 
须 有 如 一 4 或 ,二 土 ?， 因 而 当 且 仅 当 初始 角速度 的 值 大 于 2 
时 ,一 个 处 于 摆 锤 向 下 的 平衡 位 置 上 的 单 摆 才 绕 其 支点 转动 。 

例 对 于 刚才 所 得 到 的 条 件 , 试 给 出 其 物理 解释 . 

解 ”由 (3) 却 可 知 , 初 始 无 量 纲 角速度 为 2 相当 于 初始 有 量 织 
角速度 0 二 2(L/g)-，。 令 摆 钵 的 质量 为 mm， 并 把 摆 儿 下垂 位 
置 的 势能 取 为 零 。 那 末 初 始 的 能 量 都 是 动能 , 且 其 值 为 


> m(oLY 一 2mLpg. 


因为 如 果 摆 长 为 工 ， 则 摆 锤 所 具有 的 线 速 度 为 0L， 能 量 是 守恒 
的 ,因此 初始 动能 恰好 足以 把 摆 锤 举 高 距离 2， 并 达到 倒置 位 置 
而 不 再 转动 ,如 果 初 始 能 量 再 多 一 点 , 那 末 摆 锤 将 以 非 零 速 度 达 到 
倒置 位 置 ,并 继续 旋转 ， 


临界 点 


考虑 o 一 6 一 0。 按照 (4) 式 ,在 这 些 点 上 ,我 们 也 有 sin g 一 
0。 这 些 点 起 着 重要 的 双重 作用 。 按 照常 微分 方程 (3) 的 观点 ,这 
些 是 平衡 点 ,代表 着 可 能 持续 存在 而 不 改变 的 解 。 当 问题 化 成 (4) 
式 的 形式 时 ,这 些 点 代表 临界 点 。 
为 了 看 一 下 临界 点 的 作用 ,首先 考虑 一 个 不 是 这 种 点 的 己 点 . 
于 是 根据 (4) 式 ,我 们 有 
sin 0 


WW 二 一, mw 天 0 
这 就 给 出 了 通过 了 的 轨道 w 一 w(9) 的 斜率 的 唯一 值 。 相 反 , 当 


该 点 在 临界 点 上 时 ， 上 面 的 方程 就 不 能 再 用 。 为 了 得 到 这 样 一 个 
点 处 的 斜率 ,唯一 的 办 法 是 考虑 
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这 个 极限 根据 其 趋同 于 (oo， 0o) 的 不 同方 法 而 有 不 同 的 值 .( 参 
阅 练 习 工 . ) 

玉 为 除了 临 完 点 以 外 ,轨道 具有 唯一 的 切线 ,由 此 可 知 ， 除 了 
临界 点 以 外 ， 由 轨道 组 成 的 曲线 有 是 不 能 穿越 的 。 因 此 在 临界 点 附 
近郊 察 和 轨道 是 特别 有 启示 的 但是， 因为 临界 点 和 平衡 点 是 等 价 
有 的 .这 种 惫 虑 与 赋 究 平衡 的 稳定 性 是 等 价 的 。 因 此 ,(1.5) 和 “(1.7) 
式 所 给 出 的 小 扰动 解 描 述 了 正常 平衡 和 倒置 平衡 附近 的 性 质 ， 而 
《7) 和 (8) 式 所 提供 的 是 等 价 描述 。 特 别 是 衰减 为 零 的 倒置 摆 的 例 
外 的 扰动 ,[ 殉 (477 下 面 的 材料 . ] 在 相位 面 上 是 以 沿 着 分 离线 的 
优 动 为 代表 的 。 精 确 地 沿 着 合适 的 分 离线 开始 的 解 将 按照 这 种 轨 
着 到 (x， 0) 处 平衡 . 

如 采 我 们 认识 到 , 对 于 其 位 置 可 以 用 一 个 坐标 (譬如 >*) 来 描 
述 的 任何 动力 学 系统 ,牛顿 第 二 运动 定律 采取 ==g(x,*, 71) 的 形 
式 ,部 林 我 们 就 会 意识 到 这 个 方法 具有 广泛 的 适用 性 ,最 重要 的 系 
统 融 是 时 间 并 不 明显 出 现 的 自律 系统 , 即 g = g(x,*). 对 于 这 些 
系统 ,如 果 我 们 引进 速度 v 三 多 , 就 有 "(dold) 一 g(x，v), 此 时 
乱 虑 v 一 x 相 平 面 又 是 合适 的 . 

更 一 般 地 讲 ,我们 可 以 考虑 yx*) 的 一 阶 方程 


Cr 2 = gr» 7). (9) 


除了 在 临 弄 氮 几 xy，y) 二 0，g(x，》) 二 0 处 以 外 ,斜率 dy/dx 都 
是 唯一 地 确定 了 的 .在 x-y (位 相 ) 平 面 上 , 设 轨道 可 用 * 来 加 以 参 
狼 化 ， 因 而 dv /dx 二 《dv/ Gr)(ax/d1)，。 那 未 通过 (%, yo) 的 轨道 
束 可 以 用 x 二 x(t), y= 二 y(z) 来 描述 ,其 中 

_ 


< 一 党 ? » ‘1, 9 
了 f(x,y) g(x, y); 


x(10) = zo， CU = )o。 (10) 
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极限 环 


按照 有 关 的 存在 性 和 唯一 性 定理 《假定 足够 光 痪 一 一 参阅 第 
二 章 ), 精 确 地 说 ,一 个 轨道 通过 每 一 后 。 除 了 临界 点 以 外 ,斜率 都 
是 唯一 地 确定 的 ， 这 似乎 可 以 进一步 使 我 们 对 在 扣 (xoyyo) 处 出 
现 的 轨道 作出 如 下 的 分 类 : 

“(i) 通过 (xo, yo 的 轨道 就 是 由 点 《xzo， yo) 的 全 体 组 成 的 . 那 

未 这 种 后 是 一 个 平衡 扣 ( 妈 一 个 临界 后 )、 

(1) 通过 (xo, yo) 的 轨道 回 到 (xo, yo)。 所 形成 的 简单 封闭 
曲线 称 为 极限 环 , 它 就 是 周期 解 在 位 相 平 面 上 的 轨迹 . 

Qi) 通过 (wos yo) 的 轨道 既 不 停留 在 这 点 也 不 回 到 这 点 ， 但 
或 者 通 辕 无 穷 远 处 ,或 者 接近 于 一 些 其 他 的 平衡 点 ,或 者 趋 近 于 一 
条 封闭 的 曲线 。 虽 然 该 封 困 曲线 可 能 通过 几 个 临 弄 点 ， 但 事实 上 
它 通常 是 一 个 极限 环 .〈 因 此 不 通过 临界 点 )。 极 限 环 的 位 置 一 般 
不 是 一 件 简单 的 事情 ， 我 们 并 不 作 进 一 步 的 讨论 。 不 过 确定 临界 
点 附近 的 性 质 往往 很 容易 ,也 很 有 价值 。 


轨道 在 临界 点 附近 的 性 质 
如 条 《X，Y) 是 (9) 或 (10) 式 的 一 个 临界 点 , 那 未 按照 定义 
(X,Y)=0, eX,Y)=0,. (11) 
用 下 式 引进 对 于 平衡 位 置 的 偏离 和 7: 
xi) = 7y() 一 了 十 区 从， 
应 用 两 个 变量 的 泰勒 公式 ,我 们 有 
MX r+by,， 二 0# 十 dy， (12) 
dt 
式 中 稍 数 o, b,c 和 4 由 下 式 给 出 


a = f(X, Y )， b = f,(X, Y)， 
c = gpg.(X, Y )， d = g,(X,， Y)， 


1) 参阅 5S. Lefschetz, Differential Rauation: Geomeitric Theory. (New York: 
Wiley-Interscience, 1957), Chap。10 
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而 其 余 的 项 


页 已 被 忽略 。 如 果 


”= 


那 末 线性 方程 组 (127) 具 有 如 下 形式 的 解 


下 -上 = 


对 于 非 平庸 解 ,系数 矩阵 的 行列 式 必须 为 零 ,因而 
mr 十 Bm 十 7 二 0, 式 中 fp 二 一 (a 十 4), 7 二 ad 一 bc. (13) 
我 们 假设 7 考 0, 且 户 一 47 关 0。 于 是 有 下 列 几 种 可 能 性 。 


[. 8°— 47> 0. 


方程 (13) 具 有 实 根 四 
1 一 一 十 V 订 一 和， m=——p—VP— 4 
I(a): 2 一 0， 因 而 mi >>0，ma 到 0. 平衡 是 不 稳定 的 ， 而 


[(b): 


(X,Y 了) 附近 的 轨道 象山 关 附 近 的 水 平 线 ， 因此, (X， 
Y) 称 之 为 一 个 鞍点 或 动 口 . 图 11 2 中 的 平衡 点 (， 0 ) 
鸯 是 一 例 ， 
7 > 0。 如 果 是 负 的 ( 正 的 )， 那 末 两 个 根 都 是 正 的 
〈 负 的 ) ,平衡 就 不 稳定 (新 近 稳 定 )。 可 以 证 明 ,轨道 形 
成 了 一 个 图 11.3 所 示 骨 的 节点 . 

ltl: pF — 47 < 0， 


现在 (13) 式 具有 两 个 共 轿 复 根 一 8 十 1 V47 一 B? 而 (12) 所 具有 
的 解 正比 于 


一 


picos(i M47—B8’), ce-ptsin (1AA47 一 PB). 


If(a): 6 一 0。 扰动 是 周期 性 的 ， 因 此 平衡 点 附近 的 轨道 是 


[I(b): 


封闭 的 。 这 种 平衡 点 称 之 为 一 个 中 心 。 平 衡 是 李 雅 普 
请 夫 稳 定 和 随 遇 稳 定 、 图 11.2 中 的 点 (0, 0) 就 是 中 
心 的 一 个 例子 . 

8 0。 平衡 点 是 螺旋 线 的 焦点 ， 如 果 6 一 0， 随 着 
时 间 的 推移 ,位 相 点 螺旋 上 升 得 离开 焦点 越 来 越 远 , 屠 
末 焦 点 是 不 稳定 的 。 相 反 ， 如 果 8 > 0， 焦 点 则 是 渐 
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近 地 稳 定 的 . 
在 各 种 情况 下 (12) 式 的 解 所 呈现 的 各 种 不 同类 型 的 定性 特征 


. 图 11.3 典型 的 稳定 节点 附近 的 轨道 。 当 布点 不 焰 定 时 ， 
箭头 是 反 同 的. 
可 以 很 快 地 从 图 11.4 得 到 确定 。 但 是 这 种 性 质 对 于 平衡 点 (X， 
Y ) 附近 的 非 线 性 方程 (10) 是 否 也 适用 呢 ? 这 就 是 说 ,能 否 证 明 线 
性 化 会 导致 (12) 式 昵 ? 原来 作 肯 定 回答 的 充分 条 件 是 F 和 G 以 及 
它们 的 一 阶 导数 在 (X,Y) 附近 具有 连续 性 。 并 不 惊奇 ， 中 心 是 
1 及 一 47>0 
B>0,7>0 


2 =4 
稳定 结 点 上 


8* -4Y<0.6>0.Y>0 
稳定 焦点 


Y 研 0， 鞍点 : 7 
有 -47<08<0.7>0 


有 4 一 47>0 
BSB<OYy~>0 
不 稳定 结 点 


图 11.4 (12) 式 解 的 定性 特征 : dx/dt = ex 寺 by, dy/di = cx + dy 
z z 简写 :6 二 一 (a + d)， 7 二 ad be, 


六 的 要 
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一 个 例外 情况 ， 

因为 最 微小 的 不 准确 性 就 可 以 阻止 状态 点 完全 回 到 周期 解 所 
变 求 给 定位 置 上 上去. 

中 心 的 情况 ,以 及 2 一 0, 8 一 47 = 二 0 的 情况 ,，( 这 些 并 未 
包含 在 上 面 讨 论 的 可 能 性 中 .) 肯 定 需要 更 多 的 讨论 。 这 里 没有 把 
中 心情 况 包 据 在 我 们 讨论 的 范围 之 内 ， 

作为 一 个 已 解 过 的 例子 ,我们 现在 来 和 邯 虑 阻尼 摆 。 上 面 得 到 
机 旋 显 式 所 用 的 方法 不 再 可 用 了 。 因 此 在 这 种 情况 下 ， 一 般 有 的 相 
平面 方法 是 不 可 了 氧 少 的 . 

例 阻尼 摆 所 避 循 的 方程 为 

O06+ v0 sin0 = 0, (14) 
试 分 析 其 相 平 面 的 狂 质 .。 
解 ” 我 们 写 出 


对 而 
=y, y= py — sinx, 
绕 平衡 后 (0, 0) 作 线 性 化 , 我 们 得 到 
: ==), y= yy x, 
因而 从 (12) 和 (13) 式 得 到 
a=0,6=1, c=—1,d=—y; 
8 一 DY 一 1， 8 一 47 一 7 一 人， 
因此 ,如 果 宪 一 4 盖 0， 那 末 《0, 0) 是 一 个 稳定 市 后 ,如果 
4 二 0， 就 是 一 个 稳定 焦点 。 这 两 种 可 能 性 与 在 (线性 化 的 ) 单 摆 
问题 的 基本 研究 中 所 嫌 到 芍 过 阻尼 和 灰 阻 尼 相 等 同 ， 
考虑 平衡 点 x 二 x，》 二 0。 用 下 式 引 进 扰动 x* 和 y: 
=x 二 Xx, 》 一 7 
并 加 以 线性 化 ,我 们 得 到 
无 一 YY = 一 yy 十 Xx。 
因此 , p=:v,， 7 二 一 1l, 8 一 47 一 7 十 4， 因而 (x, 0) 是 一 个 
通 点 (这 与 无 阻尼 摆 是 相同 的 )。 物 理 上 的 直 党 排除 了 极限 坏 ， 因 
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为 不 供给 能 量 去 补充 阻尼 过 程 中 所 消耗 的 能 量 ， 就 不 可 能 有 周期 
的 运动 。 只 要 稍 有 点 阻尼 , 如 图 11.2 中 象 工 那 样 的 轨道 ， 现 在 就 
缓慢 地 盘旋 到 代表 摆 狼 向 下 无 运动 摆 的 平衡 点 上 去 。 可 以 看 到 在 
欠 阻 尼 的 情况 0<> < 2 下 ,位 相 图 如 图 11.5 所 示 。 


图 11.3> i 小 阻尼 摆 的 位 相 图 . (0, 0) 的 “吸引 区 ”被 除 上 了 黑色 ， 
关 线 条 代表 分 离线 。 在 轨道 最 终 接 近 于 渐 近 稳定 焦点 之 前 角度 沿 
轨道 工 增加 了 Zz 的 几 倍 《 几 次 倾 复 )。 恰 好 在 分 离线 $: 之 上 ,这 种 
“ 倾 复 ” 轨 道 对 于 在 (0, 0) 处 的 稳定 焦点 是 在 进 向 的 。 恰好 在 $: 点 
下 面 。 执 道 代 表 有 界 范 围 的 衰减 振动 . 读者 应 该 设法 使 他 自己 相 
信 ， 这 里 所 描述 的 定性 特征 是 从 奇 点 的 性 质 ( 苇 点 和 焦点 交替 )、 从 
没有 极 忆 环 和 轨道 不 相交 但 在 奇 点 终止 的 事实 、 从 某 些 物理 考虑 而 
”来 的 , 试 把 本 图 与 图 11.2 相 比 较 ， 


对 于 相 平 面 的 讨论 为 我 们 提供 了 得 到 一 些 有 用 结果 的 方法 . 
仍然 ， 它 仅 是 触及 了 问题 的 一 些 皮 毛 。 如 车 想 有 一 个 初步 而 简要 
但 却 比 这 里 所 给 出 的 较为 详细 的 解释 ,读者 可 参阅 Boyce 和 DiPri- 
ma 《1969) 的 书 的 第 九 章 。 至 于 着 眼 于 应 用 的 更 为 丰富 的 研究 ， 
(例如) 可 以 在 J Stoker 和 A. Andronovyv、 A. Vitt 和 S. Khaikin? 
的 书 中 找到 . 关于 理论 结果. 读者 可 以 从 阅读 Coddington 和 Levin- 
son(1955) 的 经 典 教 科 书 着 手 ， / 


1) Nonlinear Vibrations (New York: Wiley-Interscientce, 1950), 
2) Theory of Osciliations (Elmsford, N. Y.: Pergamon, 1966), 
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相伴 面 概念 可 以 大 加 推广 .例如 考虑 NN 个 质点 的 系统 。 初 始 
条 件 要 求 规定 每 个 质点 的 三 个 位 置 分 量 和 三 个 速度 分 量 。 不 用 位 
相 平 面 我 们 必须 考虑 6N 维 的 相 空 间 , 一 半 是 位 置 坐标 ,一 半 是 束 
度 坐 标 。 我们 涉及 到 6N 个 自由 度 的 系统 。 在 连续 介质 力学 中， 
质点 失去 了 它们 的 个 性 ， 但 已 证 明 ， 引 进 无 限 维 位 相 空 间 是 有 用 
的 ,其 中 每 一 维 都 是 与 某 个 变量 的 传 里 叶 分 量 相等 同 的 . 

我 们 观察 到 ， 相 平面 分 析 中 感到 兴趣 的 是 轨道 的 定性 性 质 而 
并 非 轨道 的 精确 过 程 。 微 分 方程 的 近代 研究 大 部 分 集中 在 阐明 这 
个 定性 的 性 质 , 而 这 正 是 应 用 数学 家 所 关心 的 东西 ， 


纤 习 


1. (a) 利用 (7) 式 证 明 , 如 果 沿 线 w = K9 接近 于 原点 , 那 末 我 们 
经 过 的 轨道 的 斜率 为 一 入.《 因 此 极限 贷 率 依赖 于 起 近 下 
方式 .) 试 用 图 解释 . 
(b) 使 (1.5) 和 (1.7) 式 与 (7) 和 (8) 式 相 一 致 . 
2. (a) 从 (10.13) 式 消去 ce* 和 c* 得 到 s* 和 2* 的 两 个 方程 ， 
(b) 证明 只 有 一 个 物理 上 有 意义 的 平衡 点 , 并 确定 它 的 稳定 性 . 
(c) 在 s*-p* 平面 的 第 一 象限 里 找 出 ds*/drr 和 dp*/dr* 都 是 
正 的 ,都 是 负 的 ,或 具有 反 号 的 两 种 组 合 的 四 个 区 域 。 利用 
这 种 知识 画 出 可 能 的 轨道 . 
(d) 把 现在 的 方法 与 第 十 章 中 关于 这 个 问题 的 方法 加 以 比较 ， 
[参阅 I. G. Darvey 和 R.F. Matlak “An Investigation of a 
Basic Assumation in Enzyme Kinetics Using Results of Geo: 
metric Theory of Differential 正 quations  , Bull. Math. Biophys, 
29, 335-41 (1967).] 
3. 《a) 方程 组 
= (a br— ey) (ef gy)y 
是 两 种 生物 之 间 苑 和 争 的 一 种 简单 借 型 。( 这 里 a, b,c, <， 
1 和 & 宛 是 弟 数 .) 瑟 出 一 篇 论文 ， 并 述 这 个 模型 中 假定 了 
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些 什 么 ,以 及 可 预料 到 该 模型 的 局 限 性 是 什么 。 

《b) 考虑 相 平 面 , 试 证 明 如 果 (e/c) > /20 和 to /5) > 《ce/ 放 ， 
孝 末 种 失 >z 获胜 ,这 合理 吗 ? 

(c) 讨论 情况 (af/c) (e/g)，(e/1) 二 (a/5)。 ( 参 J. 
M, Smith Mathemaical ldeas 1n Biology, Cambridpge: Camb- 
ridge U. P., 1968) 

4. 利用 相 平 面 方法 求解 练习 15.2.7 (这 个 问题 是 自 洽 的 )。 
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第 十 二 草 ” 杆 的 纵向 运动 


现在 我 们 开始 本 卷 的 第 三 部 分 ， 这 一 部 分 用 来 研究 基本 的 连 
续 介 质 力学 ， 本 章 讨论 杆 的 一 维 纵向 运动 ， 这 个 物理 问题 在 很 多 
情况 下 都 会 出 现 . 我 们 将 会 看 到 ， 利 用 比较 初等 的 数学 技巧 就 可 
以 阐明 所 水 及 问题 的 车 干 有 意义 的 方面 ， 举 一 个 例子 来 说 ， 一 入 
射 弹性 波 作用 在 反射 平面 上 的 力 要 加 倍 (练习 12.2.9)。 如 果 预 先 
没有 估计 到 这 种 现象 , 那 末 就 可 能 会 产生 可 怕 的 后 果 . 

我 们 推导 基本 方程 所 依据 的 方法 是 与 推导 三 维 连续 介质 中 类 
似 的 结果 所 用 的 方法 相同 的 。 我 们 感到 、 如 果 这 个 普遍 的 方法 不 
是 在 复杂 的 三 维 几何 形状 下 首先 提出 来 ， 那 可 能 会 比较 清楚 些 . 
因此 ,我 们 向 大 家 建议 ,在 阅读 第 十 三 章 以 后 的 一 般 材料 之 前 至 少 
应 该 先 学 习 12.1 节 。( 另 一 方面 ， 有 些 人 则 欢喜 把 本 章 看 作 连 续 
介质 一 般 理论 的 一 个 具体 的 示例 ,这 肯定 是 一 个 可 行 的 方法 ，) 这 
里 考虑 的 许多 特殊 问题 都 是 以 后 要 解决 的 几何 形状 更 复杂 的 类 似 
问题 的 范例 。 象 波 的 传播 .反射 和 透射 .色散 ,间断 的 传播 ,自由 振 
动 , 这 些 论 题 都 是 以 自然 的 方式 出 现 的 。 虽 然 有 时 有 些 困 难 , 但 在 
研究 这 些 论题 时 所 用 的 数学 技巧 都 可 加 以 推广 ， 以 使 它们 适用 于 
二 维和 三 维 情况 ， 


十 一 一 十 一 
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图 12.1 可 以 着 作 “ 细 长 ”的 一 根 杆 。 假 定 垂 直 于 单位 天 量 工 的 横 
截面 在 其 运动 过 程 中 仍然 是 平面 并 保持 着 它们 的 形状 . 


我 们 总 的 教学 策略 是 采用 最 有 利 的 态度 去 表述 简单 而 又 有 意 
义 的 一 维 弹 性 ?运动 。 在 这 里 我 们 并 未 处 理 某 些 需要 作 深 入 讨论 


1)“ 恢 复原 始 体 积 和 形状 的 性 质 就 称 之 为 弹性 ”(Love，1944)， 
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的 细微 的 区 别 ， 
12.1 基本 方程 的 推导 
几何 形状 

假定 图 12.1 所 示 的 杆 是 细 长 的 。 这 就 是 说 , 它 的 横 截面 的 平 
均 直 径 必须 比 它 的 长 度 小 .虽然 机 截面 可 能 有 变化 ,但 我 们 仍 要 求 
这 种 变化 沿 杆 的 纵向 是 小 的 。 由 于 对 几何 形状 作 了 这 些 限制 ， 采 
用 下 述 假设 就 不 是 不 合理 的 了 : 在 运动 过 程 中 ， 每 个 模 截 面 保持 
平面 在 纵向 作 无 捏 转 的 运动 。 正 是 这 个 假设 使 得 杆 的 仅 有 的 变化 
是 纵向 的 ,这 就 使 问题 具有 一 维 的 性 质 . 

在 整个 这 一 章 中 ， 我 们 都 假设 可 以 把 杆 看 成 是 由 作 光 滑 运动 
(除了 可 能 的 一 些 特殊 位 置 以 外 ) 的 连续 分 布 的 物质 组 成 的 . 作 这 
个 假设 是 十 分 自然 的 。 但 是 连续 介质 假设 具有 更 深刻 的 含意 ， 这 
一 点 读者 可 在 13.1 节 中 找到 . 

我 们 将 交替 使 用 两 个 自 变量 。 空 间 坐 标 x 代表 空间 中 的 某 个 
特定 的 位 置 ,而 物质 坐标 4 代表 杆 的 某 个 特定 的 横 截面 ,我 们 总 是 
用 一 个 横 截面 离开 一 个 参考 点 (原点 ) 的 距离 4 来 确定 这 个 截面 . 
这 种 测量 是 在 某 个 固定 的 参考 时 间 (通常 是 :一 0) 做 的 .通常 把 
原点 右 ( 左 ) 边 的 距离 取 作 正 ( 负 ) 的 . 

在 一 维 间 题 中 ， 关 于 杆 运 动 的 完整 的 数据 楼 求 我 们 始终 知道 
各 截面 的 位 置 。 我 们 将 把 所 需 描述 的 横 截 面 轨迹 的 函数 写作 如 下 
的 式 子 : 

r= x(A,t), x*(A, 0)=— 4, (1a,b) 
这 就 是 说 ,这 些 方程 说 的 是 “ * 是 原先 (时 间 为 零 时 ) 位 于 4 的 截面 
在 现在 时间 * 时 ) 的 位 置 ; 4 是 原先 在 时 间 为 零 时 位 于 4 的 截面 
的 位 置 ”. 

我 们 将 假定 (1) 式 是 唯一 地 可 逆 的 ， 因此 可 以 写 出 

A= A(x,t1) [有 A4(A,0)= A], (2) 
这 就 是 说 ，“4 是 现在 * 处 的 质点 的 初始 位 置 >、 用 通常 的 语言 来 
说 ,(2) 式 是 由 求解 (1) 式 用 x* 表示 4 而 得 到 的 ， 按照 定 义 , 这 意味 
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着 下 列 等 式 成 立 : 
x[TLdCxzyr)y ti 一 xz，4xdy fir 一 4 (3a ,b) 


例 1 如 果 *=4+z,， 那 末 4 二 x 一 :， 事 实 上 ,(* 一 起 +t=*， 
(A+i1)—i:= 4. 
如 上 所 述 , 有 时 我 们 用 4 作为 自 变量 {在 (1) 式 中 ], 有 时 则 用 x 作为 自 变 
量 [ 在 (2) 式 中 ]， 但 请 注意 ,我 们 有 时 也 用 4 作为 应 变量 [在 (2) 式 中 ]， 耳 有 
时 则 用 x 作 应 变量 [在 (1) 式 中 ]. 
通常 ,我 们 用 小 写字 母 代 表 空 间 变 量 的 函数 ， 而 用 大 写字 母 代 表 物 质变 
量 的 函数 。 因 此 我 们 将 写 出 
lx(A， 1)， i| = F(A, 1),。 f(x*,1) 一 F[A(x, 1 )， |. (4a, b) 
例 2 令 9(x,z:) 代表 时 刻 上 时 位 置 * 处 的 温度 。 令 6(4,t) 表示 原 
来 位 于 4 处 的 截面 在 时 刻 上 时 的 温度 。 于 是 
Ofx(A4,1),1] = OA4,1), 00(x,1) = OACx, #1), 1|. (5a,b) 
注意 , 若 用 * 和 : 替代 4, 再 利用 3(a) 式 ,(5a) 式 就 变 成 了 C5b) 式 , 类似 
地 用 (3b) 式 可 以 把 (5b) 式 变 成 (5a) 式 . 
我 们 必须 经 常 把 空间 变量 变 成 物质 变量 ， 有 了 时 我 们 将 采用 简 
写 符号 而 不 用 多 少 有 点 复杂 的 符号 (4a) 式 或 者 甚至 更 复杂 的 符号 


f(x, 1 ) | vrs, 1)9 


我 们 有 时 作 如 下 的 简 瑟 
ff{xCA,7)1]1 二 ryt)/4 或 [x(A,1),1] = 1/4 (6) 
(6) 式 应 该 读 作 "在 4 处 计算 户 ， 类 似 地 ,我 们 写 出 
F[A(x,1), = 下 | (7 ) 


为 了 弄 靖 想 在 一 些 常 用 公式 中 出 现 的 这 个 符号 ， 让 我 们 用 连 
锁 法 来 考虑 (4a) 式 的 导数 ?。 我 们 得 到 [练习 1(4)] 


1) 在 附录 13.1 中 可 找到 关于 连锁 法 则 的 详细 讨论 。 这 里 我 们 仅 注意 到 把 x 和: 
看 作 空 间 变 量 而 把 4 和 # 看 作 是 物质 变量 是 有 帮助 的 , 其 中 /一 上 于 是 适用 


于 《4a) 式 的 连锁 法 则 为 
oF _ 6 Ox Of ot 
04 Dr | A O44 Of |4 064” 
oF _ of Ox Of ao} 
OF Ox 14 Of 14 Dr “ 


当 把 上 与 看 作 相 同时 ,这 两 个 方程 简化 为 (8) 式 


。 398 。 


oF -of oz OF _ 0f ar + Of | (8a,b) 

4 ' Ox 1404 0! Oxr I401 01 1:14 

把 注意 力 集中 在 起 初 位 于 4 、 现 在 (即时 间 # 时 ) 一 定 在 * 处 的 
一 个 截面 。 把 初始 位 置 与 现时 位 置 连接 起 来 的 矢量 称 之 为 位 移 矢 
入, 并 与 作 

UCA, 72) = UC(A, 1)i, 
这 里 i 是 指向 4 的 正方 向 的 单位 矢量 。 分 量 函数 UC(4 ,1t) 将 看 
作物 质 坐 标 上 的 ) 位 移 ， 从 图 12.2 我 们 看 到 
(A,i1)= A + UC(A,t) (9) 


时 刻 0 UAV1 .时 刘 : 


| XX 
图 12.2 当 一 个 截面 从 初始 位 置 寻 运动 到 最 终 位 置 
x(4 1 一 4 十 DCd4dy 1 时 发 生 的 位 移 . 


我 们 把 空间 坐标 的 位 移 u(x, 已 定义 为 


ux» 1) 一 U[ACx, 1),], “(10) 
如 琳 我 们 用 * 代 父 4 ,从 (9) 式 得 到 / 
x =—= A(x,t) TF u(x ,i), : C11) 


这 个 式 子 可 解释 为 “现在 在 * 处 的 截面 的 初始 位 置 加 上 这 个 截面 
的 位 移 等 于 它 现在 的 位 置 . ” 
截面 的 纵向 速度 分 量 ,或 简 言 之 速度 ,可 用 物质 坐标 定义 为 


V(AS?2) = Ox(4, 1 。 - (12) 
ot : 
从 (9) 式 我 们 也 有 : 
VA,2) 一 CA (13) 
0! 
空间 速度 分 量 ” 由 下 式 与 V 相关 联 
v(xX, 1) = VI[A(x, 1),1], (14a,b) 


v[* (A zh) 1] = V(A, 1), 
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于 是 用 空间 和 物质 坐标 可 分 别 把 速度 矢量 表示 为 
vrs ti v(x) WVASN = VA, 1). 


物质 导数 和 和 准 可 比 


用 现在 的 符号 ,连锁 法 则 (8b) 可 写作 
oF _ of y of 
Ot! Or 14 Or 


我 们 将 把 下 述 重要 方程 定义 为 函数 fx, 1) 的 物质 导数 Df/Dz 
(16) 


(15 


二 
-4 


| Df(x,1:) _ OF(4 ,1) 
D! Oz 


A=A(x1t) 


在 (15) 式 中 作 替换 4 一 A(x， /), 我 们 就 立即 得 到 


区 2 -~ 2 + v(x, 1) SA. 
| 

物质 导数 DKx,1)/Dz 代表 跟随 物质 截面 的 函数 f 的 改变 率 ， 

它 可 以 看 作 乘坐 在 现在 位 于 * 的 截面 上 的 观察 者 所 看 到 的 f 随时 


间 的 改变 ， 


(17) 


例 3 务虚 一 根 温度 6(x*, :) 不 均匀 的 静止 杆 《z 三 0)， 这 时 
DOCx, 2) 00( x, 2 
1 Of 
x 处 的 温度 可 能 改变 的 唯一 的 原因 是 因为 在 该 点 处 出 现 的 加 热 过 得 或 冷却 


过 程 . 但 如 果 杆 是 运动 的 ,我 们 就 有 


De 00 DC 
Dr 7 + ar: (18) 
出 现 了 一 个 附加 的 项 ,这 是 因为 物质 被 整体 地 以 速度 。 的 带 或 运送 过 位 置 = 


的 缘故 . 
例 4 考虑 一 根 无 限 长 的 杆 定常 地 通过 一 个 把 它 压 薄 的 滚 子 。《〈 见 图 
12.3) 把 某 个 时 刻 指定 为 :二 0, 并 在 远离 深 子 左 侧 的 某 个 截面 上 标 上 坐标 4. 
这 个 蕉 面 的 速度 在 它 到 达 深 子 之 前 近似 地 保持 常数 。 然后 再 加 速 到 较 薄 的 
杆 不 致 成 为 运动 障碍 所 需 的 较 快 的 速度 因此 VC4, :) 的 曲线 如 图 12.4 所 
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图 12.3 一 根 非常 长 的 杆 定常 地 经 过 一 个 滚 子 ， 
较 薄 的 物质 运动 得 比较 厚 的 物 计 快 ， 
y (A. 1 


t 


图 12.4 因为 色 过 滚 于 ,图 12.3 中 杆 的 某 个 指定 

载 面 的 速度 ,在 杆 被 延伸 时 增加 了 . 
” 东 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 盯 着 某 个 具体 点 *， 那 末 这 里 的 速度 是 决 不 会 改变 
的 。 内 为 这 个 过 程 已 被 假定 为 定常 地 进行 的 。 因此 ， 在 任何 固定 的 * 处 ， 
(zs !) 是 常量 ; 即 6v/6: = 0 

对 于 这 一 速度 ;(17) 式 一 般 采 取 下 述 形式 


Dv(x,1) Ov(x,z) Ov(x,t) 
Tp t+ (19) 


这 个 方程 的 左 端 是 现在 位 于 * 的 某 截 面 的 速度 随时 间 的 改变 率 。 换 言 之 ， 
(19) 式 是 现在 位 于 * 处 的 模 截面 的 加 速度 的 表达 式 .。 正如 我 们 已 经 看 到 的 
那样 ,在 目前 这 个 例子 中 (19) 式 右 端 的 第 一 项 为 零 , 因 为 在 某 个 给 定位 置 上 
的 速度 总 是 不 变 的 ,但 根据 图 12.4 我 们 预期 任何 给 定 截面 的 加 速度 并 不 为 
零 .事实 上 ,(19) 式 的 第 二 项 对 加 速度 的 贡献 是 不 为 零 的 ， 这 是 由 下 列 事实 
引起 的 : 时 刻 + 位 于 x 处 的 截面 已 不 是 时 刻 (: 一 4) 位 于 * 处 的 截面 了 . 

对 于 某 些 人 来 说 ， 要 他 们 相信 6v(x, 5/6: 不 是 位 于 * 处 截面 的 加 速度 
十 很 难 的 。 但 请 注意 


9z(xz yt) im vx, t+ At) — vx,1) 
Of Adi:0 A 


分 子 给 出 了 位 于 * 处 的 截面 分 别 在 时 刻 上 + At 和 :的 速度 之 差 。 一 般 地 ， 
这 是 两 个 不 同 的 截面 ， 但 为 了 得 到 加 速度 ， 我 们 必须 计算 单个 截面 速度 的 
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时 间 改 变 率 . 


通过 对 (8b) 式 作 运算 ,我 们 已 推 得 了 茶 些 极其 有 用 的 结果 . 税 
为 不 太 有 用 的 公式 ， 但 仍然 很 有 价值 的 结果 , 则 可 以 从 (84) 式 推导 
出 来 . 


事实 上 ,(8a) 和 (9) 式 意味 着 
oF _ ( ovU\0f_ 
O04 OA/:Oxr 14 
或 
Orl4 1 二 851/684 
此 外 [练习 1Cb)] ,人们 可 以 证 明 
- OF| _ Of/Ox 
OA|x 1 — Ou/Oxr (21) 


在 上 述 计 算 中 出 现 的 导数 是 x 坐标 和 4 坐标 之 闻 的 一 维 变换 
的 雅 可 比 。 考虑 到 这 一 点 ， 让 我 们 写 出 6x/64 一 儿 4,:)， 不 
入 ,我 们 还 将 需要 8J/64 的 简单 的 表达 式 . 应 用 连锁 法 则 ， 我 们 


看 到 
5 一 (二 ) 一 人 | 
t Ot: \04 OA \01 


_ er_ er Ox 


BA Bx 1404 
于 是 ,我们 得 到 了 用 物质 坐标 表示 的 欧 拉 膨 胀 公式 


(22) 


寺 


4 


| O74) A,1) OE 
Or Ox 


用 空间 坐标 ,(22) 式 变 成 
DJ[A(x, 1) ,1] J[4(Cxsr)si] Ov(x52) (23) 
D1 Ox 


在 13.4 节 中 ,我 们 可 找到 这 个 脱 胀 公式 在 较 高 维 数 情 况 下 的 推 
广 。 从 那里 将 看 到 ,所 得 的 结果 在 本 质 上 是 与 (22 ) 和 (23) 式 相 同 
的 . 但 计算 更 复杂 些 。 


e 402 。 


质量 守恒 

象 三 维 连 续 介 质 的 情况 一 样 ， 我 们 把 研究 质点 系 力学 时 作为 
出 发 成 的 各 种 基本 定律 的 推广 取 作 基本 的 假定 . 

我 们 首先 考虑 质量 守恒, 所谓 质 量 守 和 恒 ， 我 们 指 的 是 在 整个 运 
动 过 程 中 。 杆 的 任何 部 分 的 物质 的 质量 是 不 变 的 。 为 了 弄 明白 这 
种 说 法 的 解析 含意 。 让 我 们 用 p(x,z:) 来 表示 时 间 :时 位 于 * 截 
面 处 单位 体积 的 杆 的 质量 ， 因 而 ,在 物质 坐标 下 质量 密度 ,或 简单 
地 称 为 密度 5(4,:) 则 为 

6(A ,21) = plx(4A4, 1), 1]. (24) 

类 似 地 ， 我们 将 用 r(x ,1) 来 表示 时 间 上 时 位 于 * 处 的 横 截面 面 
积 。 在 物质 坐标 下 ,这 个 横 截面 面积 将 用 S 来 表示 ,这 里 

SCA,1) = ofx(A ,1),1]. (25) 

读者 记得 ， 我 们 已 假设 每 个 横 截 面 仅 在 纵向 作为 一 个 整体 运 
动 。 因 此 ,给 定 和 覃 截面 的 面积 将 不 随时 间 改 变 , 即 


SsCA,1) = S(A,0). (26) 

因此 
Ilxy 1) = S[ACx, 1), 0]. (27) 
而 且 , 因 为 A(z, 1) =— x — ulx, 1) ,我 们 可 以 写 出 z 
oxs1) = SIr — u(x, 1), 01]. (28) 


六 为 在 上 一 0 时 面积 的 分 布 SC4 ,0) 假定 是 已 知 的 , 因此 , 虽然 
位 移 x(x, 1) 本 身 仍 必须 加 以 确定 , 但 我 们 却 看 到 ol(x, 1》 就 是 
+ 一 (XY, ti) 的 一 个 已 知 力 数 。 

我 们 将 及 时 跟踪 李 的 任 选 的 茶 一 部 位 ， 在 上 一 0 了 时， 该 部 位 
被 定 为 区 间 
MA<N, 
而 在 + 时 它 由 下 式 给 出 

ml(t) Sx En(t), 

其 中 
MD)=mD), X(N)mnt), (29» 
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现在 可 把 质量 守恒 的 假设 写成 如 下 的 形式 


2 plx, 1t)o(x, 1)dr = 0. (30) 


为 了 避免 微分 积分 限 ,我 们 把 积分 变量 改 为 物质 坐标 , 结 采 得 到 
A px, ox, tdx 


Ox 
-|, (4» 1)S(4, 1) HE dA. 


对 被 积 函数 取 导 数 , 并 且 用 了 代替 6x/64 ,我 们 得 到 
| 8.Css)7 十 5S J |a4. (31) 


利用 欧 拉 膨胀 公式 (22) 我们 可 以 把 最 后 一 个 积分 写作 


| 全 0 (8S) 十 58 一 0v 1a4. 
Af Ox 多 


把 这 个 最 后 结果 化 回 空 间 坐 标 , 我 们 发 现 , 质 量 守 恒 要 求 取 如 下 的 
形式 ,: 


ero 0 


因为 区 间 六 委 * 委 ”是 在 杆 的 任意 部 位 取出 的 ,因而 ,如 果 杆 (如 
同 我 们 所 假设 的 那样 ) 是 连续 的 话 , 上 述 方程 中 的 被 积 图 数 本 身 便 
等 于 零 ?。 因 此 ,我 们 得 到 质量 守恒 的 微分 方程 


D( po) 十 po ov -= 0 (33) 
D! Or 


这 个 方程 常常 称 之 为 连续 方程 。 如 果 我 们 把 单位 长 度 的 质量 定义 
为 石生 pa 那 未 就 可 以 写 出 一 一 种 在 某 综 人 看 来 更 为 效 秋 的 形式 ， 由 
此 (33) 式 便 变 为 


1) 形式 上 ,我 们 已 月 了 Dubois-Reymond 引 理 ，[ 见 方程 C4.1.1)) 后 面 的 注释 .1 
在 做 这 个 到 空间 坐标 的 最 终 的 改变 之 前 使 用 这 个 引 理 可 能 更 可 取 些 ， 因为 如 
时 积分 区 间 的 任意 性 更 清楚 些 ， 
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Dp _ Ov 
Di 7 Ox (34) 


在 我 们 一 直 在 考虑 的 一 维 情况 下 ， 连 续 方程 还 可 加 以 简化 .为 了 
弄 清楚 这 个 问题 ,我 们 还 记得 5(4,:) 一 SC4, 0)。 于 是 


OS Do 
Br 0， 因而 Dr 0. (35) 
因而 (33) 式 便 变 成 
Do | Ov _ 
DbD Po Ox . (36) 
在 物质 是 不 可 压缩 的 情况 下 ， 

6(A,1) = 6(4,0). (37) 
05 _ Dp 
5 0 因而 PP 一 0， (38) 


连续 方程 则 简化 为 
Ov 
Ox 


因此 , 杆 在 运动 时 不 再 变形 (练习 11). 


一 0. (39) 


力 和 应 力 


为 了 考虑 一 维 线 动量 平衡 的 假设 ， 我 们 必须 对 所 要 考虑 的 力 
来 说 一 \ 两 句 话 。 这 些 力 将 分 成 两 类 : 体力 和 表面 ( 忠 ) 力 . 体力 
( 象 重力 ) 定 义 为 在 杆 的 某 部 分 上 作用 着 的 力 ， 其 大 小 为 该 部 分 本 
的 体积 或 质量 的 函数 。 衷 面 力 则 为 通过 杆 的 模 截 面 从 杆 的 一 部 分 
传递 到 另 一 部 分 的 力 ， 并 假定 它们 只 与 截面 的 位 置 以 及 所 研究 的 
杆 的 这 一 部 分 是 在 截面 的 左边 还 是 右边 有 关 、【〔 有 关 三 维 情况 下 
的 相应 的 分 析 , 读 者 可 以 参考 14.2 市 ，) / 

我 们 正在 考虑 的 力 和 其 他 矢量 都 平行 于 i 方向 ， 因 此 矢量 及 
其 一 个 分 量 之 间 的 区 分 是 不 太 有 意义 的 .尽管 如 此 ， 至 少 现在 保 
留 这 种 差别 仍然 是 有 用 的 ,单位 质量 的 体力 将 用 空间 坐标 f(x, 1) 
来 表示 ， 物 质 坐标 下 体力 为 4,:)， 这 里 
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F[A(x, 1),1}] = f(x, 7). 
我 们 也 写作 
f(x,7) = f(x, i. 

表面 息 力 或 应 力 矢量 将 用 tx, 与 十 ) 来 表示 。 这 表示 时 间 
t 时 位 于 x 处 单位 模 截 面积 上 的 力 。 这 个 力 表示 正 问 的 物质 作用 
人 在 人 负 端 物质 上 的 力 ”?。 类 似 地 ,t(x, 1; 一 ) 是 时 | 间 上 时 位 于 zx 处 单 
位 模 截 面 上 人 负 端 的 物质 作用 在 正 端 物质 上 的 力 ， 

我 们 强调 ， 如 有 果 我 们 米 芬 虑 时 间 :时 位 于 x 处 的 一 个 面积 为 
o 的 模 截 面积 [图 12.5(a)], 那 未 只 有 在 约定 考虑 杆 的 哪 一 部 分 作 
用 应 力 之 后 ,我 们 才能 确定 鼻 力 。 因此 ,在 图 12.5(b) 中 ,我 们 来 考 


， 二 . 网 1 
避 Fa 人 a ea 
二- 全 
四 人 ; | 
, ， - = We 2 可 ~ 
四 上 ed 
A 这” 
和 t (x, 1, +) 0 (Xx, /{) tx, 1,—)o0 (x,1) 
和 i 
i 


Gb) / (0) 


图 12.5 (a) 杆 的 横 截 而 * 处 的 应 力 是 不 明确 的 。 〈b) 应 力 矢量 

tx, 2z; 一 ) 与 横 截 面 G(x, ) 的 乘积 表示 标的 无 阴影 部 分 作用 在 

有 阴影 部 分 上 的 表面 力 。(c) 与 〈b) 相反 ， 这 里 表面 力 表示 杆 的 

阴影 部 分 作用 在 无 阴影 部 分 上 的 力 

虑 截面 右边 的 物质 所 产生 的 应 力 ,这 样 产生 的 力 为 oCx，, 人 tCx， 4 
十 )。 类 似 地 ， 在 图 12.5(c) 中 ， 我 们 示 出 了 杆 左 端 物质 作用 在 右 
北 物 质 上 产生 的 力 o(x, 1 tCx, ! 一 )， 由 于 预料 到 有 某 种 类 型 的 
-作用 和 反作用 ”定律 存在 ,我 们 已 把 矢量 长 rz 1; 十 ) 和 tx*,1; 一 》 
画作 方向 相反 的 矢量 . 这 样 的 一 个 定律 我 们 将 在 下 面 来 证 明 . 


1》 记 住 ,按照 惯例 , 正 端 就 是 右 端 。 另 一 种 表示 方法 虽然 比较 元 长 但 在 14.2 节 中 
却 要 使 用 , 它 用 以 x,z; 让 代替 tCx, 十 )， 这 里 守 是 单位 正法 向 量 , 从 应 力 所 
作用 的 物质 指向 外 面 ， 类 似 地 ，tx, 1; 一 i 用 来 代替 tx, #; 一 ). 而 所 示 的 
矢量 (在 这 种 情况 下 是 一 这 仍 从 应 力 所 作 用 的 物质 指向 外 面 
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我 们 必须 指出 ,暂时 我 们 还 不 知道 图 12.5(b) 中 的 力 是 (如 图 
中 所 示 的 那样 ) 指 向 右边 还 是 左边 ,也 就 是 说 还 不 知道 该 截面 右边 
的 物质 对 杆 的 左边 是 拉 还 是 推 . 当 对 间 题 作 了 完全 的 分 析 以 后 ,这 
个 问题 就 可 以 解决 。 在 没有 这 种 分 析 的 时 候 ， 箭 头 的 方向 是 任意 
选择 的 ,而 箭头 的 这 个 方向 没有 意义 是 决 不 能 忽视 的 . 


7 hh 二 上 


(a) (b) 


图 12.6 (a) 处 于 拉 伸 状态 的 杆 ( 正 应 力 》). 
《b) 处 于 压缩 的 杆 ( 仙 应 力 》 


相反 ,如 果 我 们 知道 杆 的 一 部 分 处 于 拉 伸 状态 , 那 末 作用 于 端 
截面 的 力 将 如 图 12.6(a) 所 示 , 如 果 杆 的 截面 处 于 压缩 状态 , 那 末 
力 就 如 图 12.6(b) 所 示 . 

拉 伸 状态 称 之 为 一 种 “ 正 ” 应 力 ， 而 压缩 状态 则 看 作 是 一 种 
“ 负 ” 应 力 。 如 果 我 们 使 用 这 种 术语 ， 我 们 就 会 明白 习惯 上 有 两 种 
符号 可 以 用 。 把 拉 伸 看 作 是 正 的 ， 就 意味 着 我 们 用 一 种 符号 习惯 
把 相对 于 物体 本 身 指 向 外 部 的 应 力 叫 正 应 力 ， 而 把 负 应 力 看 作 是 
指向 物 内 部 的 。 另 一 方面 ,还 有 一 种 符号 习惯 ,用 4 轴 的 方向 来 指 
示 分 量 的 正 负 ， 因 而 ,我 们 从 图 12.6(a) 可 以 看 到 , 在 具有 “ 正 ” 应 
力 的 拉 伸 状态 下 ,应 力 tm, z; 一 ) 具 有 人 负 分 量 ,而 tCm, #; 十 ) 具 
有 正 分 量 。 当然 其 反面 对 于 压缩 状态 也 是 成 立 的 。 只 要 人 们 对 所 
用 的 情形 加 以 小 心 , 那 末 两 类 符号 习惯 都 是 有 用 而 且 是 等 效 的 。 


线 动量 的 平衡 
象 在 我 们 关于 质量 守恒 的 讨论 中 一 样 ， 让 我 们 跟 啼 用 空间 坐 


标 m(s) 和 x* < nz) 描述 的 杆 的 任 一 部 分 。 在 力学 上 , 线 ) 动 量 
是 质量 和 速度 的 乘积 .因此 ,这 一 节 把 线 动量 定义 为 积分 


nF) 
| povar, (40) 
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线 动量 平衡 的 假设 指出 , 杆 任意 部 分 线 动量 ?的 时 间 改 变 率 等 于 作 
用 在 上 面 的 外 力 之 和 ， 因 此 


也 | prvdx 


ms | pofax + tm, ii; CO—)or(m, i) 二 tm, tft; +)o(n, 1). 


z (41) 
我 们 采用 与 我 们 在 讨论 质量 守恒 时 完全 相同 的 方式 来 讨 论 
(41) 式 左 端 的 计算 。 先 变换 成 物质 坐标 系 ， 利 用 欧 拉 脱 胀 公式 进 
行 微 商 ,然后 再 回 到 空间 坐标 。 某 些 项 因为 质量 守恒 公式 (33) 而 
谢 去 ,在 这 以 后 ,我们 便 得 到 [练习 tc)]j 如 下 的 结果 
d 内 PF 
| povads 一 | po 万- dx. (42) 


由 此 ,关于 线 动量 平 笑 的 表达 式 (41) 便 变 成 
一 Dv 
le | 
— tm,2; — rm, 1) + ton, 7; + )oln, 71), (43) 
(43) 式 的 右 端 的 形式 有 点 棘手 ,因为 它 并 不 以 积分 形式 出 现 ， 
也 就 不 可 能 使 用 Dubois-Reymond 引 理 。 我 们 可 以 采用 下 面 的 方 
法 来 减轻 这 个 困难 ， 让 我 们 考虑 杆 的 任意 部 分 的 一 个 一 般 的 截面 
+ 一 xz 把 杆 的 上 述 区 间 分 成 两 部 分 工 和 I, 满足 
JI:. mm 三 + 生 Xo 1: Xo 二 XE 
( 见 图 12.7) 我 们 现在 把 公式 (43) 应 用 于 每 一 部 分 ,结果 得 到 
x0 Dv 
eB —f)es 
一 txoy 7; 二 ovo tt) Tt nm, 1; — )olm, 1), (442) 
” Dv 
J .oo 区 一 外 


一 tx ti; 一)0(Cxoy 1) + tn, it; + )o(n, 1). (44b ) 


1) 如 果 杆 的 线 动量 确实 是 守恒 的 ， 那 末 (40) 式 对 时 间 的 导数 就 是 零 。 
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图 12.7 截面 x = xo 把 杆 分 成 两 部 分 I 和 II， 


把 (44a) 与 (44b) 式 相 加 ,并 减 去 (43) 式 ,我 们 得 到 
: t( xo, f; 十 )aq( xo， t ) 十 t(xo， 7 : 一 )c(xo， 1 ) =—= (0, 
因为 + 一 xz 是 一 个 一 般 的 截面 ， 所 以 对 任何 截面 ， 我 们 得 到 结 
论 ” 
t(xy!; 一 ) 一 一 t(xy 1 士 )。 (45) 


应 该 注意 ,在 (45) 式 中 所 得 出 的 结案 可 以 看 作 是 在 普通 的 质 挟 力 
系 中 牛顿 第 三 运动 定律 《作用 等 于 反作用 ) 的 一 种 形式 ,尽管 在 现 
在 它 是 作为 线 动量 守恒 的 一 个 结果 而 得 到 .方程 445) 也 告诉 我 们 
在 画 出 图 12.5 (b) 和 12.5 (c) 中 方向 相反 的 矢量 x, zt, 十 ) 和 
xs, 一 ) 时 ,我 们 的 预测 是 正确 的 . 

我 们 现在 可 以 利用 作用 -反作用 的 结果 (45) 式 去 把 (43) 式 加 
以 简化 。 为 了 达到 这 一 目的 ， 我们 引进 如 下 的 定义 ， 应力 分 量 
T(x,1) 定义 为 ” 


t(x, t+) = T(r, ti. ] (46) 


内 此 ,从 这 个 定义 及 (45) 式 ,我 们 看 到 
tC(x, 21; CO—) = — T(x, Ni. (47) 
在 一 些 例子 中 ,我 们 要 想 在 物质 坐标 下 表示 应 力 分 量 , 并 且 将 为 此 


hii 


1》 刚才 完 成 的 推导 ， 除 了 符号 以 外 ， 完 全 与 适用 于 三 纵情 况 的 推导 相同 ( 见 练习 
14.21). 

2) 读者 会 注意 到 , 在 用 大 写字 母 表 示 在 空间 坐标 中 计算 的 量 的 这 一 方面 ,我 们 已 
经 不 一 臻 了， 但 是 ,我们 将 会 发 现 ， 这 种 偏离 会 更 密切 地 与 习惯 上 在 三 维 情况 
下 所 用 的 符号 体系 相 匹 配 ， 
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向 使 用 符号 T(4 ,1); 这 就 是 说 ， 
TA,1) 二 Tix(A,1),t] 或 T(x,1) 一 TiAl, 1),1], 
现在 我 们 可 以 把 (43) 式 的 右 淹 写成 一 个 积分 的 形式 
t(m, 11; CO— om, tt) +t(n,t; + )o(n, +) 
~ TCn, on 1) Oo— TOm, 1)5m, 2)] 


-i| Dar. z (48 ) 


因为 只 有 一 个 分 量 存在 ;去 掉 (43) 式 的 矢量 形式 , 那 末 我 们 可 以 把 
线 动量 平衡 写作 
FE 


Di 
因为 这 部 分 杆 是 任 选 的 ,因而 如 果 上 面 的 积分 连续 的 话 , 那 末 我 们 
从 Dubois-Reymond 引 理 可 以 得 到 如 下 的 第 论 : 线 动 量 平 衡 定律 
的 最 终 形 式 为 


4 Ol To) 
Ox 


(50) 


pr Dr pof 
D! 


应 变 和 应 力 -应 变 关系 

在 分 析 杆 的 运动 时 ,通常 我 们 把 如 下 几 点 都 看 作 已 知 的 : (i) 
横 截 面积 0; (Gi) 体力 f; Gi) 所 有 其 它 变量 的 合适 的 初 值 ， 我 们 有 
三 个 未 知 函 数 : 密度 p, 速 度 rv [或 者 位 移 x(e 一 Du/Dt) 也 行 ]， 
应 力 分 量 了 。 但 男 一 方面 ， 我 们 仅 得 出 了 两 个 基本 的 常 微分 方 
程 : (33) 和 (50)。 因 此 ,看 来 运动 的 数学 描述 是 不 完全 的 。 

同时 ,我 们 对 物理 情况 的 讨论 也 是 不 足 的 ,我 们 已 导出 了 描述 
质量 守恒 和 动量 平衡 这 些 普 适 的 物理 要 求 的 场 方程 但 我 们 并 未 
把 组 成 杆 的 具体 材料 的 性 质 包括 进去 ， 日 常 的 经 验 表明 ， 两 根 几 
何 形状 和 载荷 相同 的 杆 , 如 果 由 不 同 的 材料 组 成 , 则 它们 随后 的 运 
动 可 能 会 大 不 相同 。 我们 分 析 中 的 这 一 不 足 之 处 可 以 通过 引进 本 
构 关系 得 到 弥补 ， 而 在 我 们 的 情况 下 这 一 关系 可 以 通过 把 杆 的 变 
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形 大 小 与 产生 这 可 形变 所 需 的 应 力 的 大 小 关联 让 来 去 描 这 材料 
这 一 特性 ， 

首先 我 们 必须 给 出 “形变 ”这 个 概念 的 一 个 确切 的 注意 . 为 此 ， 
让 我 们 考虑 位 于 互相 靠近 的 4 和 4 十 44 处 的 两 个 截面 。 在 时 
间 上 时 ,这 两 个 截面 分 别 占 据 着 位 置 x《4,:1) 和 x(4 十 A4 ,1). 
所 考虑 的 这 两 个 截面 间 原 先是 长 度 为 A4 的 该 材料 的 微 元 ， 在 时 
[Bt 时 ,这 部 分 材料 的 新 长 度 为 
*(AT+ AA,1)— x(A, 1), : 
它 可 用 下 式 来 加 以 近似 

8c M4 (1+ 9u) a4 

[我 们 已 用 了 关系 式 (9) x(4,1) 二 4 十 U(4,1).] 

形变 的 合理 的 量度 为 


| 
在 现在 的 例子 里 ,就 最 低级 的 近似 来 说 ,这 个 量度 为 
e(Cd, 站 LU+OU/04)AA4—A4 - OU(4A,1) (52) 
一 a 904 
因此 轴 向 应 变 ,或 简单 地 讲 应 变 ( 人 们 就 是 这 样 称呼 6 的 ) 为 . 
g(A,1) = S20 - (53) 


因为 我 们 在 对 形变 的 量度 作 近 似 时 ,已 忽略 了 A4 的 高 次 宕 ， 
内 而 人 们 第 常 把 应 变 说 成 是 单位 初始 微 元 长 度 的 微 元 长 度 变 化、 
以 局 将 会 看 到 ,在 三 维 情况 下 ,给 应 变 定义 一 个 合适 的 量度 ， 这 是 
一 个 更 为 复杂 的 任务 . / 

在 建立 本 构 方 程 时 ， 我 们 将 假定 应 力 分 量 T(A4,1) 是 应 变 
sl4 ,1) 的 一 个 函数 . 这 就 使 得 我 们 的 感觉 具体 化 : 要 使 杆 伸 得 
越 长 ， 就 必须 把 它 拉 得 越 起 劲 。 我 们 将 限于 杆 的 初始 状态 不 受 应 
力 的 情况 。 因此 , 应 力 分 量 与 应 变 的 关系 就 会 出 现 如 图 12.8 中 粗 
半 线 所 示 的 样子 。 特 别 是 该 曲线 必然 通过 原点 . 
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12.8 应 力也 和 应 变 8 之 间 “ 典 型 ”的 关系 曲线 . 


我 们 不 根据 实验 就 可 以 取得 一 些 进展 ?.。 我 们 断定 ,对 于 充分 
小 的 应 变 8 ,图 12.8 中 的 曲线 可 以 用 其 在 原 氮 处 的 切线 去 近似 。 如 
果 这 切 绕 的 斜率 用 如 来 表示 ,我 们 因此 就 可 假设 


T(Ast)=— 8@(A,t): el(A,t) (53a ) 

更 简单 地 ,我 们 得 到 
r— ge= & 90. (53b) 

ep 


在 虎 克 定律 (53b) 中 ,比例 因子 8 称 之 为 杨 氏 模 量 。 顺 便 说 一 下 ， 
席 克 (Robert Hooke) 《十 七 世纪 的 一 个 与 牛顿 同时 代 的 人 ) 假设 
应 力 与 应 变 的 正比 关系 仅 适用 于 大 尺度 的 或 总 体 的 情形 。 在 虎 克 
定律 的 逐 点 或 局 部 形式 中 , 杨 氏 模 量 可 以 是 4 和: 的 也 数 ,因为 杆 
的 性 质 可 以 随 这 些 参数 而 变化 。 但 我 们 将 假定 
/ EA, 71) = EA, 0), (54) 
这 里 杆 的 原始 组 成 ,因此 刚度 系数 8 的 初始 分 布 是 已 知 的 ”, 
在 空间 变量 中 , 杨 氏 模 量 用 五 来 表示 。 这 就 是 说 E(x, 7) 一 


1》 这 是 一 个 很 危险 的 步 又 但 有 时 却 是 必要 的 一 步 。 也 许 只 有 经 过 推测 一 个 合理 
的 本 构 方程 ,然后 再 作 一 些 偶然 而 有 意义 的 理论 推论 ,人 们 才能 使 实验 工作 者 相 
信 去 研究 某 种 物理 现象 是 值得 的 . 

2 老化 效应 可 以 让 # 作为 + 以 及 4 的 已 知 函 数 而 包括 进来 . 


2 


[ACx, tt 。 典 型 的 例子 如 钢 的 已 王 3X107 磅 /英寸 52X10 
达 风 / 悍 米 ), 铝 的 已 一 10 人 磅 /英寸 (1X10 达 因 /厘米 人 )， 
我 们 注意 到 ,按照 (21) 式 及 F 二 品 和 f= 4, 用 空间 坐标 来 表 
不 ,我 们 的 本 构 假 设 为 
Ou /Ox 
T(x,1) 一 ECx,1) Tr (55) 
著 无 疑问 ,如 果 应 变 足 够 小 鬼话 , 那 末 用 在 原点 处 的 切线 代 蔡 
实际 的 应 力 - 应 变 曲 线 是 一 种 好 近似 。 问题 在 于 : ”是否 其 中 可 找 
到 这 种 小 应 变 的 有 意义 问题 存在 ? 原来 有 一 大 类 这 样 的 问题 。 为 
了 示 明 这 一 点 ,让 我 们 来 考虑 标准 的 39 英 尺 长 的 铁路 导轨 的 变化 ， 
在 从 冬天 到 夏天 的 温度 变化 过 程 中 ,很 容易 出 现 1/4 英寸 的 脱 胀 ，。 
相应 的 应 变 则 为 0.00053. [如果 铁轨 之 间 没 有 用 间隙 作为 预防 措 
施 以 允许 这 种 脱 胀 ,最 终 的 轴 同 应力 (大 约 为 16000 磅 /类 寸 ) 会 足 
以 使 铁轨 从 笔直 的 位 置 上 弄 弯 。] 
上 述 论 点 应 该 足以 激励 我 们 去 寻求 本 构 假 设 的 结果 ， 利用 胡 
死 定律 ,我 们 可 以 把 动量 平衡 要 求 (50) 式 写作 
pa 一 pof 十 (es 22| (56) 
另 一 方面 ,利用 (55) 式 和 结果 wv 一 Du/ Dt， 我 们 得 到 


D’u + 0 EoOulOx 


. yy 2 . .57) 
Di? Or 1 — Ou/Or 


,这 里 ,在 基本 方程 中 ,我 们 设 有 明显 地 遗留 挥 东 西 。 因 此 ， 让 
我 们 来 把 本 情形 考查 一 下 ,看 看 所 出 现 的 方程 数 是 否 足 够 。 
在 动量 方程 (57) 中 ,我 们 把 o、E 和 了 看 作 已 知 的 ， 而 x 和 p 
是 未 知 的 。 因 此 ,从 初始 的 面积 分 布 我 们 可 以 由 (28) 式 把 o 当 作 
xz 的 函数 来 确定 。 类 似 地 ,按照 (54) 式 , 杨 氏 模 量 也 是 一 个 从 初始 
分 布 罗 来 确定 的 x 的 函数 : 
E(x,1) = [lx — ux,t), 0]. (58) 
荫 后 ,体力 F(A4 ,1:) (上 典型 的 例子 是 重力 ) 将 看 作 是 与 给 定 的 初始 
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分 布 F(A4,0) 相等 的 ,因此 
(x,1) = Flx — u(r, 1); 0]，, (59) 

可 看 作 是 巨 知 榴 . 

我 们 又 记得 v 一 Du/ Dx ,我 们 看 到 ,质量 守恒 方程 (33) 

Dpo) By 
门 ; Ox 

也 含有 两 个 末 知 数 * 和 p。 因此 我 们 面临 的 是 与 未 知 数 个 数 相 
同 的 两 个 方程 。 即 使 对 于 线性 代数 方程 ， 我 们 也 不 能 从 方程 数 与 
,未知 数 相等 这 一 事实 得 到 肯定 的 结论 。 尽管 如 此 , 我 们 仍 能 得 到 
倾向 性 的 结论 ， 即 我 们 在 表述 基本 微分 方程 方面 做 了 一 件 令 人 满 
意 的 工作 . 


初始 条 件 和 边界 条 件 


我 们 指望 ,一 个 恰当 地 表述 的 问题 将 具有 唯一 的 解 。 但 是 ,在 
最 简单 的 力学 同 题 中 (这 里 也 一 样 ), 除 非 规定 了 初始 条 件 , 是 不 能 
指望 有 唯一 性 的 。 肯定 地 讲 , 从 具有 不 同 初始 形状 的 杆 , 必 然 可 以 
指望 得 到 不 同 的 位 移 和 密度 变化 。 因 此 ,我们 作 如 下 的 观 定 
ux, 0) = wx), vr 0) = volx), 
p(x, 0) 一 po(x)， (60) 
式 中 mw，z 和 po 是 已 知 肖 数 . 
关于 杆 两 端 出 现 的 情况 ， 我 们 也 必须 作 一 点 说 明 。 在 有 限 长 
度 的 杆 和 半 无 限 长 杆 的 有 限 端 的 情况 下 ， 这 无 疑 是 合适 的 。 也许 
情况 没有 无 限 杆 时 那么 清楚 ,但 是 , 我 们 将 具有 一 种 直觉 , 即 如 果 
对 “无 限 ” 远 处 的 情况 一 点 也 没有 说 到 ， 那么 要 试图 找到 此 时 的 唯 
一 解 就 可 能 有 严重 的 困难 . 我 们 将 以 物质 坐标 来 阐述 边 务 条 作 ， 
并 让 读者 去 完成 转换 到 空间 坐标 中 去 的 任务 . 
我 们 假设 杆 在 4 = 工 处 有 有 限 的 端点 。 首先 考虑 杆 在 一 端 砌 
入 因而 不 再 能 移动 的 情况 .在 这 种 情况 下 ， 我 们 把 边界 条件 称 之 
为 固定 端 。 于 是 边界 条 件 可 写作 
u(L,t)— 0. (61) 
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[不 用 说 ，(6 已 式 必 须 适 用 于 所 有 的 正 zj 与 刚才 所 论述 的 情况 相 
反 ,我 们 可 以 有 没有 约束 即 自 由 端的 情况 ， 在 这 些 条 件 下 ,末端 不 
骨 有 限 止 运动 的 力作 用 着 .在 端 扣 4 二 工 处 ,利用 胡 克 定律 (53) 
式 可 以 把 这 个 要 求 写 作 
GL,ISCLIU (LL,1) = 0, (62a ) 
式 中 我 们 已 用 下 标 4 表示 偏 导 数 . 
大 多 数 情 况 下 ,在 4 == 工 处 8 和 5S 都 不 等 于 零 , 因 而 (62a) 式 
可 用 较 简 单 的 形式 
UL,1)-—=0 (62b) 
代 栓 但 是 如 果 杆 在 达到 4 二 工人 处 是 一 点 ， 那 未 5 将 等 于 零 。 然 
向 在 这 种 情况 下 却 一 定 不 要 得 出 式 (62a) 没有 意义 的 结论 。 当 5 
企 妈 一 工 处 为 零 时 我 们 经 常 发 现 ， 运 动 方程 的 可 能 解 可 以 在 这 一 
反共 有 奇 寞 性 。 于 是 (462a) 式 告诉 我 们 , 奇异 性 不 可 能 强 到 使 及 示 
出 的 乘积 不 等 于 零 。 例 如 ,如 果 S 的 性 质 在 4 一 工 处 与 在 (4 一 工 ) 
附近 一 样 , 那 未 性 质 象 og (4 一 工 ) ,而且 被 称 之 为 解 的 了， 就 为 
(62a) 式 所 排除 ， : 
固定 痊 和 自由 端 是 实际 中 过 到 的 最 最 常见 的 端点 条 件 。 但 
是 ,还 有 许多 确实 出 现 的 其 他 种 类 的 端点 条 件 , 我 们 将 考虑 其 中 的 
丙种 。 这 两 种 边 界 条 件 在 推导 中 有 点 微妙 ， 主 要 是 因为 我 们 必须 
小 心 代数 符号 ， 


图 12.9 与 质量 WM 相 连接 的 半 无 穷 杆 


让 我 芳 虑 一 个 固定 在 杆 的 自由 端 4 三 工 处 的 刚性 质量 ， 如 图 
12.9 所 示 。 质量 对 将 与 杆 的 这 一 端 经 受 同样 的 位 移 U(L,t). 现 
在 让 我 们 把 这 块 质量 本 身 孤 立 起 来 。 如 有 果 我 们 忽略 重力 的 影 啊 ， 
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由 于 作用 在 该 质量 上 的 力 为 SCL;, zt[x(L，i)， 0 一 ], 用 应 力 分 
量 来 表示 , 则 
tfx( 工 ,01 一 ] = —iT[lx(L ,1:), i]. 
对 质量 M 应 用 牛顿 定律 ,并 利用 胡 克 定律 代替 应 力 分量 , 我 们 便 得 
到 下 列 边界 条 件 : 
—S(L, EL UAL, 1) = MUN(L, 1). (63) 
在 M 一 0 的 极限 下 ,上 式 回 到 了 (62a) 式 ,这 是 应 该 的 . 


x=L 


mx 
可 
心 > 


12.10 一 端 彻 人 另 一 端 为 线性 弹 竹 所 约束 的 杆 


作为 我 们 的 最 后 一 个 例子 ,我 们 考虑 一 根 直 线 弹 簧 ,其 一 逆 附 
着 于 上 述 杆 的 自由 端 , 另 一 端 则 被 刚性 地 男 定 起 来 (图 12.10)。 当 
杆 经 受 各 种 位 移 时 ， 弹 簧 也 跟着 位 移 。 但 是 由 于 弹 自 的 惯 镍 便 存 
在 着 述 后 现象 .一 般 地 讲 , 我 们 面临 着 一 个 分 离 的 、 困难 的 \ 与 这 
根 弹 赞 有 关 的 问题 。 我 们 必须 寻找 一 个 在 杆 - 弹 自 连 接 处 与 杆 的 
解 相 匹配 的 解 。 为 了 避免 这 一 困难 ,我 们 将 假定 阐 筑 很 轻 , 它 的 惯 
性 可 以 忽略 。 在 这 些 情况 下 . 杆 的 位 移 将 立即 5 起立 簧 的 相应 的 
均 勺 拉 伸 . z 

考虑 杆 端 头 处 的 一 藏族 ， 其 初始 位 置 在 工 一 全 和 工 之 间 . 这 
一 薄片 的 左 表面 有 一 个 表面 应 力 t[x(L 一 A,t); 1] 作用 着 。 当 
求 作 用 在 右 表 面 上 的 力 时 ， 我 们 假定 弹 笑 最 初 处 在 未 伸 长 的 位 
置 . 我 们 用 表示 弹性 常数 ， 那 末 ， 弹力 的 大 小 为 IkU 
”Xx( 工 ,| 我 们 断定 ,由 于 弹 费 而 作用 在 杆 上 的 实际 力 为 一 KU(L， 
ji。 事实 上 ,如 果 U(L,z) 是 正 的 ,这 个 力 便 同 左 ,这 就 是 由 于 故 
缩 的 弹簧 所 引起 的 力 的 恰当 方向 。 另 一 方面 ,如 果 U(L 上 ,1) 是 负 
的 ,作用 在 杆 端 的 力 同 右 ,这 就 是 当 弹 筑 伸 长 时 5 引起 的 力 的 恰当 方 
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问 . 
最 后 一 步 是 把 薄片 动量 改变 的 速率 与 刚才 所 讨论 的 表面 力 忱 
及 体力 的 和 相等 。 取 极限 A 一 0, 我 们 便 看 到 ， 和 惯性 项 和 体力 可 
加 以 和 忽略。 因此 边 者 条件 
SCL,2)@ (CL, tU (LL, 1) = —kU(L,1) 
(64) 
吏 作 为 表面 力 和 弹力 之 间 所 要 求 的 平衡 出 现 ( 练 习 15)。 象 (64) 
式 堵 样 包括 未 知 疼 数 及 其 一 阶 导 数 的 线性 组 合 的 边界 条 件 经 常 称 
为 阻抗 边界 条 件 


线性 化 


一 个 表述 得 很 好 的 问题 似乎 是 由 基本 方程 (57) 和 (33),、 初始 
条 件 (60) 以 及 一 对 我 们 刚才 所 推导 的 边界 条 件 所 给 出 和 的。 但 是 方 
程 是非 线 性 的 ,因此 ,一 般 来 说 ,需要 用 数值 方法 或 高 等 的 解析 方 
法 去 得 到 有 用 的 精确 解 或 近似 解 。 把 这 些 方法 放 在 本 章 是 不 合适 
的 ,本 章 应 该 是 填 续 介质 力学 的 比较 简单 的 引 论 。 轴 此 ,我 们 干脆 
把 方程 组 及 其 边界 条 件 加 以 线性 化 . 

值得 做 线性 化 的 基本 事实 是 ,在 金属 材料 中 ,甚至 很 大 的 应 力 
下 也 只 产生 很 小 的 应 变 ， 因 此 ， 我 们 将 在 位 移 * 及 其 导数 与 1 相 
比 很 小 的 假设 下 对 所 有 的 表达 式 作 系统 的 简化 。 我 们 也 将 假设 某 
个 具体 位 置 * 处 的 密度 与 它 的 初 值 相 比 ,其 变化 不 大 ， 

考虑 现在 (时 间 四 位 于 * 处 的 横 截面 积 s(x,:)。 我 们 记得 ， 
我 们 假定 过 任何 给 定 截面 的 面积 不 随时 间 而 变 , 即 $C4 ,1)==5S(4， 
0)。 由 此 我 们 从 (28) 式 导出 

ox 1) — S[x — u(x,1), 0]. 
因为 已 假设 < 很 小 ,我 们 应 该 能 作 如 下 的 近似 : 
T(Cxzy 1) A S(x, 0). (65) 
这 个 近似 的 作用 是 用 原来 离开 原点 x 单位 的 截面 积 去 代替 现在 离 
升 原 所 * 单位 的 截面 积 。 当 位 移 很 小 时 ， 这 种 近似 事实 上 似乎 是 
合理 的 ， 
+ 417 4 


看 一 下 精确 的 和 近似 的 横 截面 积 之 闻 的 差异 就 可 弄 清楚 我 们 
所 作 的 近似 的 性 质 。 按 照 中 值 定理 ,我 们 可 以 写 出 
[SCx, 0)— SC(x—&, 0)| = [us.($, 0)|， (66) 
式 中 5 了 位 于 x 一 和 >* 之 间 。 假 定 导数 5; 在 x 的 附近 是 有 界 的 ， 
那 末 ,把 * 取得 足够 小 就 可 以 把 (66) 式 的 右 端 取 成 所 希望 的 那样 
子 ， 为 了 得 到 一 定 程度 的 近似 ， 导 数 越 大 ， 我 们 就 必须 把 « 取得 
越 小 。 这 正 是 我 们 所 要 预期 的 ;截面 积 改变 得 越 迅 速 , 那 末 在 估计 
测 得 这 个 面积 的 正确 位 置 时 所 造成 的 误差 也 就 越 大 。 
在 同一 量 的 精确 值 和 近似 值 同 时 存在 时 ， 就 会 碰 到 一 些 符号 
上 的 困难 ， 似乎 最 好 用 一 个 单 变量 的 函数 s(x) 去 表示 我 们 对 
ao(x， 1) 的 近似 。 并 用 一 个 “ 尖 角 "号 去 表示 精确 值 和 近似 值 之 差 。 
因此 ,我 们 将 写 出 
Ox) ws SC(x, 0), G(x31) or+,t)— ox). (67a,b) 
有 了 这 种 符号 ,我 们 的 近似 式 (65) 便 可 写作 
ox, 1) ox) [ 即 |6(x, 2) « lo(x)|]. (68) 
记 住 ，o(x) 是 一 个 已 知 函 数 , 它 是 离开 原点 * 单位 的 一 个 截面 积 
的 初始 面积 
” ”在 (58) 和 (59) 式 中 ,我 们 有 了 (28) 式 的 精确 的 类 比 , 因此 ,我 
们 可 以 按照 与 处 理 oCx, 1) 完全 相同 的 方法 来 讨论 杨 民 模 量 E(x， 
站 和 体力 (x, 1) 我 们 用 每 个 量 在 x 处 的 已 知 初始 值 来 近似 地 表 
示 这 个 量 现在 在 * 处 的 值 ?。 因 此 ,我 们 定义 
E(x)= (x,0), E(x,!t)= E(x,1)— E(x); (69) 
/(x) = F(x, 0 )， f(x， 1 ) = f(r, 1) 一 f(x). (70) 
我 们 假定 
[ECr, | < ECr, 2), zi) & Iflx,1)|, (71) 
因此 
E(x,1) ~ E(x), f(x,1) ~ f(x). (72) 


1) 粗 路 地 讲 , 我 们 忽 政 了 物质 和 空间 坐标 之 间 的 差 天 ， 
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我 们 已 一 再 说 过 ，c(x， 71)，E《x,1) 和 从 x+,+) 部 看 信 古 已 
知 函数 , 尽管 (在 近似 之 前 ) 这 些 函数 的 宗 量 中 包含 着 未 知 位 移 4. 
以 前 p(x, +:) 是 看 作 未 知 的 , 但 是 这 个 溺 数 也 必须 用 它 的 已 类 的 
初 值 加 以 近似 .否则 ， 动 量 方 程 (57) 中 的 项 p(x，, 1)o (zx, iD zl/ 
Dz 将 伊 为 非 线性 的 ,对 密度 作 和 近似 要 特别 细心 ,因为 假设 
6(A,1)=— 6(A,0) 
是 不 合适 的 如果 这 个 假设 成 立 , 物 质 就 是 不 可 压缩 的 了 ,因此 对 
于 刚体 运动 , 仅 有 一 维 运 动 是 人 们 不 感 兴趣 的 《练习 11).， 
虽然 504, 当 ) 关 84 0)， 但 我 们 仍然 写作 
p(x%) = 6(x, 0), P(x,1) p(x, 1) — p(x). (73) 
并 假设 
12a(x, 1)| 区 上 p(x)|，。 因 而 plx, ts okx)， (74) 
如 果 我 们 以 适当 的 泰勒 级 数 的 最 低 阶 项 去 近似 差分 6， 那 末 我 们 
就 得 到 [练习 18(a)] 
[16Cxzy it)| ~ |x6v + 76,|. 《75) 
知道 位 移 x 很 小 ,这 一 点 并 不 足以 保证 16| 很 小 ， 小 位 移 的 作用 有 
可 能 产生 建 续 的 压缩 或 稀疏 ， 这 些 最 终 导 致 某 个 截面 上 的 密度 显 
普 地 起 离 它 的 初始 值 。， 从 (75) 式 我 们 看 到 ， 如 果 和 运动 仅 进 行 了 一 
个 足够 短 交 时 间 ( 足够 小 ) , 那 末 这 种 情况 是 出 现 不 了 的 ， 
作为 我 们 一 系列 近似 的 最 后 一 环 , 我 们 记得 速度 v 为 
Du 


y — = ,Vy 
D1 


求解 s, 我 们 得 到 
和 1 二 WU (76) 
因为 我 们 假设 * 及 其 导数 比 1 小 ;所 以 我 们 可 以 作 如 下 的 近似 
srs 1) ~ ED). (77) 
5 


请 注意 假设 很 小 意味 着 
lv(x, 1)| «1. 78) 
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很 容易 证 朋 (练习 19)， 如 采 我 们 只 保留 最 低 阶 项 ,未 来 我 全 
就 得 到 动量 平衡 方程 (57) 的 线性 化 形式 如 下 : 


(79) 


十 一 一 | EC)o Ce) © | 。 


ps) (x) — plx)alx)f lx) | 
> | 
— 


半 续 方 各 (33) 可 写成 下 列 形式 
[ols, t jo(x, 1 )] 十 yo [plx, t al x, 2 )] 
二 p(x, 1)o(x,t) 一 0 
头 一 项 可 改写 如 下 : 
人 [p(x, 1 )o(x, i )] 
一 Lo(o) + p(x, 1][o(z) + G(x, 1)]}, 
再 次 保留 最 低 阶 项 ,我 们 便 得 到 连续 方程 的 线性 化 形式 如 下 
[oCx) B(x, 1) + p(x)6(x, 1)] 
+v 2 [pCx)o Cx)] + p(x)o (x) — 0， (80) 


方程 (79) 仅 包含 一 个 未 知 函数 位 移 x(x,:)， 合适 的 边界 条 
件 为 式 (61) 一 (64) 的 线性 化 形式 ， 其 形式 如 下 [练习 16(b)]: 


固定 站 : # = 0, (81a) 
目 由 疗 : oEu. = 0, (81b) 
质量 负荷 端 : Mu + oEu, = 0, (81c) 
) 轻 弹 簧 约束 端 : 5Ex。 + Ru = 0. (81d) 


每 个 边 家 条 件 痢 要 加 到 在 相应 端 扣 处 的 (已 知 ) 初 始 位 置 上 . 
注释 , 在 上 述 方程 和 本 草 其 余 的 方程 中 , 如 果 在 写 a、E 和 
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时 不 市 宗 量 ,就 隐 含 着 o(x)，E(x)，f(x) 是 已 知 函数 . 
看 玉 一 维 杆 弯 曲 的 自治 线性 化 数学 模型 是 由 微分 方程 (79)，、 
在 杆 的 每 一 端 象 式 (81) 那 样 的 边界 条 件 和 下 列 初始 条 件 组 成 的 : 


(Cx, 0) — wm(#), u(x, 0) 一 volx) (82) 


那 末 连续 方程 (80) 起 什么 作用 呢 9 如 果 我 们 引进 单位 长 度 的 质量 
EX,1) 及 其 近似 p(x): 

p(x,1) = p(x, to(x, 1), B(x) = p(x)o(%). (83) 
于 未 我 们 就 有 扩容 易 看 到 这 个 问题 的 解答 。 在 最 低 阶 范围 内 ， 

P(x») — p(x) = [p(x) + plx, 1)][olx) + G(x, 1)] 
一 p(x)o(x) 
~ p(x)Gx, 1) 十 Bx, 1)0(%). 
因此 ,线性 化 连续 方程 (81) 可 看 作 是 
2 [p(x, 1) 一 5(xz) 


A 一 [v(x, zj)p(x)o (x)] (84) 


于 是 ,我 们 看 到 ， 在 线性 加 论 申 ， 连续 方程 给 出 了 单位 长 度 质 量 的 
实际 值 和 初始 值 之 差 的 一 级 修正 .一 旦 得 到 了 速度 “一 4,, 这 种 
修正 是 很 容易 计算 的 ， 然 而 ， 在 大 多 数 应 用 中 人 和 们 对 这 种 修正 并 
不 是 很 有 兴趣 的 ， 从 而 往往 在 线 化 理论 中 忽略 连续 方程 . 尽管 如 
此 ,一 个 仔细 的 工作 人 员 至 少 要 作出 校 核 , 看 看 预测 的 修正 是 否 真 
正 很 小 ,以 使 近似 分 析 看 起 来 是 目 洽 的 。 


练 习 


1.(a) 试 证 明 (8) 式 ， 
(b) 试 证 明 (21) 式 . 
(c) 试 证 明 (42) 式 . 

2. 芳 虑 下 式 所 描述 的 运动 


| 
+ 一 4+!( 4 一 二 )， 0<A4<1,0<1<n. 
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(a) 用 定性 的 语言 描述 运动 . 
(b) 求 U(a,1), 从 公式 UW 一 x 一 4 求 u(r,t). 试 证 明 2 | = 
U, : 
(c) 求 
。 (x OV(A,1:) Gv(x,1) 
(A,1), v(x, 1), ~ 
(d) 在 上 述 第 二 和 第 四 个 表达 式 中 作 规 代 x 一 x(4,1:1),， 比较 
第 一 对 表达 式 、 第 二 对 表达 式 。 完 全 用 物质 导数 采 讨 论 . 
3, 污 虑 下 式 所 挫 述 的 运动 
ri + 4e', 0 二 7 
2 2 
(a) 求 作为 * 和 z 的 函数 的 物质 变量 4; 
(b) 计算 U(4,1) 和 u(x, 1); 
(c) 求 物质 坐标 下 的 速度 VC(4,:) 和 空间 坐标 下 的 速度 v(x， 
1 ); : 
(d) 用 直接 计算 校 核 这 种 情况 下 的 欧 拉 脱 版 公式 : 
4. 建 并 下 列 导 数 公 式 
(a) D(f+tg)/Di = Df/Di: + Dg/D?. 
(b) D(fg)/ Dt = f(Dgl Di) + gC DI/ Di). 
(c) 通常 的 商 的 导数 公式 内 类 比 是 否 成 并 ? 
5. 考虑 一 根 截 头 正 圆锥 式 的 杆 , 长 度 为 工 , 一 端 半径 为 mm， 乃 一 站 
为 +,, 假 定 杆 经 受 练 习 2 所 描述 的 运动 . : 
(a) 求 时 间 xz 一 0 时 的 横 截面 5S(4, 0); 
(b) 令 o(x, 1) 表示 时 间 : 时 位 置 x 处 的 模 截 面积 , 求 ox yz 
并 计算 Do/D:。 这 与 65(4 ,1)/9: 相 比 较 如 何 ? 
6. 直接 求解 方程 
4d Xp 
也 | 
推导 质量 守恒 方程 ， 
7. (a) 利用 课文 中 关于 质量 守恒 的 讨论 中 所 用 的 步骤 和 符 与 
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p(x, 1 )d!i, Dp = DO。 


证 明 
d nit) ni) DG Ov 
| Gdx | 2 to Ox | 
(b) 利用 分 部 积分 推导 一 维 形式 的 雷诺 输 运 定理 : 
| | DC 夫人 


一 一 cy Gv 


jc mi) Of mb。 
(c) 解释 (b) 的 结果 . (在 三 维 情况 下 解释 相同 ; 见 14.1 证 ) 
8. 好 果 v(x,1) 与 1 无关, 则 运动 是 定 弟 的 . 
(a) 如 果 你 熟悉 一 阶 偏 微分 方程 ， 试 证 明 最 善 过 的 定 前 运动 的 
位 移 可 用 某 函 数 忆 和 8 写作 形式 


u(x,t)— x+— Fl g(x)] 
(b) 关于 其 他 感 兴趣 的 量 , 可 说 绎 什么 ? 
9. 证 明 物 质 坐 标 下 的 质量 守恒 方程 可 以 很 快 地 从 下 式 得 到 


> [6(A,1)S(A,1)J(A ,71)1 = 0., 
| 


试 推导 男 一 种 形式 : 
6CA,1)S(A, tA ,1)= 64,0)(4A,0). 
[因为 5C4 ,1) 三 SC4 ,0), 所 以 模 截 面积 因子 可 以 消去 .] 

10. 在 课文 中 关于 质量 守恒 的 讨论 中 ， 任 意 的 是 M 和 MY， 而 不 是 

m(zt) 和 n(z)， 尽 管 如 此 ,《33) 式 仍 可 直接 从 (32) 式 得 到 。 试 

证 有 明 这 一 后 ， | 
11. 证 明 式 (39) 意 昧 着 对 某 些 函数 上 有 x(4 ,1) = 4 十 f(z) 解释 

这 一 结果 , 它 合 理 吗 ? 


t (x + Ax, 1,+) 0 (x + Ax,#) 


(x,1,—) 0 (x, 1) 


: X XtAx 
图 12.11 作用 在 截面 积 为 0 的 一 根 杆 上 的 薄片 上 上 的 表面 力 . 


12. 用 “薄片 ”法 得 到 “作用 -反作用 ”方程 。 考虑 宽度 为 Ar 两 里 受 
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力 如 图 12.11 所 示 的 杆 的 一 个 横 截 面 。 应 用 动量 守恒 方程 ， 然 
后 让 Ax 一 0. 

13, 如 果 我 们 希望 自如 地 推导 近似 运动 方程 (79) , 那 末 我 们 可 以 用 
“薄片 ”方法 ,并 在 进行 过 程 中 作 线 性 化 。 请 以 下 列 方式 完成 这 
一 步骤 . 图 12.12 示 出 了 作用 在 杆 的 宽度 为 Ax 的 小 薄片 上 的 
力 ， 

(a) 把 牛顿 第 二 运动 定律 应 用 于 薄片 ; 
(b) 求 当 Ax 一 0 时 方程 的 极限 形式 ; 
(c) 利用 虎 克 定律 . 


12.12 作用 在 杆 的 薄片 上 的 体力 和 表面 力 


14. 欧 拉 应 变 ” 的 定义 为 对 下 面 的 商 的 最 低 阶 近似 : 
现在 的 长 度 一 原来 的 长 度 
现在 的 长 度 
求 空间 坐标 下 侯 拉 应 变 的 表达 式 。 用 两 种 不 同 的 方法 . 
(a) 考虑 现在 (时间 :) 位 于 * 和 x 十 Ax 之 间 的 杆 的 一 个 截 
面 ; 
(b) 考虑 起 初 位 于 4 和 和 4 十 A4 之 间 的 杆 的 一 个 截面 
15. 完成 (64) 式 的 推导 ， 
16. (a) 把 边界 条 件 (62a)》、(63)》 和 《64) 式 改 成 关于 x 的 边界 条 
件 ; 
(Cb) 作 线 性 化 ,从 而 得 到 式 《〈8lb 一 d)。 
“1) 欧 拉 的 和 名字 与 空间 坐标 联系 在 一 起 ， 而 拉 格 妆 日 则 与 物质 坐标 有 关 ， 因此 ， 当 
长 度 的 改变 是 与 现在 的 长 度 相 比较 时 就 用 欧 拉 的 名 字 , 而 与 原来 的 长 度 作 比 较 
时 号 用 拉 格 朗 日 的 和 名字 ， : 
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17. 在 得 到 边界 条 件 (63) 式 时 忽略 了 重力 。 这 在 什么 情况 下 十 合 
理 的 ? 

18. (a) 试 证 明 (75) 式 ; 
(b) (60) 式 的 闵 数 polx) 和 (73) 式 的 国 数 p(x) 之 闻 的 关系 是 

什么 ? 

19. 试 证 明 我 们 的 各 种 假设 使 (79) 式 成 为 动 旦 中 入 万 站 (57) 的 一 
级 近似 . 

20. 试 证 明 式 (84) 有 种 非常 合理 的 物理 解释 如 果 你 在 国定 要 

: 限 x 一 a 和 x 一 之 间 积 分 , 那 末 你 就 能 比较 容易 地 得 到 这 

种 解释 . : 


21. 试 证 明 一 根 39 英尺 的 钢轨 伸 长 英寸 相当 于 0.00053 的 应 


恋 . 证 明 相 应 的 应 力 约 为 16000 磅 /英寸 ' 《这 就 证 实 了 课文 中 
的 一 个 论点 》. 
22. 对 于 某 个 空间 区 域 ,在 某 一 时 间 间 隔 (0,z) 中 ,一 根 杆 的 一 维 运 
动 可 用 x* 一 《4 一 1)/(1 十 41) 来 加 以 摘 述 ， 
(a) 求 4(x, 1) 并 证 明 4x(A,1),t:] 一 4， 
(pb) 求 起 初 位 于 原 反 右边 3 个 单位 的 合 蕉 面 的 速度 人 为 时 间 
的 函数 ， 
(c) 在 物质 坐标 下 的 密度 由 公式 6(4, 二 44 给 出 ， 试 求 
从 位 于 原点 右边 一 单位 的 固定 点 量 起 的 密度 的 表达 式 . 
23. 让 我 们 分 别 用 J(4,:) 和 ij(x,:t) 表示 在 物质 坐标 和 空间 从 
标 下 的 雅 可 比 。 我 们 记得 z | 
这 里 的 目的 是 求 D?j/Dz 的 公式 ， 用 丙种 方法 去 做 并 证 明 
答案 是 相同 的 ， 
(a) 用 空间 坐标 去 做 并 利用 一 个 物质 导数 乘积 的 自然 "公式 ， 
(b) 求 物质 坐标 下 的 8:J/62 , 然后 最 终 转 到 空间 坐标 。 使 用 
非常 讶 恢 和 非常 明确 的 符号 , 


。 425 。 


12.2 一 维 弹性 流 的 传播 


在 本 节 及 下 文中 ,我们 只 讨论 线 化 后 的 动量 平衡 方程 (1.79). 

我 们 将 主要 考虑 物理 性 质 为 负数 的 情况 。 因 此， 基本 方 福 为 一 维 

波动 方程 。 我 们 关于 这 个 特殊 问题 的 许多 结论 将 在 整个 课程 中 推 

) 到 更 为 复杂 的 情况 ， 我 们 应 该 记得 ， 线 性 化 过 程 从 本 质 上 告诉 

我 们 ,在 已 经 保留 的 量 级 范围 内 ,物质 坐标 和 空间 谷 标 之 辐 不 三 在 

差别 . 而且， 密度 p, 横 截 面积 o 和 杨 氏 模 量 E 可 以 取 作 仅 是 位 

将 的 已 知 疼 数 .为 了 查考 起 见 ， 我 们 重新 写 一 下 线 化 后 的 动量 方 
程 (1.79 ): 

[o (x) E(x)u(r, zt)]z 一 plx)oCx) ux, t) 

+ plx)oCx)flx ,1) = 0. (1) 


波动 万 程 


我 们 首先 来 考虑 当 物质 和 几何 属性 4，E 和 ?与 * 无 关 而 体 
力 F 为 零 时 出 现 的 重要 情况 ， 此 时 方程 (1) 简 化 为 


i 0. : z | (2a) 
往往 家 于 引进 下 式 给 出 的 声带 数 
2 _E. 
CC Te 
z p 
于 是 ,方程 (2a) 可 写作 / 
hzy — Cc Ws= 0 或 iss 一 Curr / (2b) 


这 个 微分 方程 通常 称 为 波动 廊 程 不 久 我 们 将 会 明日 “ 和 (2a) 或 
(2b) 式 的 写法 确实 是 合适 的 ， 


波动 方程 的 通 角 


为 了 求 (2b) 式 的 解 ,我 们 试图 确定 一 种 恰当 的 变量 变换 。 让 
我 们 及 考究 一 下 ， 对 于 诸如 x 和 :的 线性 变 席 也 许 是 最 简单 的 变 
换 ,我 们 能 做 些 什 么 ,我 们 令 
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= 一 ax 十 Bi 和 了 一 TYx 二 0 
式 中 弟 数 a, 8,7Y 和 6 将 确定 得 使 最 终 的 微分 方程 得 以 简化 。 下 
接 利 用 候 导 数 的 连锁 法 则 便 得 到 (练习 1) 
(we 一 8e juste 十 2067 一 50c uen 
十 (和 — cu, = 0. (3) 
我 们 将 看 到 ， 在 线性 变换 中 ， 最 有 帮助 的 常数 选择 是 使 包 合 
uts 和 zy 的 系数 等 于 零 的 选择 。 这 样 的 一 种 选择 就 是 令 
c= Bec! 和 = v(x 一 cr) 
(还 有 达到 同一 结果 的 其 他 的 选 法 ,但 对 这 些 方法 的 考究 将 留 作 练 
本。) 变量 的 变 痪 现在 变 为 
i EE =—=oalxt et), Ne YX 一 ct。 
我 们 注意 到 如 打 变 换 要 是 非 简 并 的 ， 那 末 & 和 7 都 不 能 等 于 雪 ， 
现在 可 把 xi 项 的 系数 加 以 简化 ,因为 : 


or— 8c = 


因此 可 以 把 (3) 式 简化 为 


doy us, = 1， 


2 
一 COY 。 
C 


或 更 进一步 简化 为 2 

Hen 一 0. (4 ) 
(4) 式 的 通 解 现在 很 容易 得 到 ， 因 为 该 方程 表明 xs 与 ” 无 关 ， 因 
此 :我 们 可 直接 对 ?积分 ,结果 为 

us = F(E), 
这 里 是 一 个 任意 函数 再 积分 一 次 我 们 便 得 到 

~ |F(8)as + GO), 
式 中 G 是 任意 函数 。 
”我 们 已 默认 五 是 可 积 的 。 事实 上 ,为 了 以 后 的 目的 ,出 现在 解 

中 的 水 数 应 该 是 两 次 可 微 的 ， 而 在 其 它 方面 则 是 任意 的 。 因 为 FF 


1) 对 偏 微分 方程 理论 有 点 郊 悉 的 读者 将 认识 到 , 在 引进 特征 座 标 5 和 ”把 原来 的 
方程 简化 为 标准 形式 的 过 程 中 ,我 们 做 了 些 什么 . 
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在 这 些 限 制 下 可 以 自由 选择 ,因此 同样 地 ,我 们 可 以 写 出 
u — H(E) 十 COT)。 (5) 
用 原始 变量 * 和 上 表示 , 则 (5) 式 变 为 
u(xX,t)°— 万 [ac(x 十 ct)] 十 Gy(x 一 ct)], 
因为 已 和 G 是 任意 的 ,我 们 最 终 可 与 出 
ux, 1) = f(x— ci) (r+ ct), (6) 
这 里 和 & 是 任意 函数 .〈6) 式 是 方程 (2b) 的 通 解 . 


解 的 物理 意义 


在 若 虑 十 和 8 的 具体 形式 之 前 ,让 我 们 把 注意 力 集 中 在 (6) 式 
的 第 一 项 来 考虑 该 式 的 物理 意义 。 图 12.13 把 : 考虑 为 参数 画 出 
了 f(x 一 ct) 作为 的 函数 的 典型 曲线 。 实 线 相应 于 上 一， 虎 
线 则 相应 于 : = 4。 (内画 出 了 两 条 曲线 的 一 部 分 ，) 我 们 看 到 ， 
第 二 条 曲线 是 简单 地 把 第 一 条 曲线 向 右 平 移 一 段 距 离 c(z 一 0) 
而 得 到 的 。 因此 + 可 看 作 是 在 时 间 间 隔 4 一 1。 内 同 右 运动 了 一 
段 距离 a(zi 一 wo) 的 固定 图 形 或 波动 ， 换 名 话说 ,波动 以 固定 速 
度 < 同 右 运 动 ， 


wn er = > 
i Tne 
™ 
i 


¢ tt — 10) 


图 12.13 一 个 以 速度 < 向 右 运 动 的 波 ， 


当 函 数 f 和 8 取 作 正弦 和 余弦 函数 时 ， 出 现 了 一 种 重要 而 有 
用 的 情况 .。 作 了 这 种 选择 , 解 可 写成 如 下 的 形式 
a(x».2) = A sina(r — ect) + Beosa(r — ei) 
十 BEsinac(Cxr 十 ci) 
十 RecosaGCxr 士 ct)。 (7 ) 


解 的 复数 形式 
利用 下 列 关 系 式 
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exp(iT ) = cosT 十 isinz。 

用 复 指 数 表达 式 代替 三 角 表 达 式 往往 更 方便 些 , 这 里 :一 (一 1 
于 是 (7) 式 可 改写 作 

ux, zi) 一 ,exrexp[fia(x — ct)] 十 Bexplia(x + ct1)], (8) 
式 中 ,系数 wr 和 必 通 常 是 复数 (练习 4)， 

我 们 暂时 离开 正题 来 讨论 一 下 复数 解 。 首 先 ， 请 注意 任何 x 
和 和 z 的 偏 微分 方程 , 璧 如 说 

8 Ou 


Ou x 
L(w) = qo 十 a 十 ar < 十 
(zx ) do Ql Dr 他 2 Oz G03 Or’ 


(a 是 实 常 数 ) 


具有 如 下 形式 的 解 
ua — fx,1), f(x, 1) = ef exp(ox)exp(B1), 
(这 里 常数 .or .gc 和 8 中 任何 一 个 都 可 以 是 复数 ) 因 为 
Lif} = .ef exp(ox )exp( Pi) 
Xx [ao 十 ac 十 ap 十 ax 十-………]， 

所 以 如 妥 方 括号 中 的 多 项 式 等 于 零 ,就 得 到 一 个 解 。 其 次 ,因为 工 
是 线 狂 的 ,并 且 具 有 实 系数 , 故 

L(Ref) = ReL(f) = 0, L(Imf) = ImL(f) = 0. 
( 像 往 常 一 样 ， 上 述 方程 中 的 Re 表示 “ 实 部 ”, 而 Im 表示 “ 谨 部 ”. 
因此 ,我 们 看 到 ,Ref 和 Imf 都 给 出 了 L(w) 一 0 的 实 值 解 . 

并 不 是 所 有 的 常 系数 线性 方程 都 具有 单纯 的 正弦 解 或 单纯 的 
余弦 解 ， 但 是 却 都 具有 指数 形式 的 解 。 我 们 可 以 总 是 与 正弦 和 余 
纺 ( 或 双 曲 正弦 和 余弦 ) 的 线 姓 组 合 打 交道 ,而 不 眼 指 数 发 生 关系 ， 
但 是 后 者 往往 给 出 更 为 紧 痰 的 计算 . 


正 发 波 分 析 
让 我 们 稍 详细 地 来 考虑 解 (7) 中 的 一 项 。 特 别 是 , 令 


2 一 < a>0 (9) 


U(X, / ) mw 0 COS 


因为 余弦 在 十 1 和 一 1 之 闻 变 化 ,系数 4 是 # 的 绝对 值 的 最 大 值 ， 
sa 429 © 


并 称 之 为 振幅 ， 而 且 
u(x + 141) = acos CFA et) 


外 


—  /- 
— I COS | ~ 二 ?| 
1 
= /COS 2 一 u(x, 1), 


我 们 可 以 由 如 下 的 方式 解释 这 个 结果 . 如 采 我 们 把 1 看 作 固 定 
的 ， 那 末 x(x,1:) 作为 * 的 水 数 而 按 距离 4 重复 自己 , 换言之 ， 
u(x+, 1) 是 周期 为 的 * 的 周期 函数 . 这 个 “空间 周期 *4 称 之 为 
波长 ,而 它 的 个 数 和 一 2 量 出 了 单位 距离 内 波动 的 数目 ， 并 称 
类 似 地 ,我 们 可 把 * 看 作 较 定 的 ,而 要 求 波动 在 时 间 内 重复 
目 己 。 这 就 要 求 z 
u(x,t + T) = acos PG 一 cl ) 一 2 — u(x,t); 


0 
由 此 可 得 加 


2TTrT 
一 一 一 一 ZX 


葬 . 
rt 一 和 (10) 


我 们 把 * 称 为 周期 ,而 把 它 的 倒数 x(” 一 c/4) 称 为 频率 ; 因此 
频率 度量 单位 时 间 通 过 给 定点 * 的 波 数 ， 
现在 让 我 们 考虑 由 下 式 给 出 的 两 个 解 如 和 和 


zi 一 Gcos2z( kr — ft) 


za = acos[2r( RX — nt) + €] 
“= a COS2x 6 十 5 一 or |. 


我 们 看 到 , 除了 x 有 一 个 大 小 为 8/2zk 一 g4/2x 的 位 移 以 外 ,加 
入 是 相同 的 ， 参数 s 称 之 为 u 相对 于 ww 的 相位 ， 在 8 一 
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i 一 一 Ww 的 特殊 情况 下 , 我 们 把 这 种 情况 称 作 为 由 和 妈 异 相 
弧度 (或 180 度 ). 
荫 后 ,我 们 想 要 指出 , 形 为 
u(x,1) = expl 2ri( Rx — nt)] 
一 exp( 2rikx )exp( — 2xint ) 
的 解 并 不 象 它 第 一 次 出 现 那 样 特殊 。 更 一 般 的 时 间 依 赖 关 系 可 通 
过 傅 里 叶 方法 合并 成 为 级 数 或 积分 ， 例 如 ， 考 虑 两 道 全 同 但 却 朝 
反 向 运动 的 正 蓄 波 的 和 / 
sin 2r( Rx — nt) + sin2x(kx + nt) 
一 2 sin (2xkx) cos (27nz )。 / 
结果 是 一 种 在 固定 节点 x 一 z/k，z 一 0, 土 1,… 之 间 上 升 或 下 
降 的 图 形 ， 这 是 一 种 驻 波 . * 的 相当 一 般 的 函数 可 类 似 地 用 复 指 
效 玖 数 来 表示 。 虽然 求解 的 一 般 思路 是 相当 简单 的 ， 但 是 却 存在 
着 许多 情 并 ， 其 中 所 得 的 数学 问题 既 可 以 是 引信 人 胜 却 又 是 挑战 
性 的 ,参阅 第 四 章 . 


一 个 属性 间断 面 的 影 响 


现在 让 我 们 考虑 一 个 非常 简单 的 例子 , 它 仅 利用 指数 型 的 解 
但 却 具 有 某 些 有 意义 的 结论 。 我 们 把 两 根 半 无 限 长 的 杆 取 作 所 考 
虑 的 外 形 : {( 一 00 二 x 二 0) 和 II(0 二 x 一 oo)， 两 者 都 具有 不 变 
a 第 一 根 的 值 为 已 和 mm， 第 二 根 的 值 为 E 和 

.两 部 分 都 具有 相同 的 形状 和 模 截面 积 . 杆 工 的 声速 将 用 c, 表 
示 ， 杆 开 则 用 cc: 表示 . 两 根 半 无 限 的 村 假定 在 x 二 0 处 焊 授 在 
一 起 ( 见 图 12.14). 

考虑 一 道 在 杆 I 中 向 右 运动 的 入射 波 

exp[i(x — ct )], 

我 们 将 试图 确定 在 杆 条 中 随后 的 延 墓 滤 和 由 于 交 窜 面 的 存在 而 
产生 的 任何 额外 的 反射 波 ， 四 

为 了 完成 所 需 的 计算 ， 我 们 必须 首先 将 交界 面 上 的 条 件 翻 译 
成 解析 的 术语 。 用 wa.(x,1) 表示 杆 工 中 的 位 移 ， 用 w(x,:) 家 
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图 12.1 焊接 在 一 起 的 两 根 杆 ， 两 村 的 杨 氏 模 量 有 和 密度 P 不同， 
因而 其 声速 < 一 (Epo 和 也 不 同 . 


不 杆 Hf 中 的 位 移 ， 因为 两 根 杆 是 焊接 在 一 起 的 ， 因此 经 过 x 一 1 
的 位 移 必 须 连 续 。 于 是 | 
ti(0— ,1) = ws(0+, 7), (11) 
式 中 0 一 表示 * 趋同 于 原 后 但 总 保持 在 原 尽 左 边 的 极限 ,而 0 十 则 
表示 * 趋向 于 原点 但 总 保持 在 原点 右边 的 极限 
此 外 ,经 过 交 宅 面 的 力 必须 是 连续 的 (练习 13)。 注意 两 部 分 
的 病夫 桓 积 是 相同 的 ,这 个 条 件 意味 着 
我 们 将 寻找 一 个 解 , 其 中 wu 由 人 射 波 与 向 左 运动 的 反射 疲 组 
成 ,wi 则 为 一 道 回 右 运 动 的 波 ?。 换 句 话 说, 我们 用 解 
== exp[i(x — ci)] + Aexplia(x + cz)]， 
一 Bexp[iB(x 一 cz)] 
来 试探 测 在 肖 数 4、B、a、 和 p 将 由 交界 面 的 条 件 11) 式 和 (12) 
式 .来 确定 ， 
从 式 (11) 我 们 导出 下 列 要 求 ,对 所 有 的 : 值 
exp(—icit) + Aexp(iacd) = Bexp(—iBcs), . 
为 了 使 这 个 式 子 成 立 , 所 有 指数 的 宗 量 都 必须 相同 。 因 此 
“~ RAT ale | 
此 外 ,系数 还 应 该 满足 | 
1l+4= 8B. (13a) 
考虑 到 有 关 指数 的 条 件 , 我 们 可 以 号 出 | | 


1) 象 这 时 所 做 的 那样 ， 求 解 这 些 简单 问题 的 一 个 有 效 办 法 是 狂 测 解 的 形式 ， 象 其 
他 解法 一 样 ,这 种 解法 的 经 验 来 自 实践 
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us = expli(x — ct)] + Aexp[—i(x 十 cr)]， 
ici{( xX -一 2 | 


到 = B exp | 
C2 


把 这 些 结果 引进 边界 条 件 (12 ) 式 ,我 们 得 到 | 
EEA~ Es (13b) 


C2 


现在 就 (134) 和 (13b) 式 求解 振幅 ,结果 [练习 5(a)] 为 


A 1 一 全 9 B= < 3 | 
站 十 天 l 寺 RK 
R 尘 Ec, | ) (14 
Ele ob 


反射 波 波幅 4 的 表达 式 向 我 们 表明 ,如 果 尺 大 于 1, 在 这 道 站 上 便 
有 一 个 相位 移 x?。 当 R = 1 时 (均匀 杆 ), 透 射 波 与 人 射 让 相同 ， 
入 有 反射 . 
对 极限 情况 的 仔细 推 菩 ， 几 平 总 是 增加 我 们 对 一 个 和 解 的 含意 
的 理解 。 人 们 常常 可 以 把 一 般 情况 看 作 比 较 容易 理解 的 极 疗 情 况 
之 辐 的 某 种 折衷. z 
在 目前 的 情况 下 ,我 们 首先 注意 到 , 当 R 一 % 时 ,4 一 一 1， 
B 一 0, 对 于 R > 1, 这 时 的 情况 便 相应 于 : 当 一 根 较 轻 的 柔性 杆 
灰 在 一 根 较 重 的 刚性 杆 上 时 在 柔性 杆 上 产生 的 波动 ， 在 极限 情况 
下 ,刚性 杆 保持 不 动 。 取 下 列 极限 人 射 解 的 实 部 
xi = exp [i(x — ct)] — exp[—i(x + cf)], (15) 
我 们 得 到 
cos(x— ct)— cos(x Tt cf) = 2sin x sin cet, (16) 
这 是 一 种 驻 波 。 位 移 在 间断 点 * 一 0 处 消失 ,这 就 犹如 轻 的 乘 性 
杆 在 这 一 点 是 刚性 地 固定 了 似 的 。 事实 上 ，x < 0 的 极限 解 与 一 
端 砌 人 的 半 无 限 杆 上 的 波动 解 是 一 样 的 。 至 少 在 回想 起 来 时 ， 这 
一 点 是 毫 不 足 奇 的 . 


!》 因 为 4 和 B 总 是 实数 ,用 复数 符号 并 无 好 处 ， 其 实 从 一 开始 就 可 假定 正弦 解 或 
余 汶 解 。 当 请 况 非 如 此 时 ,作为 一 个 例 手 请 参看 练习 10， z 
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注意 (15) 式 的 虚 部 为 = 
sin{x oct)t+ sin(x TT ct) = 2 sin xcosct, (17) 

它 与 (16) 云 仅 在 相位 上 有 不 同 . 

在 男 一 种 极限 情况 R->0 下 ,反射 波 与 x < 过 0 的 杆 在 +* 一 0 
处 具有 上 自由 端 时 得 到 的 情 总 相同 。 透射 站 具有 可 能 的 最 大 振幅 . 
这 一 讨论 的 细节 留 给 读者 去 做 [练习 7(0]。 

考虑 这 个 问题 中 的 能 量 分 布 是 很 有 启发 的 。12.4 市 中 给 出 了 
从 质 总 力学 得 到 的 所 需 的 能 量 概念 的 推 | 。 利 用 这 些 概念 ， 我 们 
可 以 计算 各 种 波 在 单位 兵 度 上 的 能 量 。 因为 没有 耗 散 机 制 存 在 ， 
便 可 以 指望 ， 人 射流 的 能 量 正 好 与 酒 射 站 和 反射 疲 的 能 量 之 和 相 
平衡 +。 事实 上 ,情况 确 系 如 此 ( 练 沼 4、6). : 

需要 冉 作 一 次 观察 .12.1 省 中 我 们 几 次 提 到 过 一 个 数学 问题 ， 
其 中 基本 方程 (或 方程 组 ) 补 充 有 合适 的 (时 间 :一 0 时 的 ) 初 始 条 
件 和 ( 杆 两 端的 ) 边 界 条 件 . 但 是 ， 我 们 刚才 求解 的 问题 并 不 属于 
a 它 宁肯 是 属于 和 散 英 型 的 ， 在 疲 动 问题 中 

是 经 党 碰 到 的 。 这 里 是 对 全 部 时 间 求 描述 一 个 人 射 疲 信号 ， 导 
以 出 最 和 的 影响 为 了 敌 明 白 是 不 是 仅仅 是 所 描述 的 人 射 信号 引 
起 ”的 现象 ,就 ( 象 这 里 一 样 ) 需 要 一 个 辆 躬 条 件 , 粗 赂 地 讲 , 这 就 是 

恕 解 减 去 已 给 的 人 射 解 完全 是 出 射 解 . (18) 


练习 


1. 完成 推导 (3) 式 所 需 的 详细 计算 . 

2. 在 (3) 式 以 下 的 讨论 中 ,我 们 对 参数 «和 v 作 了 一 种 选择 ， 考 虑 
所 有 会 使 (3) 式 中 合适 的 系数 等 于 零 的 其 他 选择 ,并 确定 哪 一 种 
选择 能 得 到 有 意义 的 解 . 这 些 烽 外 的 选择 是 否 能 在 本 质 上 给 出 
新 解 ? 

3. 在 课文 中 ,我 们 分 析 了 解 fz 一 1) 的 几何 意义 ， 对 gz 十 ec) 
进行 类 似 的 分 析 ， 如 果 我 们 选择 了 解 《cz 一 *), 那 末 会 发 生 些 
什么 ? | 

4.(a) 令 .wf 二 MM 十 IN， 安 二 P+ i190, 确定 用 4,8B,C 和 DD 
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表示 的 M，N，P 和 0 使 (7) 式 和 (8) 式 等 价 . 
(b) 同样 证 明 形 为 
u(xst) = Asina(x — ct1) + Beosa(x— ci) 
的 一 个 解 可 以 写成 如 下 形式 
u(x,1)=—= Hsina(x— ct+&) 

以 及 

u(x,s1) = Kecosa(x 一 ct 十 的 
由 应 的 指数 形式 是 什么 

. (2) 推导 (14) 式 中 所 给 的 系数 4 和 B 的 表达 式 .， 

(b》 试 在 一 开始 就 用 无 量 纲 变 量 来 再 解 这 个 问题 ， 

6. 加 上 上 位移 连 续 条 件 (10) 式 ,我 们 断定 ;如 人 斥 适 当 的 方程 受 对 所 有 有 
的 # 部 成 立 的 话 , 那 林 所 有 的 指数 都 必须 具有 相同 的 幅 角 ,给 这 放 
一 论断 以 正式 的 证 明 ， 

.《a) 假定 一 个 位 于 一 oo <x 委 (0 的 半 无 穷 均 匀 杆 经 受 一 道人 

射 波 exp [zx 一 ci]。 试 求 杆 在 x 一 0 处 共有 固定 疾 时 
的 反射 疲 。 : 

Cb) 当 杜 在 * 一 0 处 具有 自由 端 时 ,重复 (a) 的 工作 ， 

(c) 当 R 1 时 ,给 出 有 关 (14) 式 所 给 出 的 解 的 完整 的 讨论 . 

. 在 杆 由 两 种 介质 组 成 的 情况 下 ,假定 人 射 波 由 已 知 函数 

帮 cu — 4) 
给 定 。 试 求 反射 波 g(cuz 十 *)》 和 透射 波 hczt 一 *)。 这 个 性 
质 如 何 依赖 于 参数 R? 

. 考虑 一 根 位 于 一 co 二 x 委 0 处 的 半 无 限 均 匀 杆 ,其 有 限 靖 x 一 0 
处 附 以 质量 M. 它 受 到 一 道 向 右 运动 的 人 射 疲 f(ct 一 x*) 的 
作用 ,后 者 其 有 下 列 性 质 ; 

只 要 xz 委 0 便 有 f(z) 一 0， 
把 位 移 号 成 下 列 形式 : 
u(xst) = fct — Xx)+ gl(etT rx), . 
并 求 出 反射 波 g(ct 十 +)， 在 得 到 通 解 以 后 , 考察 让 M 接近 于 
零 和 接近 于 无 限时 出 现 的 这 两 种 特殊 情况 ,， 在 后 一 种 情况 下 ， 
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计算 由 人 射 疲 ct 一 *) 单独 在 一 0 处 所 产生 的 力 ,并 把 
它 与 完整 解 在 这 个 位 置 上 所 产生 的 力 加 以 比较 . (你 将 会 发 现 ， 
力 被 加 倍 . 不 能 预测 这 一 效应 可 能 导致 结构 的 破坏 . ) 

10. 如 采 一 根 均匀 杆 浸泡 在 一 种 粘性 介质 中 ,而 这 种 介质 所 施 的 阻 
力 正 比 于 ww， 那 末 杆 的 纵 阿 运动 方程 为 


Hrxr ™ (un 十 kus )。 (19) 
利用 练习 1.13 的 方法 推导 (19) 式 .。 试 解释 常数 ,并 确定 它 的 


单位 
11. 试 证 明 , 如 果 我 们 寻找 (19) 式 的 形 为 


u(x ) ~ Pp -过 ) v(x,1) 
的 解 , 那 未 ,v(x， 1) 将 闯 足 
1/ 1, 

Vrxr™ a 4 小 (20) 
而 且 , 如 果 (20) 式 中 马 乞 1， 那 末 人 污 去 最 后 一 项 可 得 到 近似 
解 。 试 证 明 这 种 近似 解 可 写成 如 下 的 形式 

n(x,t) 一 exp (一 二 ke [f(s 一 ct 十 pc(x 十 ci)]。 (21) 
解 (21) 称 之 为 稀疏 波 . 
12. 首先 利用 (20) 式 本 身 ,然后 用 (20) 式 的 近似 
xx 二 V pr。 (22) 
求解 下 列 具 体 初 值 的 问题 : 
wxyy0) 一 0， u(r, 0) 一 cos 一 ， 
从 而 由 此 研究 练习 11 所 给 出 的 近似 的 适用 性 。 如 何 把 这 两 个 
解 加 以 比较 ? 利用 分 离 变 量 法 (4.1 节 和 15.4 节 ) 进 行 ; 即 写 下 


s(x) = blx)m(z), 
由 此 得 到 
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形 172 pi 
式 中 4 是 常数 。 对 式 (22) 使 用 同一 技巧 ， 
13. 边界 条 件 (12) 式 的 推导 省 略 了 。 试 根据 与 练习 1.12 所 用 的 湾 
片 ” 分 析 相 类 似 的 论据 。 为 这 个 条 件 补 一 个 论证 ， 
14. 考虑 由 下 列 方程 所 制约 的 均匀 杆 的 纵 同 运动 
| ds — Curr = 0, 
u(x,0) = f(x), ulxs 0) = g(x), 0<x 一 工 ， 
uO0,1) = u(L,t) = 0, 1 > 0。 
(a) 描述 这 些 初 始 和 边界 条 件 的 物理 意义 . 
'(b) 推导 这 些 边 界 条 件 下 放 动 方程 的 解 


U(X 8) 一 二 [fx 十 cl) 十 fxr 一 ci)] 


1 Xet 
十 (二 )| g(s)ads. 
2 rc 


(c) 了 消 数 1x) 和 g(x) 仅 在 0 二 x* < 上 有 定义 ， 然 而 利用 
上 述 解 中 的 和 & 时 却 要 求 f 和 & 对 它们 的 守 量 的 所 有 
值 都 有 定义 。 利用 边 务 条 件 证 明了 和 2& 应 该 延 拓 成 局 期 
为 2L 的 育 冰 数 . 


了 


Xo—€ Xo Xxo+Ee L 


图 12.1> 将 包 位 移 的 示意 图 , 
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15. (a) 利用 练习 14 的 结果 考察 如 下 情形 
初始 速度 g(x) 二 0， 初始 位 移 由 图 12.15 示 出 的 曲线 所 
给 定 。 这 就 是 说 ,除了 m 附近 的 一 个 小 邻 域 外 ,f 一 0。 考 
察 这 个 “ 鼓 包 ” 如 何 传播 。 在 (x, !:) 平 面 上 画 出 f 的 鼓 包 起 
作用 的 区 域 ， 例 如 ,直线 x 一 ct = xo 的 意义 是 什么 2 . 
(b) 当 围 绕 某 点 m 的 一 个 小 区 域 中 的 物质 都 给 一 初始 速度 ， 
但 杆 上 各 点 却 都 没有 初始 位 移 时 , 试 进 行 类 似 的 分 析 ， 
16. 芳 虑 一 根 位 于 一 co<x 委 0 处 的 半 无 限 均 匀 杆 ,假定 一 根 弹性 
常数 为 忆 的 轻 弹 筑 在 x 一 0 处 与 村 相连 。 我 们 希望 考察 一 道 
人 和 人 射 正弦 波 的 反射 ,并 因此 而 探讨 复数 符号 的 可 能 的 好 处 。 我 
们 注意 问题 在 于 确定 满足 下 列 条 件 的 波动 方程 的 解 . 


2 
在 x 二 0 处 ,ww 十 ku 二 0， sg= 


oF 
+(a) 寻找 下 列 形式 的 一 个 解 
wp 一 cetro 4 Oitay, 
Wd 0, 取 最 终 解 舍 的 实数 部 分 ,再 用 如 下 两 种 方法 写 
一 部 分 : 
Wh == eae, 二 Xx) 十 Bsin(et + x) (23 ) 
U 一 cos(ct 一 X) 十 Bcosfct + r+6), 
(b) 求 形 如 式 (23) 的 解 , 并 把 工作 量 与 在 (a) 中 直接 得 到 这 样 
一 个 解 的 工作 量 加 以 比较 . / 
17. 证 明 强 授 波 动 方程 


Hrr 一 (三 ) His 一 F(x, 1,) 
二 


的 一 个 特 解 为 | 
1 人 Y 十 ct 十 下) 
u( x» 一 工 | | » Elz, 2 dxdi. 
2 7) 0 Jx— 一 一 


18. (a) 利用 第 六 . 章 申 计 计 论 的 桥 久 更 加 认真 地 讨论 统 11. 
(b) 利用 扰动 引 论 计算 由 练习 11 得 到 的 近似 解 的 修正 ， 
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12.3 间断 解 ? 


住 讨论 上 节 的 一 些 特例 村 。 我 们 已 暗中 假定 所 研究 的 解 具 有 
人 们 所 希望 的 各 种 解析 性 质 一 一 连续 性 、 可 微 性 等 等 。 现 在 我 们 
来 考虑 如 果 去 掉 其 中 的 一 些 限 制 可 能 发 生 些 什么 问题 。 特 别 是 我 
们 来 看 一 下 “轻微 ”间断 的 情况 ， 这 种 间断 将 在 讨论 过 程 中 更 明确 
地 加 以 表征 。 一 开头 就 应 该 注意 到 位 移 x(x,z) 将 假设 是 连续 的 ， 
为 我 们 竺 括 除 表征 材料 搓 裂 或 折 营 的 运动 。 然而 ， 在 推导 中 若 
时 类 型 的 间断 却 是 允许 的 . 

在 研究 杆 的 运动 时 ,自然 会 对 不 连续 解 进行 研究 . 例如 ,人 们 
可 能 要 问 当 杆 的 一 端 突然 受到 打击 时 会 发 生 些 什么 。 这 种 打击 无 
疑 会 使 杆 的 应 力 产 生 一 个 突 跃 ,而 且 可 能 会 使 速度 产生 一 个 突 跃 ， 
在 杆 的 某 个 截面 上 加 上 的 冲击 会 在 整个 杆 长 上 感受 到 吗 ? 如 果 是 
这 件 的 话 ， 那 末 这 将 是 同时 出 现 还 是 要 经 过 有 限 长 的 时 间 才 能 在 
落 符 定位 置 的 截面 上 听 到 ”这 种 扰动 呢 ? 扰动 能 以 任意 速度 传播 
吧 ? 杆 的 性 质 在 扰动 运动 时 又 是 如 和 何 影响 扰动 的 呢 ? 我 们 将 看 到 
可 以 用 相当 初等 的 方法 去 回答 这 种 问题 中 的 一 些 问题 。 

效 秋 二 阶 偏 徽 分 方程 基本 理论 的 读者 会 认识 到 ， 我 们 将 要 做 
的 束 是 以 不 容易 识别 的 形式 按照 理论 去 分 析 这 些 方程 的 性 质 。 然 
和 看， 必用 到 的 语言 与 纯粹 数学 讨论 中 通常 所 拥 的 多 少 要 有 氮 不 
辣 ， 


应 该 注意 到 我 们 已 经 研究 了 可 以 认为 具有 某 一 种 形式 的 间断 
解 的 一 个 例子 。 在 12.2 节 中 我 们 已 讨论 过 具有 不 同属 性 并 在 恩 
定位 置 * 一 0 处 焊接 在 一 起 的 两 根 半 无 限 长 的 杆 .: 这 种 情况 也 
可 看 作 在 x = 0 处 截面 属性 有 跳跃 的 一 根 无 限 长 的 标 ， 边界 条 
件 (22) 式 表明 ,在 给 定 的 材料 间断 面 上 ,应 力 是 连续 的 。 因 为 经 过 
截面 x = 0 时 ,E 从 E, 跳跃 到 E,, 由 此 可 知 , 位 移 x(x,:》 的 导 
数 u:《x,:) 就 有 点 路 。 因 此 ,这 可 以 看 作 是 其 解 呈 现 某 种 形式 间 


1) 12.3 节 和 12.4 节 可 以 任何 一 种 次 序 阅 读 . 
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只 的 一 个 问题 。 然而 ,下 面 我 们 将 研究 多 少 比较 更 加 一 般 的 情况 ， 
其 中 间断 的 位 置 在 空间 并 不 固定 ， 而 且 材 料 的 属性 也 逐 点 变化 . 

在 进行 具体 的 分 析 之 前 ， 应 该 作 一 点 最 后 的 解释 。 我 们 已 轻 
率 地 谈论 了 波动 和 间断 面 治 杆 的 传播 ;可 是 作为 首要 的 假设 ,我们 
己 息 定 截面 或 质点 的 运动 是 很 小 的 ,然而 ,这 并 没有 前 后 矛盾 ， 因 
为 不 是 组 成 横 截 面 的 质点 沿 着 杆 传播 ， 而 宁可 是 某 些 属 性 或 空间 
和 时 间 的 函数 沿 杆 传播 ， 而 后 者 确实 是 这 样 传播 的 。 例 如 ， 如 果 
我 们 注意 某 一 时 刻 杆 中 的 应 力 分 布 ， 然 后 再 注意 下 一 时 刻 的 应 力 
分 布 , 我 们 会 发 现 除了 位 置 上 的 移动 以 外 ,后 一 时 刻 的 分 布 曲线 看 
来 多 少 与 前 一 时 刻 的 分 布 曲 线 是 相同 的 。 因 此 ,我 们 会 得 出 结论 ， 
除了 也 许 在 形状 上 的 某 些 变形 外 ， 应 力 分 布 已 沿 着 杆 传 播 了 ， 辣 
时 "组 成 杆 的 质点 仅 在 小 范围 内 移动 


间断 面 的 运动 - 


我 们 现在 考虑 一 根 杆 ， 它 的 截面 性 sa BC) 和 p(x) 是 
两 次 连续 可 微 的 。 我 们 将 翁 定 纵向 位移 也 是 两 次 连续 可 微 的 ， 并 
用语 是 忽略 了 体 刀 的 运动 方程 (2 1) 

: (ooEu)r pou, | (1) 

但 是 ,不 要 求 (1) 式 在 可 能 随时 与 杆 一 起 运动 的 横 截 面 上 成 立 。 这 
种 截面 是 一 种 运动 车 的 间断 表面 。 假 定位 移 x(x, 1) 经 过 这 个 表 
面 是 过 续 的 ,但 是 它 的 一 阶 导数 (因此 应 力 和 速度 ) 可 能 有 有 限 的 
号 跃 ， | 

我 们 将 假定 沿 间断 表面 x: 和 w 的 跳 聊 本 身 是 连续 函数 。 这 
就 是 说 如 果 我 们 考虑 wx 在 时 间 4 和 时 的 跳跃 ， (此 时 ， 闻 断 面 
分 别 在 位 于 4 和 和 x.) 那 末 


im 在 (xz2， fa) 也 的 Hr 的 胱 降 


让 
srt 


一 在 《xis #1) 肝 的 Wz 的 跳跃 ， : 
趟 中 ,极限 运算 随 间 渐 表 面 的 运动 而 运动 
我 们 分 析 的 目的 是 为 了 寻找 一 组 方程 ， 从 这 组 方程 来 确定 
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! > j 时 间断 表面 的 位 置 和 跳跃 的 大 小 ， 如 果 我 们 知道 初始 时 间 
时 的 这 两 个 量 大 小 的 话 。 我 们 首先 来 求 间断 表面 传播 速度 的 表 
达 式 ， 

假定 运动 问 断 表面 的 位 置 x 由 下 述 隐 函数 给 定 

p(x, 1) — 0. | (2) 

或 者 既 可 由 | 
x 一 XxX(z)，。 也 可 以 由 :二 由 (x) 
以 亚 却 给 出 人 微 商 (2) 式 ,我 们 得 到 


dx 
一 一 十 一 0 
pr 7 中 
或 


de 3 
守 一 一 衬 ， 0) 


方程 (3) 把 间断 表面 的 速度 dx/4di 与 削 数 $x， 1) 的 篇 导 数 联系 
在 一 起 。 我 们 要 研究 的 问题 之 一 是 是 否 存在 着 对 这 个 速度 的 任何 
限制 ， 
我 们 将 用 算 符 fCx, 2 了 来 表示 函数 f(x, 7) 在 这 样 一 个 间 
断 表 面 上 的 跳跃 ,该 算 符 定义 为 ， 
[fx, DB = fx—, 1) — fx, 1)» 
式 中 | z 
f(x— ,1) 一 lim 1(¢, 1), 5 一 xy， 
和 
f(x+ ,1) 一 lim f(£,1), $$>x. 
我 们 记得 ,已 经 假定 位 移 er !) 经 过 间断 表面 是 连续 的 ,我 们 就 
可 写作 . 
1z = 0. (4) 
比 起 把 间 呈 表 面 看 作 一 个 在 一 维 x 空间 运动 着 的 截面 来 ， 把 
该 表面 考虑 为 图 12.16 中 所 示 出 的 (x, 7) 空间 中 一 条 固定 曲线 所 
表示 的 曲面 更 为 方便 些 。 我 们 将 把 沿 曲线 p(x, 1) 的 统 长 称 为 
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$x,0)=0 


12.16 在 好 平面 上 夯 出 的 间断 表面 的 轨迹 ， 


s。 在 两 个 任意 点 (xos mn) 和 (zy 44) 之 间 沿 曲线 积分 ,我 们 有 


Kx 一 0) 
| W(X— 9 1)d5 2 和 一 ， 同一 2 Xo— ? 0)。 


(X0 一 280) 
类 似 地 ， 
(十 和 
| z “u(x 十 ， 1 )ds 一 U(xi 十 ， fi ) 和 u(x 二， 10)。 


(xot+ rto) 


把 上 两 个 积分 相 减 并 利用 (4) 式 ， 于 是 ,我 们 得 到 如 下 的 结 雪 
I Eu, (x ,lads 一 0. {5) 


(x 


根据 连锁 靶 则 , 则 有 
U(r+,{) = U(x, 1) .十 W(x, /) 


和 
asx 7) = kulx, D1 < 十 u(x 9 一 ~ 


因此 ,fx,(z， 六 沿 间断 表面 是 连续 的 . 四 ,fC 
沿 曲 线 已 任意 选 定 ,所 以 可 把 Dubois- Reymond 引 | 理应 用 于 (5) 式 
得 到 
[ux] = 一 0. (6) 
方程 (6) 表 明 , x 的 切 同 导数 经 过 则 断面 也 是 连续 的 ， 
用 导数 ws 和 w 把 (6) 式 改写 ,我 们 便 可 利用 它 得 到 下 列 结 琳 
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ie -2 + kul = 0. 
CE 


因此 
dx _ pr |x, 
dt be ul 
或 者 : a 
fxd = El Ds (7 
yg ) 


(7) 式 表 朋 ,一 阶 导数 的 踊跃 是 互相 有 关 的 ， 并 且 与 间断 表面 的 形 
忧 有 关 . 

我 们 还 必须 来 考察 在 间断 表面 两 边 * 是 式 (1) 的 解 这 句 话 的 
含意 。 令 C 为 (xy rt) 平面 上 色 围 内 域 G 的 一 条 任意 的 封闭 曲线 ， 
单位 外 法 线 虽 可 瑟 作 如 下 
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式 中 ,单位 天 量 i 和 j 了 如 图 12.17 所 示 。 边界 曲线 C 从 :1 一 4 变 到 
! 一 ,如 图 所 示 C 的 右 半边 用 x 一 n(z) 表示 , 左 半 边 则 用 x 一 
m(z) 表示 。 对 于 给 定 的 : 值 ,让 我 们 考虑 杆 的 这 样 一 个 部 分 
m(zt) 过 + nt 

我 们 把 线性 化 形式 的 线 动量 方程 的 积分 平衡 式 应 用 于 杆 的 这 一 部 
分 。 把 (1.43)、《1.46)、《1.47) 式 联 列 , 我 们 得 到 

| prunds = T(x, 7)ons ti) 一 了 (aa ,1), 
在 下 委 :上 委 2 上 积分 这 个 关系 :我们 有 


/ nn(f) 1 ， 
| | pourdxdt 一 | T(n, f)r(n, ?dt 
fi f - 


w fF 


一 | T(m, i)o(m, at | 


所 | T(n, 1)o(n, 1 )dt 


十 | 7Cm， 1)o(m, tat. 
应 该 注意 ,我 们 已 假定 涉及 加 速度 wi 和 应 力 了 T 的 积分 是 存在 的 。 
”让 我 们 引进 沼 曲线 C 的 弧 长 :作为 参数 ,参照 图 12.17， 我 们 
看 到 ,在 二 n(¢) 上 ， 


di = cosds =— nds, 


类 似 地 ,在 和 m(z) 上 ,我 们 有 


df = — cosOads = mids, 


因此 ,我们 的 积分 关系 现在 可 写作 
| purdrxdt = 中 Taonds = 中 bounds, 


把 高 斯 定理 应 用 于 上 式 的 左 问 , 我 们 得 到 
中 CEousn 一 poun)ds = 0。 (8) 


现在 我 们 考虑 图 12.18 所 示 的 区 域 ， 其 中 了 是 间断 表面 的 任 
何 一 个 轨迹 。 我 们 看 到 GU G: 为 TUT， 所 包围 ，G 为 TUT 
所 包围 ,G; 为 T;UT 所 包围 。 把 (8) 式 依次 应 用 于 这 三 个 区 域 中 
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0 (x, 1) =D0 


* 


图 12,18 ”间断 面前 轨迹 了 把 任意 区 域 
分 成 G 和 Gs 两 个 部 分 


| [Eau.n ~ 一 pt 1 |as rs U 。 
和 UP 


| [Eoun 一 pounilds == 0 
TUT(-—) 


| (Equn 一 pousn)ds 


— | (Eoquzn 一 pouin) = 0， 
了 十) 


式 中 (一 ) 表示 间断 函数 是 作为 了 的 Gi 端的 极限 求 得 的 。 类 做 

地 ,T( 十 ) 表示 极限 是 从 TT 的 G, 端 取得 的 ， 而 且 ， 把 疝 卫 的 积分 

中 出 现 的 靶 线 呈 一 i 十 zj 取 为 从 G 到 G: 的 方向 。 因 此 ,最 后 

一 个 方程 中 的 第 二 个 积分 必须 在 前 面 冠 以 如 式 已 示 出 的 负 写 。 . 
从 其 余 积 分 的 和 中 减 去 第 一 个 积分 , 那 末 我 们 便 得 到 ， 


| (Equsn 一 pousm )ds 
T(—) 


一 | 0 (Eourn 一 ~ puma )d: — 0. 
r+ 


因为 E、r 和 P 经 过 T 时 是 连续 的 ， 最 后 一 个 方程 可 写作 如 下 的 开 
式 
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| (zetea — palke, ln )as 一 0. / C9) 


我 们 记得 ,已 假定 跳跃 Lucl 和 和 wh 沿 曲 线 工 是 连续 的 。 因 为 弧 T 
沿 p(x, /!) 二 0 是 任 选 的 ， 就 可 把 Dubois-Reymond 引 理 应 用 于 
(9) 式 ,并 得 到 如 下 结果 :, 沿 g(x, 1) 一 0， 
Eoluln, 一 polu, lz, = 站 
现在 ,单位 法 矢量 n 垂直 于 ai 十 gj 因此, 我们 可 得 到 结论 
Elwlgp, — phalgp, = 0. (10) 
方程 (7) 和 (10) 构成 了 未 知 量 [wxx] 和 [ws] 的 两 个 线性 齐 次 
代数 方程 。 如 果 系 数 行列 式 等 于 零 ,, 那 末 这 两 个 方程 将 具有 非 平 
良 解 ， 因此 ， 
— Ep: + pp = 0, 
或 
‘pV Pp 
2 一 到 
应 用 (3) 式 , 那 未 我 们 便 得 到 下 列 结论 
中 
i Pp 


因此 ,我 们 看 到 ,间断 表面 或 波 前 以 确定 的 速度 或 者 同 左 或 者 问 右 
运动 。 我 们 记得 ,在 等 属性 的 情况 下 ,这 个 速度 (5/p)” 是 用 “来 
表示 的 。 在 属性 可 变 的 情况 下 ,我 们 将 用 相同 的 符号 ,请 注意 “ 现 
在 依赖 于 x*。 因此, (11) 式 可 写作 / 


dx 
一 一 = 士 C(X)， 
本 (x ) 


我 们 看 到 ， 弱 间断 以 局 部 声速 传播 《间断 必须 是 小 的 或 “对 
的 ”; 否 则 基本 的 线性 化 将 是 不 正确 的 .) 这 个 结果 是 上 节 所 得 到 的 
结果 的 一 个 推广 ， 在 上 节 中 我 们 证 明 均 勾 杆 中 所 有 光滑 的 纵向 小 
扰动 将 以 声速 传播 。 如 果 我 们 认识 到 一 个 间断 可 看 作 只 能 感觉 到 
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或 


杆 的 局部 属性 的 局 部 扰动 的 话 ， 那 未 这 种 推广 是 我 们 已 经 预料 到 
Eg . . 
注释 .在 1.5.3 节 可 找到 关于 一 维 气 体 动力 学 的 论述 ,其 中 也 
讨论 了 扰动 以 局 部 声速 传播 的 问题 。 与 固体 相反 ， 气 体 一 般 都 具 
有 整体 的 对 流 运 动 。 因 此 ， 扰 动 的 传播 必须 相对 于 整体 运动 来 测 
量 
间断 面 的 性 所 
既然 我 们 已 确定 了 运动 问 断 表面 的 性 质 ， 那 未 让 我 们 来 看 一 
下 , 随 着 时 间 的 推移 ,关于 跳跃 的 增长 我 们 能 说 些 什么 .我 们 已 用 
隐 函 数 形式 p(x,7) 一 0 写 出 了 间断 表面 的 方程 。 对 这 个 方程 求 
解 ,, 我 们 可 写 出 | 


! 一 J(x), 
即 
$x, 1) = br) 一 上 一 0. 
函数 g(x*) 称 为 波 函 数 。、 因为 
dx 
| 9 ty, = 0， 
可 以 看 到 
一 
光一 了 了， 
或 
让 一 三 ，， (12) 


这 个 方程 称 为 镜 旬 方程， 在 三 维 情况 下 有 一 个 相应 于 (12) 式 的 方 
程 ,但 是 相应 的 推导 要 元 长 得 多 。 | 

现在 让 我 们 转向 这 样 一 个 问题 : 波 前 传播 时 ， 间 断 本 身 的 性 
态 是 怎样 的 ? 知道 了 时 间 w 时 截面 x 处 应 力 和 速度 的 跳跃 以 后 ， 
我 们 要 想 弄 清楚 ,从 杆 的 属性 是 否 能 确定 随后 的 跳跃 ,这 些 跷 跃 是 
波 前 在 时 间 上 时 到 达 位 置 * 时 将 出 现 的 ， 特 别 是 我 们 将 游 虑 波 前 
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同 右 传播 ， 而 波 前 右 端 的 物质 没有 受到 扰动 的 情况 。 疲 前 右 问 的 
物质 不 是 静止 的 这 一 情况 将 作为 练习 留 给 读者 ， 
我 们 将 把 速度 记 作 
u(x, 1) = v(x, 1). 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 引进 一 个 专门 的 符号 来 表示 间断 后 处 位 移 和 
速度 的 跳跃 。( 当 然 这 些 些 跃 中 的 第 一 个 恒 等 于 零 , ) 因 此 ,我 们 作 
如 下 的 定义 
U(x) = [u(x, 1) ,yr) 

和 

V(x) = v(x, 0). 
考虑 到 波 前 右 端 处 于 静止 状态 ,我 们 有 


U(x) = u(x, pl*)). (13) 
和 
V(x) = v(x,p(*)), (14) 
因为 经 过 波 前 的 位 移 假定 是 连续 的 ,所 以 
0 = U(x), (15) 


对 (15) 式 进行 微分 , 那 末 我 们 得 到 
0 = U'(x) 一 [xy bo] + us[x, po) 1 


利用 (14) 式 和 波 函 数 ,上 式 可 改写 作 
0 = us[zs p(x)] + VC) (x). 


因此 
uz[x, x) 一 一 了 (xz) 几 (xz)。 (16) 
因为 U”(x) 也 为 零 , 我 们 可 以 作 类 似 的 计算 而 得 到 如 下 的 结案 
usslzs PT = op — (VY (17) 


对 VCx) 作 类 似 的 计算 ,我 们 得 到 
V'(x) = vs ot vob’ (x), 
可 把 上 式 变换 ,得 到 | 
ve OAV'Y — eb). | (18) 
最 后 ,我 们 计算 关于 波 前 左 端的 运动 方程 (1 )， 因 此 
? 448 。 


PUT1 >= ( Eouy )，。 = 一 ( Er)'u, 十 Lourrs 


y, ux(Eo) Ci rr, (19) 
po 


在 继续 进行 计算 之 前 ， 让 我 们 简要 地 对 上 述 情况 作 一 评述 . 
我 们 的 目的 是 利用 杆 的 物性 建立 了 一 fw〗 和 sl 的 方程 。 方 
程 (16) (17) 和 (18) 用 也 表 出 有 关 的 导数 ;然后 再 在 (19) 式 中 使 用 
这 些 表 达 式 。 看 来 仅 有 的 困难 可 能 是 包含 v: 的 项 ,为 了 完成 上 述 
计划 ,必须 把 这 些 项 消去 。 

把 (18) 式 引进 (19) 式 ,我 们 可 以 证 明 ， 


Vg — vg) 一 0 tx 十 Urre 
{J 


再 把 (16) 和 (17) 式 引进 来 ,我 们 得 到 
Vy vd Co Vp — vb — (VY, 


我 们 看 到 ,包含 "z 的 项 消去 了 ,而 所 得 的 表达 式 可 以 简化 为 
VV 1 (Eagy (20) 
下 2 Id 

让 我 们 用 x。 表示 时 间 :一 时 间断 表面 的 位 置 , 那 末 积 分 (20) 式 

可 得 到 

V(x) _ [E(xoO)o(xo) (xo) 
Vx) [EC Ce) Le 
因为 几 一 1/c 并 且 E = cep, 我 们 可 以 把 这 个 式 子 改 与 为 


x ) = z [p(xo)o(xo)c( xo) 1 
V(x) = V(x0) [poe) J (21) 
于 是 ,(21) 式 表明 ,速度 的 跳 颇 祷 足 : 
vx, 3) Pare 
= (x : p(xo (xo )c( xo) 2 
[ ( 993 Ju p(x JTCx) cx) | . (22) 


因为 Tt == Fu, 由 (16) 式 得 到 
ET(z, Den ~ —EC)V (2) Ye). 
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应 用 (21) 式 ,我 们 便 证 得 
〖 7 4 ) ,ea 
x)cx)o( ro) [2 
-~ LT Cs ) oven | -ee 2 ， (23) 
(22) 和 (23) 式 就 是 我 们 一 直 在 寻求 的 传播 方程 . 
例如 考虑 ,一 根 均 质 杆 , 即 p(x) 兰 p(xo),c(x) 一 c(x,)， 假 
定 杆 的 形状 为 单位 厚度 的 截 头 模 , 杆 在 * 一 0 处 的 半 高 为 ， 在 
x 一 上 处 半 高 为 85。 因为 c(x) = c(x) = < 是 一 个 常数 ， 我 们 
便 得 到 下 列 结论 , 即 立即 积分 镜 象 方程 (12) 
少 一 二 . 


可 以 得 到 
:一 (x) =— = 
式 中 我 们 已 同意 ， 当 1=0 时 有 x 一 0. 此 外 ， 
a] 


L 
因此 速度 的 跳跃 将 满足 
[zl ew) | 
并 且 应 力 的 跳跃 遵循 
[TCx, A) Ye 一 【7(0， Dl 


” ”我们 看 到 ， 在 这 种 特殊 情况 下 ,当面 积 减 小 仆 时 ， 速 度 的 跳跃 增 
加 ,应 力 的 跳跃 则 类 似 .这 并 不 是 不 合理 的 ， 因为 横 截面 积 减 小 时 ， 
人 们 会 预期 应 力 增加 ,相应 的 速度 的 跳跃 也 增加 2。 对 于 变化 大 的 
密度 ? 和 局 部 声速 c, 情 况 多 少 更 加 复杂 一 点 , 我们 从 (22) 和 (23) 
式 注意 到 ,如 果 p(x)c (x)o(%) > p(xo)c(xo)o《(xo), 速度 的 跳跃 将 
增加 ,而 如 果 p(x)c(x)/o(x) > p(xo)c(xo)/ oxo), 应 力 的 跳跃 将 


1) 锤 击 所 产生 的 应 力 跳 了 强 度 在 面积 减 小 时 会 增加 这 一 事实 可 能 具有 实际 重要 
性 因为 高 的 应 力 值 可 能 引起 材料 的 破坏 ， 
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增加 . 


| 


Po 


ee 


5. 


练 习 


. 在 刚才 结束 的 分 析 中 ， 我 们 已 假设 跳跃 沿 闻 断面 是 连续 的 ， 重 


新 审查 一 下 论据 , 试 判 明 如 果 把 这 个 要 求 放松 为 逐 段 连续 ,那么 
我 们 能 得 到 些 什么 . 人 


. 就 下 列 方 程 ,完成 间断 面 传播 的 分 析 : 


(a) 传 热 方程 w.: 一 cw， 式 中 为 常数 ; 
(b) 拉 普 科斯 方程 xxz 十 or 一 0 
上 面 的 分 析 是 在 物质 属性 E、o 和 ? 连续 的 假设 下 进行 的 。 上 
一 节 考 虑 了 一 种 不 同形 式 的 间断 。 本 练习 的 目的 是 证 明 刚 才 所 
用 的 方法 可 应 用 于 上 面 考虑 的 问题 。 假定 在 全 部 时 间 内 在 杆 上 
都 有 一 个 国定 的 间断 表面 ;而且 EE, 9 和? 在 经 过 这 个 个 定 表面 
时 有 一 个 跳跃 间断 。 把 本 节 的 分 析 方法 应 用 于 这 个 新 间 题 ， 特 
别 是 证 明 与 (7) 式 等 价 的 结果 表明 ， 经 过 间断 面 的 速度 是 连续 
的 ,并 且 可 从 与 (10) 式 等 价 的 结果 得 到 在 这 个 表面 上 力也 连续 
的 结果 
课文 中 并 未 列 出 得 到 C7) 式 到 (23) 式 的 详细 计算 , 试 证 明 这 些 方 
把 丁 倒 过 来 ,完成 与 本 章 结 束 时 的 例子 同样 的 分 析 . 
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b EE: 
二 4 | 


0 L 


图 12.19” 截 头 锥 侧 示 图 ,其 端 头 是 半径 为 .4 和 2 的 贺 盘 ， 


li) 蕊 传播 速度 应 六 六 撞 ， 因为 它们 没有 直接 的 物理 意义 、 可 是 问 复 域 的 延 拓 已 证 


明 有 重要 的 价值 ， 见 Garabedian《19264), 特别 是 该 节 十 六 夭 ， 
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6. 修改 (23) 式 下 面 的 讨论 ， 使 它 适 用 于 底部 半径 为 * 和 2 的 截 头 
座 ( 见 图 12.19)。 号 路 的 性 质 有 什么 差别 . 

7. 定义 一 个 合适 的 “差分 位 移 ”, 从 而 把 课文 中 对 波 前 问 末 扰动 材 
料 运动 的 限制 去 掉 。 


12.4 功 、 能 量 和 振动 


在 本 节 中 我 们 将 简要 地 考虑 功 和 能 量 之 间 的 关系 。 此 外 ,我 
们 还 要 研究 一 下 称 之 为 自由 振动 的 波动 方程 的 某 些 特 解 ， 在 讨论 
过 程 中 ， 我 们 将 看 到 功 和 能 量 之 间 的 平衡 是 如 何在 振动 问题 中 起 
作用 的 ;而 振动 问题 既 在 物理 上 很 有 意义 又 在 计算 上 很 有 价值 . 


功 和 能 量 


让 我 们 考虑 一 根 长 度 为 工 的 杆 , 它 的 截面 性 质 不 断 变化 ,并 且 

只 在 两 端 受 力 .F(L,:) 和 FC(0,t) 的 作用 .。( 见 图 12.20.) 利 用 胡 
克 定 律 , 我 们 看 到 ， 
F(Z ,六 一 _ ECL YCL WCL, i 


图 12.20 两 端 受 力 的 杆 . 


FO0, 71) = —E(0)o( 0 0, Di. 
与 普通 质 后 力学 相 类 似 , 我 们 可 以 把 (单位 长 度 ) 杆 的 动能 密 
度 定 义 为 


7 ACDLACDLIE RS i )， z (1) 
并 把 杆 在 时 间 * 时 的 总 动能 定义 为 
KCD = 3) prs) 02) 
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假定 次 杆 长 没有 分 布 力 ,我 们 把 时 间 间 隔 0 和 上 丢 4 内 外 力 
所 作 的 功 W, 定义 为 ” 


W., = | [FOL,2) :wi FCOO,7) : ul0,1)ildr. 


(3) 
内 此 ， 


= 一 15ECC)oCL)usCLDu 人 CE 
一 下 (0)of0)aws(C0rz(0y at 《4) 
如 果 用 * 表示 单位 长 度 上 的 内 力 ， 那 末 内 功 Wi 将 由 下 式 给 
出 
Wj;= | .rauarar 
为 了 计算 zt, 考 虑 由 
/ EXE . 
定义 的 杆 的 任意 一 部 分 ， 杆 的 其 余部 分 作用 在 这 部分 上 的 力 为 
T(# + 7, DE + — T(E,Da(E) 
= | [T(x,t)alx) lax. 


因此 ,在 处 单位 长 度 上 的 内 力 + 为 
T(E, 1) 一 m7) | [Txt ox) dx 
= [T(E,1)0(8)]:, | (5) 
所 以 / 


1， 了 
Wi 一 | | (To ).udrad! 
0 J0 


. {tt .~ 2 z 
一 > | | (Eaus)rudrdit. (6) 
0 Jo 
我 们 将 把 时 间 间 隔 0 < :过 4 内 势能 的 改变 定义 为 在 这 眉 
1) 我 们 记得 , 作 功 的 速率 等 于 力 和 速度 矢量 的 数 积 。 我 们 把 质点 力学 的 这 个 定义 
加 以 捧 广 目的 是 为 了 得 到 经 典 结果 的 某 些 有 意义 的 普遍 化 的 结果 
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时 间 疝 隔 内 外 力 和 内 力作 切 之 差 .。 为 了 得 到 势能 改变 的 解析 表达 
式 , 让 我 们 回 到 Wi 的 公式 .用 分 部 积分 ,我们 得 到 


W:; -| Fout,| di 一 | Eo | Ut wd tdx 
0 0 0 J]o 


7 L L 1 
— | Eoquu| dt— \— Egu’ 
0 0 -0 2 


| 
dx 
0 


一 — 11 Xolx u(x 

WW, | EG) (x)usCx, 1!) 

因此 ,我 们 看 到 ,在 时 间 | 则 隔 0 志 1 过 1 内 势能 的 改变 为 
工 | ECe)ol ar, ax 


| 
dxr, 
0 


_ 二 | ECC), 0 )dx。 


所 以 ,在 时 间 : 时 势能 P 由 下 式 给 出 


PO 一 二 | Ear, ar + C. (7) 
我 们 将 取 C = 0, 因 此 势能 的 任意 常数 为 零 时 相当 于 无 应 变 状 态 
(tz = 0). z 
现在 让 我 们 回 到 运动 方程 


(Equx): ~ pOWr, 
如 果 两 边 用 w 相 乘 ,并 在 * 和 + 上 上 积分 ,于 是 我 们 有 
| | (Eau: )rurdxdi 


Lrs 
-| | pndidr, 
0J0 


分 部 积分 后 我 们 得 到 | 
| L tL 
| Eowan di— | | Equirdrxdt 
0 0 oj 
一 二 pro ax, 
0 19 


左 闪 第 二 个 积分 可 以 简化 为 
|， Eo | udids 
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一 工 |. ECGDeGou(z， 1) | ax, 


性 


于 是 我 们 可 以 得 到 结 柴 
| Fou au, dt 
~ 工 | po 2 | gx 十 | Eo ds (8) 


我 们 注意 到 ,(8) 趟 表示 外 力 所 作 的 功 考 于 动能 的 改变 加 势能 的 改 
交 。 这 个 结 采 称 之 为 功 -能 量 原则 . 


一 个 振动 问题 


斑 在 我 们 把 注意 力 转 到 一 个 具体 问题 上 去 ， 它 可 以 作为 本 书 
中 经 常 出 现 的 整个 一 类 问题 的 范例 。 让 我 们 考虑 长 度 为 L,x 一 0 
端 固定 ， 另 一 端 系 在 一 根 线性 弹簧 上 的 杆 。 我 们 假定 没有 外 力 ， 
因此 位 移 洲 足下 列 微 分 方程 和 边界 条 件 : 
(Equ; )r = p09uss, 0 <*< 工 ， 
u(0,1) 一 0， (9) 
E(L)o(L Ma, 1) + Ru(L,!) = 0. 
试问 是 否 有 可 能 得 到 与 时 间 成 谐 波 关系 的 驻 波 解 ; 即 式 (9) 的 解 是 
否 有 具有 形式 
u(x,t) = wx)exp(iwt)? 
所 这 个 假定 的 解 代入 边 值 问题 (9) 并 把 每 项 共有 的 指数 因子 拂 掉 ， 
我 们 得 到 
(Eow’') = — wprw, 0<x 一 工 
w(0) = 0,. (10) 
E(LL)Ww (LL) + RwL) = 0, 


式 中 “'* 代 表 对 x 的 导数 . | 

方程 (10) 定 义 了 一 个 斯 图 姆 - 刘 维 问题 一般 地 ,这 个 | 同 题 只 
具有 相应 于 人 们 不 感 兴 趣 的 无 运动 情况 下 的 平庸 解 w 一 0。 然 
机， 在 频率 w 的 茶 些 值 下 存在 着 非 平庸 解 。 这 些 w 值 是 本 征 值 ， 
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相应 的 解 是 本 征 函 数 。5.2 节 中 已 给 出 了 斯 图 姆 - 刘 维 问题 的 一 些 
一 般 的 结 采 。 我 们 这 里 的 讨论 很 大 程度 上 是 独立 的 。 我 们 集中 于 
实际 售 算 特 征 值 的 一 种 具体 的 方法 . 


瑞 利 商 
让 我 们 来 考察 一 下 本 征 值 及 相应 的 本 征 孙 数 w(x) 所 具有 的 

菏 些 性 质 。 我 们 首先 把 方程 (10) 中 的 微分 方程 乘 以 w(x) 并 从 0 
到 元 加 以 积分 ,结案 为 

| CEow ) wads 十 co | ords 一 0. 
分 部 积分 第 一 个 积分 ,我 们 得 到 

Eow'w| 一 | Erat dx + a) era = 一 0 
因为 从 (10) 式 的 第 一 个 边界 条 件 有 
E(0)g(0)w (0)w(0) 一 0， 

从 第 二 个 边界 条 件 有 

E(L)oLOw TwL) = —Rw (LL),. 


因此 
—k’w(L).— | Eaow"ax 十 | prawnds 一 0。 
或 
w= R(w ), (11) 
式 中 
z | Port ax 十 AOL) 


| oemrax 
称 为 瑞 利 商 ， 可 以 看 到 ,方程 (11) 将 是 一 个 把 本 征 函数 和 本 征 值 


联系 起 来 的 一 个 非常 有 用 的 关系 . 
瑞 利 商 R(w) 有 一 个 有 趣 的 物理 解释 . 为 了 看 清楚 这 一 点 ， 


企 R 的 分 子 分 母 上 都 乘 以 后 把 x 一 wexp(iwt) 代入, 我们 
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可 以 立即 看 到 ，R 等 于 内 部 应 变 的 势能 (7) 加 上 拉 伸 了 的 弹簧 上 
的 力 ? 的 一 半 Rw《(L) 乘 以 拉 伸 距离 w( 工 )， 再 把 所 有 这 些 除 以 
动能 (2) 式 . 简 言 之 , 对 于 一 个 给 定 的 振动 模式 ， 瑞 利 商 是 总 势能 
与 动能 之 比 。 


本 征 值 和 本 征 汶 数 的 性 质 


让 我 们 回 到 本 征 值 问 题 (10) 并 假设 我 们 还 有 相应 于 本 征 函 数 
y(x) 的 第 二 本 征 值 x。 我们 也 假定 w 与 必 是 互相 不 同 的 。 因此 
Kk 和 y(x) 祷 足 

(Eoy’) + ppoy 一 0， 
y(0) 一 0， (312) 
BE(L)o( 工 )7( 工 ) 一 —RyCL). 
根据 一 个 与 用 来 证 明 (5.2.3) 实 质 上 相同 的 论据 ,我 们 可 以 证 明 相 
应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 在 下 列 意义 上 讲 是 正 交 的 


L 
| porwydx = 0， (13) 


同样 通过 使 用 与 第 五 章 中 只 在 细节 上 不 同 的 推理 ,我 们 可 以 
证 明 ， 方程 (10) 的 本 征 值 o 必 然 是 实数 ,并 且 本 征 值 总 可 以 取 实 
值 . 但 是 wr 可 能 是 负 的 吗 ? 应 该 证 明确 有 这 种 情况 ,随时 间 变 化 
的 行为 不 再 振荡 ,而 宁可 是 指数 增长 或 衰减 .[ 如 果 w==ir, 那 末 ， 
如 若 o 是 负 ( 正 ) 的 , 旭 exp(iwt) 一 exp( 一 m1) 增长 (衰减 ).] 注 
意 到 表达 式 (11) 就 可 解决 这 个 问题 ， 因 为 这 个 表达 式 让 wr? 等 于 
瑞 利 商 , 这 就 说 明 , 因 为 相应 于 本 征 值 wo 的 本 征 函数 是 实 的 ,所 以 

由 是 正 的 。 

最 后 ,我 们 注意 到 ， 相应 于 单个 本 征 什 的 本 征 函数 只 有 在 积 性 

常数 之 内 才 有 (练习 1). 


1) 对 于 一 个 弹簧 , 势能 可 以 看 作 把 它 拉 伸 一 个 给 定量 的 平均 力 乘 以 拉 伸 量 的 积 . 
参阅 练习 5， / / 
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属性 不 变 时 的 一 个 精确 解 
下 面 ,我 们 来 考虑 一 个 非常 简单 的 例子 , 它 在 我 们 考虑 在 x 一 
0 处 砌 人 ,x 一 工 处 自由 ,并 且 具 有 常 属性 的 杆 时 出 现 ， 这 里 E、 
0 和 ?为 常数 ,名 二 0， 边 值 问题 (10) 变 为 
C+) = 


w(0)= wl(L)= 0, 
式 中 ,与 平常 一 样 ,C? 一 E/p。 微分 方程 的 通 解 为 
wx) = M sin (=* ) 二 Ncos (Sx ) 
第 一 个 边 寞 条 件 意味 着 N 一 0, 而 第 二 个 边界 条 件 要 求 
cos (2L ) == 0, 
注意 w 一 0 得 到 平 庚 解 ,我 们 看 到 


全 了 2 Dr , 
式 中 x 一 0, 1,2, .…。 因此 有 下 列 可 数 多 个 本 征 值 os 和 可 数 
多 个 相应 的 本 征 函 数 w(x) 
w, ~— 2n 十 1 )xC ， 


2L 
. [(2xn 十 | 
CD | 2L ~ 


7 = 0,1,2,..: 


把 取 低 的 本 征 值 表征 为 瑞 利 商 的 极 小 值 


前 面 的 例子 说 明 ， 本 征 值 和 本 征 函 数 的 精确 计算 与 寻求 控制 
微分 方程 的 显 式 解 有 关 ,。 这 是 一 个 并 非 总 是 很 容易 完成 的 例子 。 
已 经 发 展 了 许多 方法 近似 地 去 寻求 本 征 值 .我 们 将 通过 简要 地 苍 
虑 这 些 方法 中 的 一 种 来 结束 本 章 。 

在 第 工 卷 第 十 二 章 中 我 们 将 考虑 与 本 征 值 问题 (10) 有 关 的 
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证 多 极 小 属性 。 在 一 个 我 们 不 加 证 明 而 氢 述 的 结 采 如 下 ， 令 也 为 
一 类 二 次 可 微 并 在 x 二 0 处 为 零 的 函数 u(x)。 用 w? 表示 方程 
《10) 的 最 低 本 征 值 。 令 

£ 一 minR(u), (14) 


并 令 w(x) 表示 相应 的 极 小 化 函数 。 那 末 g = 二 w? 和 wtx) 是 相 
应 的 本 征 函 数 . 

极 小 值 原理 具有 下 列 物理 解释 。 类 UU 中 的 函数 称 为 虚 位 移 
(也 许 “ 可 想象 位 移 ” 是 更 好 的 术语 .) 它 们 光滑 而 且 满 足 + 一 0 处 
的 边界 条 件 ， 相 应 的 瑞 利 商 给 出 了 虚 势 能 与 虑 动能 之 比 ， 最 低 的 
本 征 值 就 是 这 个 比值 的 极 小 值 . 

有 趣 的 是 注意 到 属于 类 如 的 函数 并 不 需要 满足 (10) 中 的 第 二 
个 边界 条 件 ， 但 是 可 以 证 明 ， 极 小 化 函数 将 自动 满足 这 个 边界 条 
件 。 这 样 一 种 边界 条 件 称 为 固有 的 ， 并 且 在 与 极 小 值 原理 有 联系 
的 一 大 类 问题 中 出 现 。 作 为 瑞 利 商 的 极 小 值 的 进一步 讨论 ， 包 括 
w? 的 表征 的 证 明 , 将 在 第 I 卷 12.2 节 中 找到 ， 

上 面 叙述 的 极 小 值 原理 ,以 及 关于 较 高 本 征 值 的 类 似 的 定理 ， 
产生 一 种 非常 有 效 的 技术 , 即 瑞 利 -里 兹 方法 ， 可 用 来 求 本 征 值 的 
近似 值 ， 这 里 ,我 们 将 只 对 一 个 具体 问题 估算 最 低 本 征 值 以 说 明 
这 一 技术 的 威力 。 概念 很 简单 . 如 果 在 所 有 xe U 中 最 低 本 征 
值 地 是 R(w) 的 最 小 值 , 那 末 用 凡是 属于 器 的 任何 函数 来 计算 
R 就 可 算出 w? 的 上 界 。 大 体 上 来 说 ,我 们 在 猜测 近似 于 正确 本 征 
函数 w 的 元 时 越 聪 明 ,我们 的 上 界 就 将 越 接 近 于 精确 的 本 征 值 。 


对 一 个 枢 的 最 低 本 征 值 的 估算 


我 们 现在 来 考虑 如 图 12.21 所 示 的 具有 单位 厚度 但 平面 形状 
为 棉 形 的 一 根 杆 的 具体 例子 . 这 根 杆 的 尖端 自由 ， 基底 被 固定 ， 
面积 7 为 


s 499 . 


这 个 构件 的 本 征 值 问题 为 
(£2*w ) = 一 wo pbxw 对 于 0x<L; 
.LL L 


8 人 ( 工 ) 一 0， 当 > 一 0 时 ，xt 一 0， 


图 12.21 基底 端 彻 入 ,尖端 自由 的 模 


第 二 个 边界 条 件 决 不 是 一 个 平庸 的 条 件 ， 因 为 它 指 出 ， 在 原点 附 
近 , 解 必 不 能 像 log x 那样 奇异 ， 既然 E、6,P 和 工 都 是 常数 ， 那 
未 边 值 问题 便 可 简化 为 
(xtw 》 十 ex 一 0。 对 于 0 二 x 二 上 ， 
/ w(L)=0, 当 x 一 0 时 ， rw > 0 
满足 第 二 个 边界 条 件 的 微分 方程 的 解 为 
p \1V2 
sk Eb (£) :| 
式 中 九 是 零 阶 贝 塞 耳 函 数 ， 第 一 个 边界 条 件 要 求 
p Yi/2 | 
nlo(£) 工 | =" 
上 面 的 方程 有 可 数 的 无 穷 个 解 。, 每 个 贝 塞 耳 函数 有 的 零点 都 有 
一 个 解 。 从 表 上 取出 最 小 的 零 值 ,我 们 得 到 
wo () 2.4048L7. 
让 我 们 假装 并 不 知道 上 面 的 解 ， 而 试图 用 极 小 值 原理 去 作 估 
算 . 可 以 发 现 相应 于 这 个 满足 所 需 边界 条 件 x(L) 一 0 的 本 征 
值 问题 的 瑞 利 商 为 


| *。 


| Exu’ dx 
RG4) 一 一 一 一， 


| pxu’dx 
0 . 


妇 若 我 们 把 试探 函数 取 作 
红 一 也 一 
并 用 4 表示 相应 的 瑞 利 商 , 简 单 的 计算 表明 
号 
pL’ 


1 
4 一 (三 ) 2.45L-!, 


这 样 我 们 看 到 非常 简单 的 近似 给 出 了 误差 小 于 2.8% 的 一 个 上 究 . 

应 该 立刻 指出 ， 刚 才 引 用 的 例子 未 免 太 成 功 了 。 事实 上 我 们 
会 发 现 ,这 样 简单 的 函数 很 少 导 致 这 样 接近 的 估计 。 尽管 如 此 ,还 
是 希望 这 种 情形 会 使 读者 相信 ， 极 小 值 表征 是 一 种 极 有 价值 的 方 
法 ,并 且 比 较 初 步 的 计算 就 能 导致 对 本 征 值 的 相当 不 错 的 估计 . 
经 验 表 明 , 如 果 试 探 函数 在 物理 上 反映 了 比较 合理 的 位 移 , 那 末 个 
算得 到 的 本 征 值 就 比 从 任 选 的 函数 得 到 的 结果 接近 得 多 。 有 效 地 
使 用 瑞 利 -里 兹 方法 是 一 门 艺术 ,事先 的 想法 常常 会 对 计算 的 精度 
各 难 多 程度 带 来 好 处 . 


练 习 


1. 证 实 下 述 事 实 : 相应 于 给 定 本 征 值 的 (10) 式 的 本 征 函数 由 于 下 
列 论据 而 只 有 在 积 性 常数 之 内 才 有 .假定 相应 于 同一 本 征 值 有 
两 个 线性 独立 的 本 征 函数 , 证 明 存在 着 具有 性 质 x《0) 一 w(0) 
一 0 的 一 个 线性 组 合 nCx)。 把 唯一 性 定理 应 用 于 二 阶 方程 [ 参 
阅 ( 例 如 ) Boyce 和 DiPrima, 1969 第 99 页 ]. 

2. 在 x 一 0 处 同 定 、 在 x 一 工 处 系 着 一 个 质量 MM 的 一 根 杆 , 其 
本 征 值 问 题 为 
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(Eov')Y topr =0, 0<x<L, 
vs(0) = 0, 
EC(L)o LOL) = wiMv(L), 
这 个 问题 的 瑞 利 识 是 什么 9 相应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 滔 数 所 福 
足 的 正 交 关系 是 什么 ? 
3. 考虑 在 课文 中 讨论 的 等 属性 杆 的 本 征 值 问 题 ， 本 征 值 问 题 取 如 
下 形式 


sv” 十 iv 二 0， 0 < x < or, 
sv(0) = 0, z 
1 /1 AN 
(二 二 oo 人 (二 U_ 
(a) 求 4 满足 的 超越 方程 。 如 果 “一 二， 最 低 的 非 平庸 本 征 


值 是 什么 ? 
(b) 有 取 


求 一 个 近似 本 征 便 ， 
(c) 取 
5 一 xx 十 ax 
求 改进 的 本 征 值 , 式 中 。 的 确定 得 使 R(7) 尽 可 能 小 。 与 
前 面 的 精确 计算 相 比 ,百分比 误差 是 多 少 ?( 这 里 的 计算 多 
少 有 后 元 长 ， 如 果 采 用 若干 个 参数 ,用 瑞 利 -里 效 灶 经 党 可 
以 得 到 极 好 的 结果 ,但 但 是 这 时 使 用 计算 机 是 最 重要 的 .) 
4. 长度 为 的 简 支 梁 的 横向 振动 遵循 的 本 征 值 问题 为 
[E(x)I(x)w 】 = wp Cx) w, 
w0) = Ww (0) = WL) = Ww (L) = 0. 
(边界 条 件 对 应 于 人 简 支 端 . ) 
(a) 证 明 相 应 的 增 利 商 为 


和 02 。 


5. 


个 


1 ECx)1(x)w” (x ) ax 
R(w) 一 一 一 一 一 . 
|， pr(XJtUO(Y DCx 


象 课文 中 一 样 ,开始 先 把 控制 微分 方程 乘 以 w. 
(b》 相 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 满足 的 正 交 性 关系 是 什么 ? 
一 个 弹性 常数 为 妃 的 弹 筑 所 约束 的 质量 mw, 它 的 位 移 wx(z) 满足 
dx/dr = 一 rx. [这 里 当 弹 敌 未 伸 长 时 ;* 一 0 用 dx/dt 乘 


方程 并 积分 . 用 动能 二 mCdx/427》 和 势能 二 R x” 作 和 解释 ， 把 


这 此 能 量 的 定义 与 课文 中 定义 的 和 续 介质 的 动能 和 势能 形式 加 
以 比较 [注意 ,势能 可 解释 为 贮存 功 ， 而 这 里 的 这 个 功 是 弹 竹 
所 伸 长 的 距离 也 拉 信 过 程 中 的 初始 力 ( 为 专 ) 和 终止 为 的 平均 值 
相 乘 的 积 .] 
在 12.2 节 末 尾 ， 我 们 得到 过 波 肥 射 间 题 的 复数 解 ， 这 个 解 的 实 
部 为 

: t= cos(x— at) Acos(x TF et), yx 二 0; 

u = Bceos[B(x — ct)], +>0,. 
[常数 4 和 B 在 (2.14) 中 给 定 .] 给 出 能 量 分 布 的 一 个 完整 的 讨 
论 . 

(a) 具体 地 , 求 x 二 0 和 >x>0 时 每 个 周期 的 总 能 量 . 


《b) 在 (a) 中 你 的 结果 应 该 与 时 间 无 关 ; 从 一 般 考虑 来 证 明 也 应 


如 此 . 

(c) 考虑 到 透射 波 并 不 具有 与 人 射 波 和 反射 波 相 同 的 周期 ， 试 
证 明和 人 射 波 中 的 能 量 与 透射 波 和 反射 波 中 的 能 量 之 和 相 平 
衡 。 : ” 


40630 


第 十 三 带 连续 介质 


历史 性 的 时 刻 往往 以 一 连 串 事件 为 结束 、 而 以 另外 一 连 串 事 
件 为 开端 。 这 样 的 一 个 历史 性 的 时 刻 是 在 1687 年 以 牛顿 的 《 原 
理 》 一 书 问世 而 来 到 的 。 三 大 定律 就 出 现在 该 书 第 一 卷 开 头 引信 
注目 的 位 置 之 上 . 

IL 一 个 物体 ,原来 静止 则 保持 静止 ,原来 运动 则 保持 向 前 作 尺 

速 直线 运动 ， 直 到 作用 在 此 物体 上 的 力 迫 使 它 改变 原来 的 
状态 为 止 . 

[I. 运动 的 改变 与 所 作用 的 引起 运动 的 力 成 正比 ,而 这 种 改变 
则 发 生 在 力 所 作 用 的 直线 上 . 

[1. 有 作用 存在 时 ,总 有 一 个 相等 的 反作用 存在 ,也 就 是 说 , 互 
根 作用 车 的 两 个 物体 间 的 相互 作用 履 是 大 小 相等 而 方向 
相反 的 . 

从 这 三 条 定律 ,通过 严格 而 清晰 的 推导 ,牛顿 总 结 了 一 个 世纪 
以 来 关于 一 个 或 两 个 物体 在 真空 中 运动 的 工作 。“ 牛 顿 所 写 的 一 
切 都 正确 ,清晰 ,而 且 简明 。 在 较 早期 的 工作 中 ， 这 些 光 彩 夺目 的 
伟大 发 现 的 金刚 石 是 埋藏 在 宛 长 的 特殊 情况 ,繁复 的 细节 、 形 而 上 
学 ,混乱 和 错误 的 不 透明 的 矿石 之 中 的 ,而 牛顿 所 循 的 则 是 一 条 纯 
金 之 脉 *，. 

与 关于 一 体 和 二 体 问题 的 工作 不 同 。 牛 顿 关 于 三 体 问题 的 工 
作 并 不 集中 在 基本 微分 方程 的 表述 和 求解 上 面 。 实际 上 ,他 并 没 
有 试图 建立 运动 方程 的 迹象 。 他 获得 了 一 些 正确 的 不 等 式 ， 并 在 
困难 的 条 件 下 向 主要 的 近似 结果 摸索 前 进 ， 这 两 者 对 他 那 无 人 可 


1) CTrbesdcl，“A Program Toward Rediscovering the 及 aniona]l Mechacics 
of the Age of Reasons” Arch. Hist, Exaci Sci. 1:1, 5C1960). 
i 


ea404 。 


以 匹敌 的 对 力学 的 物理 本 质 的 驾驭 能 力 和 他 那 威力 无 比 的 头脑 ， 
又 是 一 曲 颂歌 ， 但 是 , 这 并 不 表明 他 对 于 一 般 力学 的 表述 已 经 足 
够 了 .历史 证 明 的 恰好 是 反面 ””?。 有 关 三 体 问题 的 进展 需要 对 一 
般 天 体力 学 方程 进行 表述 , 而 这 些 方 程 一 直 要 到 1749 年 才 (为 欧 
拉 所 ) 发 表 ， 

牛顿 的 永恒 而 权威 性 的 工作 是 有 关 可 以 理想 化 为 刚体 或 点 质 
量 的 物体 的 。 在 《原理 》 第 [ 卷 中 ,牛顿 为 求解 阻 灌 介 质 中 的 物体 
运动 而 作 了 努力 ,但 是 他 的 这 一 工作 大 部 分 从 那 时 起 便 为 人 们 所 
抛弃 ;不 过 , 这 并 不 丢脸 , 人 们 至 少 是 用 了 一 个 世纪 的 时 间 才 对 牛 
顿 所 设法 解 的 这 个 问题 取得 了 甚至 还 是 一 般 性 的 理解 ， 而 且 许 多 
重要 的 问题 至 今 仍 然 存在 着 。 

在 阻 滞 介质 中 的 运动 是 现在 称 之 为 连续 介质 力学 这 门 学 科 中 
的 主要 问题 。 在 1776 年 , 即 《原理 》 出 版 近 一 百年 以 后 ,由 于 欧 拉 
力学 定律 的 发 表 才 出 现 了 连续 介质 力学 历史 中 的 一 个 转折 点 。 这 
些 定律 指出 ,对 于 每 一 个 物体 或 每 一 个 物 系 ,并 且 对 于 每 个 物体 的 
每 一 部 分 ,无论 这 些 物 体 可 看 作 质 点 还 是 充满 着 空间 ,无 论 它 们 是 
可 变形 的 还 是 刚体 ， 

1. 作 用 在 物体 上 的 合力 等 于 总 的 动量 改变 率 ; 

2. 作 用 在 物体 上 的 合力 矩 等 于 总 动量 和 矩 的 改变 率 ， 此 处 力 抵 

和 动量 矩 都 是 对 于 同一 个 固定 点 来 取 的 2. 

欧 拉 定 律 构 成 了 支配 连续 介质 运动 的 主要 限制 ， 但 是 这 些 定 
律 并 非 唯一 的 一 些 限 制 ， 本 章 的 和 下 一 章 的 目的 在 于 给 出 需要 加 
以 考虑 的 所 有 这 些 限 制 的 数学 表述 ,而 不 管 这 些 介 质 的 组 成 ,如 果 
我 们 忽略 电 、 磁 、 化 学 和 某 些 其 他 效应 的 话 , 我 们 所 作 的 少量 的 历 
史 评 述 表明 ， 这 些 限 制 或 定律 的 表述 使 当时 的 一 些 最 有 才华 的 人 
们 用 了 不 止 一 个 世纪 的 努力 。 有 关 这 个 论断 的 进一步 的 史料 ， 我 
们 将 在 附录 14.2 的 历史 讨论 中 给 出 . 


1) 同 第 上 页 注 , 
2) 同 第 上 页 注 ， 
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正当 本 书写 作 之 时 ， 连 续 介质 力学 方程 是 一 个 活跃 的 研究 课 
题 ,由 于 提出 了 一 些 较 深远 的 概念 , 较 老 的 方程 正在 得 到 澄清 和 统 
一 ， 而 新 的 方程 正在 加 以 表述 以 包括 日 益 扩 展 的 各 类 重要 科学 现 
象 . 因此 ;我们 希望 , 通过 下 面 的 讨论 , 读者 不 仅 对 这 些 具有 重大 
历史 意义 和 现实 意义 的 “自然 定律 ”获得 深入 的 理解 ， 而 且 他 也 能 
对 表述 体现 这 些 定律 的 方程 的 过 程 有 所 理解 ， 而 这 一 过 程 可 以 帮 
助 他 更 进一步 去 尝试 表述 新 的 方程 . 

我 们 在 本 章 一 开头 便 讨论 连续 介质 模型 . 然后 介绍 连续 介质 
运动 的 物质 和 空间 导数 以 及 某 些 有 关 的 数学 概念 及 公式 。 有 了 这 
个 基础 ， 体 现 基本 定律 的 方程 就 可 以 有 效 地 提出 来 了 。 而 这 些 都 
在 第 十 四 章 中 完成 . 四 


13.1 连续 介质 模型 


在 以 前 的 讨论 中 ,我 们 已 采用 了 自然 界 的 一 些 模型 ,其 中 一 种 
物质 或 一 种 性 质 可 以 看 作 是 在 空间 连续 分 布 的 。 例 如 ， 温 度 和 质 
量 已 看 作 是 随 位 置 而 光滑 变化 的 函数 。 在 本 节 中 。 我 们 将 对 连续 
介质 的 概念 ,特别 是 当 它 在 力学 中 应 用 的 时 候 , 作 较 深 入 的 推 茂 

质点 力学 讨论 点 质量 系统 的 平衡 和 运动 。 在 连续 介质 力学 
中 ,我 们 讨论 连续 介质 ,其 中 对 于 所 研究 物体 瞬时 地 占据 的 空间 中 
每 一 点 ， 我 们 都 规定 象 密度 和 速度 这 样 的 一 些 属性 都 是 光滑 变化 
的 . 

我 们 中 的 绝 大 多 数 人 都 把 物质 着 作 象 水 和 钢 那 样 是 由 分 子 系 
统 组 成 的 。 如 果 我 们 考虑 一 下 连续 观点 中 的 应 变量 是 如 何 看 作 粒 
子 观点 中 相应 变量 的 恰当 的 平均 值 。 那 末 这 种 粒子 观点 和 连续 介 
质 的 观点 就 都 会 得 到 阐明 ， 为 了 集中 我 们 的 思想 ， 让 我 们 首先 考 
起 流体 的 密度 是 如 何 与 它 的 分 子 结构 相关 联 的 . 


分 子平 
在 HIB] z， 考虑 一 个 以 点 (Xo, yo 20 ) 为 中 心 的 立方 体 C， 其 
各 条 边 和 的 长 度 为 h， 
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在 C 中 ;有 一 定量 的 质量 M;, 因此 平均 密度 为 ps 三 Ms/ 让， 为 了 
定义 在 点 (xo，，z0) 处 时 间 / 时 的 密度 p(xo, 名， 20， 1)，、 我 
们 来 考察 当 % 变 得 越 来 越 小 时 发 生 的 情况 ,我们 得 到 画 在 图 13.1 
上 ps 作为 4 的 函数 的 曲线 .这 条 曲线 并 不 是 真实 实验 结果 的 记录 ; 
如 为 不 可 能 在 固定 时 间 上 时 作 一 系列 的 测量 。 相 反 ， 这 张 图 表示 
基于 下 列 一 般 考 虑 的 “思想 实验 ”的 结果 ， 


pe 


h《 原 米 》 
10-7 10* 


图 13.1 一 个 边 长 为 的 苗子 ,其 平均 密度 随 变化 的 曲线 ， 这 个 
苗子 的 中 心 在 点 《xo，yo，*s》 上 , 而 在 “思想 实验 ”中 所 有 的 漳 量 
都 是 在 某 时 间 : 进行 的 。 横 坐标 为 对 数 尺度 
流体 在 区 域 HI 中 的 变化 是 由 于 流体 性 质 的 不 均匀 而 引起 的 . 
例如 ,假定 (x。，y。，zo) 是 在 墨西哥 湾流 中 的 一 后 ， 如 果 C 非 党 
大 , 那 末 , 它 将 包含 一 些 比较 暖和 的 墨西哥 湾流 和 一 些 比较 凉快 普 
通海 水 ， 因 而 比 起 只 包含 丰 西 哥 湾 流水 的 较 小 的 立方 体 来 ， 它 就 
具有 较 高 的 密度 ,但 是 我 们 会 预料 到 当 % 从 10 还 米 减 小 到 1 厘米 
时 ,密度 脉动 是 非常 小 的 。 当 % 的 数量 级 为 几 白 米 时 ,可 以 指望 出 
现 从 区 域 I 到 区 域 吉 之 间 的 转变 ”， 


1) 我 们 心目 中 指 的 是 最 粗略 的 密度 变化 。 粗 糙 的 平均 会 掩盖 了 某 些小 的 变化 。 如 
果 对 这 些小 的 变 洲 感到 兴趣 ， 那 末 区 域 开 和 11 之 间 的 过 渡 将 会 在 小 得 多 的 有 
值 下 出 现 ， 
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在 区 域 工 中 , os 的 曲线 是 水 平 的 ， 因 为 我 们 肯定 不 会 指望 随 
4 的 下 降 (比如 说 从 大 约 10 厘米 到 大 约 105 厘米 )ps 会 变化 。 

如 果 寻 是 如 此 的 小 ,以 致 在 立方 体 C 中 只 有 几 个 分 子 ， 那 末 ， 
4 的 小 的 改变 就 会 造成 平均 密度 ps 的 大 改变 。 在 匣子 稍微 缩小 
而 把 以 前 数 过 的 其 个 分 子 排除 出 去 时 便 会 出 现 这 种 改变 ， 这 种 效 
应 何 时 才 显 著 昵 ?为 了 得 到 一 点 概念 ， 请 注意 ，1 厘米 :的 水 包含 
3 X 102 个 分 子 ， 因 此 当 4 近似 地 为 10-” 厘米 时 ， 我 们 可 以 指望 
在 C 中 约 有 30 个 分 子 。 因 而 对 于 的 值 比 10 厘米 小 时 ， 我 们 可 
以 指望 在 区 域 了 中 出 现 迅速 的 变化 ， | 

因此 , 当 到 从 大 值 下 降 时 , 仅 在 二 的 值 比 密度 不 均匀 性 长 度 尺 
度 工 小 时 ,pi 的 脉动 才 可 忽略 . (这 个 尺度 是 一 种 典型 的 距离 ， 在 
这 一 距离 上 , 密度 发 生 显著 的 变化 。 请 与 6.3 节 进 行 比较 .) 汝 4 
的 量 级 为 所 描述 分 子 之 间 的 典型 距离 的 长 度 尺度 ! 时、 迅速 的 脉 
动 又 重新 出 现 ， 只 要 « 工 , 区 域 II 就 将 人 存在。 量 ,p(xo， yo， zo) 
应 该 取 作 区 域 芽 中 的 ps 值 。 因 此 ， 从 现在 的 分 子平 均 观点 来 看 ， 
如 果 分 子 间 的 距离 尺度 比 密度 不 均匀 性 尺度 小 时 ， 似 乎 就 可 能 认 
为 质量 是 连续 地 分 布 的 ， 

类 似 的 考虑 使 我 们 把 连续 介质 的 速度 《x。，y。，wo) 看 作 与 
时 间 * 时 位 于 以 (zxo， yo， zo) 为 中 心 的 小 立方 体 中 的 分 子 的 平均 
速度 相同 。 这 个 立方 体 应 该 包含 很 多 分 子 ， 但 却 应 该 比 速 度 不 均 
匀 尺 度 小 。( 顺 便 说 一 下 光 这 个 ”不 均匀 性 的 尺度 实际 上 与 在 具体 
问题 中 对 何 种 类 型 的 改变 惑 兴趣 有 关 ， 例如， 在 研究 全 球 性 大 气 
的 环流 时 ， 速 度 变化 尺度 会 与 分 析 昆 虫 飞行 有 关 的 速度 尺度 远 为 
不 同 .) / 


质量 分 布 冰 数 


把 分 子 的 详细 情况 加 以 平均 的 一 种 比较 基本 的 方法 ， 与 质量 
分 布 注 数 W(x, YY Sts Vs Ws 1) 有 关 定 义 这 个 函数 的 要 求 为 ， 
积分 
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wy [rs (HH, | 2, 32 [2 
| | | | | | W(x, ys 2, Us Vs, WwW, 1) 
Wy SV du dz dV dx 
X dx dy dz du dv dw (1) 


给 出 时 刻 + 时 的 位 置 和 速度 分 量 满足 下 列 要 求 的 物质 的 质量 : 
XE (2) 
UUSW EIEN WRw Ew,. 

为 了 简化 关于 质量 分 布 函数 的 讨论 ， 我 们 只 考虑 单个 空间 变 
量 x 和 相应 的 速度 分 量 * 的 情况 ， 在 这 种 情况 下 ， 上 述 定义 的 非 
正规 形式 就 是 , 对 于 非常 小 的 Ax 和 Au， 罗 (x+*，#，1)AxAu 给 出 
了 速度 分 量 为 * 到 x 十 Au, 位 于 * 到 x 十 Aw 之 间 的 质量 . 请 
注意 ,位 于 x 二 a 和 x 一 2 之 间 的 总 质量 为 


| V(x, us 1 ) dx du。 


阁 虑 一 个 由 质量 为 mi 速度 为 让， 位 于 x 的 单个 质点 组 成 的 
系统 ， 因为 除了 位 置 xi， 速度 如 以 外 不 再 存在 质量 ， 所 以 分 布下 
数 必 须 注 足 

当 x 兰 如 ww 时 ， V(r, #, De 0. 
此 外 ,因为 系统 的 总 的 质量 为 mi 所 以 我 们 就 有 
|| ee， 8 > 1) dx du 一 115 / 
式 中 ,Ri 是 xu 平面 上 包含 (x%， 妈 ) 的 任何 区 域 . 象 刚才 所 洲 虑 的 
这 样 一 个 < 函数 >。 它 除了 在 一 个 点 处 等 于 不 为 零 的 有 限 整 数值 以 
外 部 等 于 零 , 馈 称 为 6 函数 ， 

现在 考虑 了 一 个 分 别 具 有 质量 为 i> 速度 为 Wi 位 于 x; 的 N 
个 质点 所 组 成 的 系统 ,此 处 i 一 1， 2,，…, NN， 除了 在 点 (x;s 1;) 
上 以 外 ， 相 应 的 分 布 函数 必须 为 零 ， 市 在 这 些 点 上 这 个 函数 可 以 
看 作 具 有 无 穷 高 的 细 长 峰值 ,使 得 。” 

| Bx, us 1) dx du = 1;, 
式 中 » KK; 是 一 个 包含 (xi， Wi) 而 不 包含 其 他 后 (xx， Hk) 的 区 域 ， 
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在 很 多 情况 下 , V 非常 大 ,但 是 存在 着 这 样 的 一 个 距离 的 增 量 
Ar 和 速度 的 增 量 Ax 使 得 下 述 两 个 要 求 得 以 满足 : 〈i 在 xx 空间 
中 尺度 为 Ax Xx Au 的 矩形 内 包含 着 更 的 许多 峰值 ;〈ii) 比 起 有 
意义 的 长 度 和 速度 的 改变 , 增 量 Ax 和 Axu 是 小 量 。 因 为 我 们 对 细 
节 并 不 感 兴趣 ,所 以 宜 于 定义 一 个 平均 质量 分 布 函数 更 (zx，* 7). 
要 做 到 这 一 点 的 一 个 方法 是 要 求 在 一 个 合适 的 区 域 Ax X Az 中 ， 
相应 于 亚 的 质量 是 正确 的 : 


(x, u, ArAn — | WE, nm, t)dtdn. (3) 


如 此 定义 后 ,函数 和 不 再 具有 无 限 个 峰值 ,但 是 当 以 (x，w) 为 中 心 
的 边 长 为 Ax Xx Au 的 和 矩形 的 边界 经 过 《x;，w;) 中 的 一 把 时 ， 这 
个 函数 确实 具有 小 的 不 连续 性 ,然而 ,因为 逐 眉 连 续 函 数 的 积分 是 
连续 的 ， 所 以 再 作 另 外 一 种 平 沟 便 会 把 这 种 不 连续 性 排除 掉 ， 这 
新 的 平均 后 的 函数 的 一 阶 导数 仍 是 不 连续 的 ， 但 是 这 一 不 足 之 处 
又 可 以 用 另 一 种 平均 加 以 排除 ， 如 此 等 等 这些 细节 在 这 里 是 不 
重要 的 。 我 们 应 该 认识 到 的 是 ,对 于 大 尺度 现象 ,集中 注意 于 光滑 
平均 的 分 布 函数 ,我 们 就 可 以 取得 大 大 的 简化 .在 第 一 章 中 ,我们 
讨论 过 在 星系 动力 学 中 所 用 的 这 样 一 个 平均 值 更 , 也 可 参阅 练习 
14.1.12 和 14.1.13. 

如 果 一 个 质点 在 另外 一 个 质点 明显 地 把 它 偏 移 之 前 所 移动 的 
距离 比 起 感 兴趣 现象 的 尺度 确实 也 很 小 ， 那 末 我 们 便 可 以 作 进 一 
步 的 简化 。 例 如 ， 这 时 我 们 就 可 以 写 出 e(x*。，y，z， 和 v(x， 
y, 2 1) 的 方程 组 ， 而 不 是 y(x,，y,，z，W， 9，。wW，1) 的 方程 
组 。 这 个 问题 将 在 14.5 节 作 进一步 的 讨论 . 


连续 介质 作为 一 个 独立 的 模型 


建立 连续 介质 观念 的 另 一 种 方法 ,虽然 表面 上 很 天 真 , 但 却 并 
不 次 于 刚才 所 讨论 的 分 子平 均 的 方法 。 这 种 方 污 一 开始 就 根据 日 
然 界 中 真实 ”的 分 子 结构 ， 对 证 实 连续 介质 模型 正确 性 的 基本 假 


es 470。 


设 提出 疑问 ， 事 实 上 ,分 于 是 “真实 ”的 吗 ? 化 学 家 们 所 用 的 那些 
球 和 棒 的 系 综 “ 真 实 ” 吗 ? 难道 物理 学 家 们 告诉 我 们 的 不 是 分 子 
“实际 上 ”是 原子 的 复杂 结构 ， 而 原子 本 身 又 是 电子 在 轨道 上 绕 着 
原子 核 转 动 的 小 的 太阳 系 吗 ? 追问 得 紧 一 点 时 ,物理 学 家 们 事实 
上 就 要 警告 我 们 说 ， 小 太阳 系 是 用 给 出 基本 粒子 统计 性 质 的 某 种 
概率 密度 云 所 更 精确 地 描述 的 情况 的 一 种 模型 。 再 问 得 更 紧 一 点 
时 ,他们 就 会 主张 可 能 有 比 基 本 粒子 更 基本 的 一 些 东 西 , 但 却 要 求 
提问 者 在 几 年 以 后 目前 这 种 令 人 感到 刺激 的 混乱 状态 可 能 已 为 对 
物理 基础 的 较 清晰 的 理解 所 取代 时 再 来 . 

按照 这 个 观点 ， 连 续 介 质 是 科学 上 所 用 的 许多 模型 之 一 ， 显 
然 , 它 应 该 是 在 试图 解释 什么 东西 “似乎 是 ”宏观 现象 时 所 采用 的 
第 一 个 模型 。 这 个 模型 既 不 次 于 也 不 优 于 其 他 模型 。 象 所 有 的 模 
型 一 样 ,这 个 模型 要 用 由 此 得 到 的 推论 的 实验 验证 作出 鉴定 ,尤其 
是 在 发 展 连续 介质 模型 时 我 们 不 必 去 涉及 分 子 模 型 ， 后 者 只 能 代 
表 它 本 身 . 

尽管 如 此 ,有 人 会 坚持 说 分 子 模型 比 连 续 介 质 模型 好 ,这 与 说 
量子 力学 或 相对 论 力学 比 经 典 力学 好 一 样 ， 因 为 后 者 可 以 作为 前 
者 的 平均 或 一 种 特殊 情况 推导 出 来 。 这 并 不 完全 正确 。 例 如 ， 把 
完全 气体 分 子 运 动 论 中 所 用 的 方程 适当 地 加 以 平均 ， 我 们 可 以 推 
导出 相应 的 连续 介质 方程 . “理论 上 ”, 我 们 也 可 以 对 所 有 的 物质 
这 样 来 做 ,但 是 实际 上 这 在 现在 是 不 可 能 的 ,液体 和 固体 分 子 的 详 
细 情 况 并 没有 得 到 完全 理解 ， 而 所 需 的 数学 技巧 也 未 完全 发 展 起 
来 ,事实 上 ,连续 介质 模型 的 很 大 一 部 分 用 途 就 在 于 它 有 能 力 不 用 
把 分 子 的 具体 细节 考虑 进去 。 

更 令 人 难以 捉摸 的 是 如 下 的 一 点 : 量子 力学 和 分 子 力学 所 需 
的 测量 是 用 仪器 来 做 的 。 为 了 理解 指针 的 偏转 或 示波器 的 扫描 ， 
我 们 要 用 到 连续 介质 力学 。 按照 这 个 观点 ， 上 面 一 段 中 的 “好 和 
环 ” 或 “ 优 和 劣 ”的 作用 是 相反 的 。 看 来 把 自然 界 的 各 种 模型 看 成 
是 处 在 同一 个 圆周 上 ,它们 与 “实际 ”距离 一 样 远近 ,这 可 能 比 把 它 
们 按照 实际 的 程度 而 线性 地 先后 排列 要 好 。 
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大 多 数 情 况 下 ,大 多 数 科学 家 并 不 涉及 这 个 辣 手 的 招 学 同 题 ， 
而 这 个 间 题 是 在 检查 他 们 所 作 努 力 的 基础 时 出 现 的 .我 们 对 连续 
介质 力学 基础 的 简要 考察 示 明 它们 的 可 靠 性 并 不 次 于 其 他 科学 分 
支 的 基础 ， 读 者 可 能 愿意 庆 没 这 些 基础 中 的 不 足 之 处 ， 最 好 逢 亨 
在 这 些 基础 上 去 开始 建 项 . 


练 习 


】. 在 计算 pa 时 如 果 采 用 球 而 不 是 立方 体 ， 请 说 明 pl Xo, Yo» 05 ) 
的 值 不 变 , 试 推广 之 ， 


13.2 可 变形 介质 的 运动 学 


我 们 开始 研究 连续 介质 的 运动 而 不 管 产 生 这 种 运动 的 力 ， 这 
叫 作 运动 学 , 它 与 研究 力 对 运动 影响 的 动力 学 是 相对 的 ， 


点 和 微 团 


当 连 续 介质 运动 时 ， 我 们 自然 设法 把 每 个 点 的 位 置 规定 为 时 
间 :的 函数 .为 了 辨认 一 个 已 知 点 ， 我 们 规定 它 在 基 初 始 时 间 和 
的 位 置 为 A， 如 果 XX 是 时 间 小 时 这 个 点 的 位 置 和 拓 量 , 我 们 便 用 下 
述 方程 来 描述 介质 的 运动 : 

= XxX(A, 1:), x(A, 1,)=A. (1a,b) 
这 就 是 说 ,x 是 原来 《1 一 时) 位 于 入 处 的 一 个 点 在 时 间 :时 的 
位 置 ， 微 田 这 个 词 用 米 表 示 在 某 个 固定 的 初始 位 置 4 并 按照 (1) 
运动 的 点 。 对 于 固定 的 全, 曲线 
x x(A, 1)， 1 之 

称 为 微 困 轨 道 ， 

我 们 强调 ,在 连续 介质 模型 中 ,一 个 微 团 并 非 一 个 分 子 我 们 
举 一 个 例子 来 说 明 有 关 的 数量 ， 从 4.1 节 的 结论 知道 ， 在 时 间 z， 
一 种 物质 大 约 扩 散 (D1)”? 单 位 , 其 中 DD 是 扩散 系数 .对 于 在 空气 
中 扩散 着 的 二 氧化 碳 , 所 观察 到 的 了 值 在 0%C 时 为 0.14 厘米 / 秒 ， 
因此 ,原来 限制 在 一 个 非常 小 的 体积 内 的 二 氧化 碳 的 分 子 , 在 一 分 
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钟 之 内 就 会 扩散 到 主要 位 于 半径 约 3 厘米 的 球 内 。 而 扩散 到 半径 
为 1 厘米 的 球 内 就 要 用 7 秘 钟 ， 
令 A(x, 1) 为 从 (1) 式 求解 A 所 得 的 和: 的 函数 ， 结果 
A= A(x,:) 
表明 ,人 A 是 现在 (时 间 已 位 于 于 处 的 微 团 的 初始 位 置 。 因 为 A(x， 
!) 和 x(A4 ,1:) 是 一 对 反 函 数 ,所 以 
Alx(A,7z),]=A, XI[A(CX， 1)， 7]=x. (2a,b) 

我 们 将 假设 物质 是 不 可 渗透 的 ， 假定 AGE, 和 x(A,1) 
为 音信 可 逆 函 数 , 因 此 ,在 时 间 1, 对 于 每 个 A, 存在 着 一 个 唯一 的 
Xx, 肥 之 亦 然 ， 我 们 也 将 假设 运动 是 光滑 的 : 将 假定 A(x,z) 和 
入，t) 具有 我 们 要 对 这 些 函 数 进行 各 种 运算 时 所 需 的 那么 多 阶 
的 连续 偏 导数 ， 

在 本 书 的 一 些 地 方 ， 我 们 必须 在 某 些 曲 线 和 曲面 上 放松 这 些 
假定 ,以 允许 物质 的 分 求 或 育 合 ， 此 外 ,在 芳 虑 激 波 间断 或 气泡 的 
形成 和 破发 时 ,我 们 要 求 可 从 某 些 区 域 中 把 可 逆 性 假设 去 掉 ， 

作为 将 要 讨论 的 许多 应 变量 的 一 个 例子 ,让 我 们 来 考虑 密度 
令 人,1) 表示 时 间 上 时 初始 位 于 A 处 的 微 团 单位 体积 的 质量 . 
令 p( 和 ,1) 表示 时 间 上 时 位 于 固定 点 对 处 单位 体积 的 质量 。 我 
们 断言 ,时间 :了 时， 位 于 点 x 的 应 变量 的 值 等 于 时 站 * 位 于 x 处 
的 微 团 的 同一 应 变量 的 值 。 这 个 论断 可 称 作 点 一 一 微 团 可 交换 
性 ,这 事实 上 就 是 微 团 ”定义 的 一 部 分 . 

关于 密度 ,由 点 - 微 团 可 交换 性 得 到 

p(x, 1) = 6[A(x, 1), 1]. (3) 
为 了 弄 骨 白 这 一 点 ,让 我 们 考察 下 列 事实 按照 6 的 定义 ,表达 式 
85[A(x, :), ] 描述 与 那个 现在 位 于 x 原先 在 初始 位 置 4 上 的 微 
团 相 联系 的 现在 的 密度 ,(“ 现 在 ” 指 的 是 “在 时 间 :”,) 这 与 下 面 的 
说 法 相同 : 5[A(x, 1), 如 是 与 现在 在 x 处 的 微 团 相 联系 的 质量 ， 


物质 描述 和 空间 横 述 
把 x 一 x(4,t) 代 人 (3) 式 ,并 利用 (2a) 式 ,我 们 得 到 
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pIx(A,7i),i] = 6(A ,7). (4) 
方程 (3) 和 (4) 说 明 空 间 描述 和 物质 描述 之 间 的 变换 关系 。 这 两 个 
式 子 中 ,这 些 项 ”的 定义 如 下 : 
空间 撞 述 : xX, 上 月 变量 . 
物质 描述 A, : 自 变 量 . 
为 了 得 到 空气 运动 的 空间 描述 ,我 们 要 (随时 间 前 进 ) 在 地 面 和 塔 
染 肘 各 个 固定 位 置 圭 测量 速度 、 压 力 \ 痪 度 等 .为 了 得 到 物质 搬 述 ， 
我 们 要 在 各 个 自由 地 移动 的 气球 上 去 作 这 种 测量 . 
我 们 来 考虑 速度 的 物质 描述 和 空间 描述 之 间 的 关系 .与 初等 
的 质 后 力学 相 类 似 ， 我 们 把 微 团 位 置 随时 间 的 改变 率 定 义 为 一 个 : 
做 团 内 速度 : 


v(A, 1:) = 2 全， (5) 
为 了 保持 点 - 微 团 的 可 交换 性 ,我们 必须 把 空间 爸 标 中 的 速度 
V(x,1) 定义 为 
v(xX, 1) = VIA(x, 1); 1]7 (6a ) 
方程 (6a ) 和 (2a) 意 味 着 


vix(A, 1),:] = VY(A, ,) 
当 像 v(x,，z) 和 RE，1) 这 样 的 所 有 应 变量 都 与 无 关 时 ， 
流动 称 为 定常 的 ”请 注意 ,术语 定常 ”意味 着 空间 描述 与 时 间 无 . 


1) 不 用 < 空间 ?和 “物质 ” 湛 述 的 术语 ,我 们 常常 用 欧 拉 播 述 和 拉 格 朗 日 描述 。 这 两 
种 描述 都 起 源 于 欧 拉 , 但 是 ， 控 格 朗 日 对 质点 力学 发 展 的 贡献 是 以 证 明 用 他 的 
名 字 是 合理 的 . 

2) 按照 证 实 方程 (3) 所 用 的 相同 的 理由 ,方程 (62) 也 必然 成 立 。 因为 论据 比较 复 
杂 、 所 以 我 们 以 稍微 不 同 的 措 词 来 重复 它 ，《 所 固 的 表述 加 深 了 对 物质 变量 和 
空间 变量 的 理解 .) 首先 注意 ，V(A， 幻 是 起 始 位 于 A 的 微 困 在 时 间 : 时 的 束 
度 . 同样 ,在 方程 A 一 A(x， +) 中 ,表达 式 A(x, !) 表示 现在 (时 间 ) 位 于 
的 质点 的 初始 位 置 。 因此 VLA(Cx, ), t] 是 初始 位 置 在 现在 在 的 那个 质点 
的 初始 位 置 上 的 徽 团 在 时 间 + 时 的 速度 ， 换 名 话说 ，V[ACx, #), 妇 是 时 间 z 
时 位 于 x 处 的 那个 微 困 在 时 间 :时 的 速度 ， 按 照 点 - 微 田 的 可 交换 性 ， 这 个 束 
度 必然 是 时 间 * 时 位 于 空间 点 < 处 的 速度 . 

3) 定常 流 的 概念 主要 用 于 流体 力学 ,在 固体 力学 中 ， 是 位 移 而 不 是 速度 为 主要 的 
应 变量 。 一 般 地 说 ， 其 至 在 速度 是 定常 的 时 候 位 移 也 依赖 于 时 间 . 试 与 练习 
12.18 作 比 较 ， 
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关 . 因此 ， 通 过 一 个 变 截面 管道 的 定 币 水 流 中 用 固定 的 探 误 器 测 
得 的 速度 总 是 相同 的 。 -但 是 , 给 定 流 体 微 团 的 速度 将 随 着 管道 巩 
面 的 收缩 而 加 速 , 随 着 管道 的 加 宽 而 减速 . 

整个 这 一 章 以 及 本 书 的 大 部 分 地 方 将 参照 固定 的 右手 备 卡 尔 
坐标 系 来 确定 速度 分 量 ， 为 了 理论 分 析 的 县 的 ， 采 用 数字 下 标 征 
最 好 的 ， 但是， 对 于 实际 问题 ， 采 用 较 简 单 的 符号 往往 比较 方便 
的 ， 我 们 把 将 要 采用 的 两 种 符号 列 于 表 13.1 之 中 . 


表 13.1 两 种 符号 
再 论 分 折 ”| ”具体 问题 
沿 坐标 轴 的 单位 矢量 ， oY, ee jk 
位 年 天 量 的 分 量 
物质 人 4， 了 4 4 B,C 
性 | 闻 X19 X29 XY z XT y» 
速度 失 量 的 分 量 
物质 Vis V1» Vs z UV, W 
罕有 站 V9 Was V3 z Hy Vy 


定理 1 如 果 质 点 的 轨道 已 知 ,部 未 空间 速度 场 (x, 7) 就 可 
确定 ;反之 亦 然 ， | 
证 明 给 定 x(A, 四 ,从 式 (5) 我 们 得 到 VCA, :). 如 果 我 们 
用 x 和 :表示 人 AA, 并 代入 V(4， 1), 那 末 由 式 (6a) 我 们 得 到 v(x, 
1)。 
另 一 方面 , 假定 v(x, ?) 已 知 , 把 (5) 和 (6b) 式 联 立 ， 我 们 得 
到 加 
4 1) vy[x(A, 1), 7]. 《7) 
时 我 们 不 再 明显 地 指出 x 对 其 初始 位 置 A 及 时 间 + 的 依赖 , 导 
未 ， 我 们 可 以 更 简单 地 把 (7) 式 重新 写作 : 加 
Es Vv(X, 1). (8) 
因为 假定 v(x, 1!) 已 知 ,可 以 把 (8) 式 看 作 x 的 一 阶 非 线性 方程 
(或 者 入 的 三 个 分 量 的 三 个 方程 组 成 的 方程 组 )， 所 需 的 初始 条 件 
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”简单 地 为 
/ 1 一 加 时 ， X 一人. (9) 
稍 若 这 些 方程 (如 我 们 将 要 假定 的 那样 ) 有 一 个 解 ， 那 末 我 们 便 可 
得 到 Xx. [ : 

在 讨论 微分 方程 时 ,人 们 往往 并 不 明显 地 指出 ,未 知 函数 依赖 
于 初始 条 件 。 因 此 ,在 很 多 教 课 书 中 ,把 (8) 式 写作 


x) : (10) 
ut 


这 里 仅 把 zx 看 作 : 的 函数 , 它 具 有 “固定 ”的 初始 点 入。 因而 (8) 
式 的 偏 导 数 符号 ( 读 作 "保持 4 为 常数 ”) 并 不 认为 是 必要 的 ， 


流 线 和 微 团 的 轨道 


我 们 把 时 间 时 的 流 线 定义 为 一 条 曲线 ， 它 在 每 一 点 上 的 切 
向 矢量 与 此 点 上 的 瞬时 速度 矢量 相 平 行 。 令 * 为 时 间 上 时 从 某 点 
x 算 起 的 流 线 x 一 x(s, 1) 的 弧 长 。 选 择 符号 s 是 为 了 使 dx/ a 
指向 速度 矢量 同一 方向 , 而 不 是 反方 向 。 令 在 x。 处 ;一 0， 那 末 
x(s,:》 则 由 下 列 方程 和 初始 条 件 ? 所 决定 

dx(5) Vrs] (0) ~ xr, (lvlx0). (11) 
i ds [vfxCs), 7]| 
(我 们 利用 了 dx /ds 是 一 个 单位 切 向 量 . ) 如 果 用 下 标 符号 来 写 , 微 
分 方程 (11) 成 为 


了 3 

Xi; vi 。 _ 

-一 一 -一 一 i== ] 2 ， 3， Iv|: 二 > vi.。 
i 二 1 


ds | 上 
如 果 vi 0， 刘 
v3 4 dr yy dy 


yi dr /dt dx " 21 bx 
类 似 地 ,如 果 ms 关 0 或 os 关 0, 我 们 可 以 写 出 


2 a dX V3 _ dx 
» = -一 ”- 
i dx» V2 dx . 


1) 与 上 面 一 样 ,我 们 将 常常 用 1 = 0 而 不 是 1 二 6 作为 初始 时 间 . 
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或 | 
dd 
3 dX; V3 dx 
这 些 方程 第 常 可 以 简洁 地 概括 为 : 
| (12) 
Vi V2 . V3 ;| z z 
可 证 明 在 定常 流 中 ， 流 线 和 微 团 的 轨迹 是 重合 的 《练习 5)。 
例 1 假定 某 个 二 维 运动 的 物质 描述 为 | 
Xi 一 A,e', x 一 Ae '，,， i 之 0 (13) 
试 求 运动 的 空间 描述 并 证 明 运 动 是 定常 的 。 把 这 一 过 程 反 过 来 ， 
空间 描述 得 到 物质 描述 ， 求 微 团 的 轨迹 和 流 线 . 


解 
一 dei 一 de] 一 v(A, 1 )。 (14) 
把 (13) 式 颠倒 过 来 是 很 容易 的 ， 
4 一 Me 4 一 we， 1 之 0 (15) 


把 (15) 式 代 人 (14) 式 便 得 到 空间 描述 
v[IA(x, :), 7] = v(x, #) 


— (we )ei— (re!)e 1 


= Xi x. | (16) 
办 为 9 与 无关, 所 以 运动 是 定常 的 ， 
有 反 过 来 ,给 定 空 间 描述 : 
V = Xl — XJ, (17) 
我 们 得 到 
< 一 Y 
dx, dx 
或 一 一 一 和 (18) 
在 初始 条 件 x(0) 一 A 下 求解 (18) 式 ,我 们 得 到 
X= Ae, r= Ace, (19) 


从 而 我 们 重新 获得 了 (13) 式 。 当 时 间 + 从 0 增加 到 oo 时 ， 我 们 因 
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此 而 从 (19) 式 得 到 在 1 二 0 时 位 于 x = A 的 敏 团 汐 轨道 ， 在 
这 种 情况 下 ,易于 把 参数 上 消去 ,从 而 给 出 微 团 的 轨迹 是 双 曲 线 

Xixa = < (20) 
的 一 部 分 。 假定 4 > 0，4; 二 0. 那 未 ,对 1 汪 > 0,x 一 Aie' 瘟 
味 着 Yi 一 4 人 而 2 一 42c 意味 着 A, < xr 0; 因此 ,做 团 的 
轨迹 是 位 于 第 四 象限 的 x,x; = 4,A; 那 部 分 的 "上面 ”一 部 分 。 见 
图 13.2.( 这 个 例子 说 明 ， 从 一 条 曲线 的 参数 表达 式 到 非 参 数 表达 
式 时 ,始终 都 必须 小 心 .》 / 


X7 


图 13.2 例 1 中 确定 的 质点 轨迹 。 当 :增加 时 ,x 减少 ， 


因而 箭头 指示 着 运动 的 方向 
流 线 可 用 (12) 式 得 到 ， 于 是 
dx, dx 
| 点 2 


办 此， 

in lz 一 一 lnizl 十 常数 或 zw 一 常数 。 (21) 
(21) 和 (20) 式 的 比较 表明 ,在 这 种 特殊 情况 下 , 微 团 的 轨迹 和 流 线 
的 重合 得 到 了 证 实 ， 

从 微 团 轨迹 到 空间 速度 场 的 过 程 需要 用 下 述 反 演 作为 关键 的 
一 步 : 

X x(A,/1)— A A(x, 1)， 

在 刚才 所 讨论 的 非常 简单 的 例子 中 ,这 一 步 很 容易 完成 ; 但 是 , 在 
一 般 情 况 下 ， 它 能 完成 吗 ? 在 试图 从 空间 速度 场 计 算 微 团 的 轨迹 
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时 提出 了 男 一 个 因 难 的 数学 问题 ， 在 什么 条 件 下 微分 方程 (8) 存 
在 着 满足 初始 条 件 (9) 式 的 解 ? 这 里 我 们 还 不 能 深入 研究 这 些 间 
题 ， eT 
数 竺 

和 不 少 具体 问题 ， 如 果 采 用 物质 撕 六 ， 就 很 宏 易 求解， 在 
维 可 压缩 流动 现象 的 非 线性 理论 中 可 以 找到 一 些 例子 ，《〈 参 阅 
Courant and Friedrichs，1948) 然而 ， 这 些 问 题 都 是 例外 ， 因 为 对 
于 确定 每 个 微 团 的 行为 所 需 的 额外 努力 往往 是 得 不 到 足够 的 补 尝 
的 .虽然 在 研究 特殊 现象 时 ， 空 间 描 述 一 般 比 物质 摘 述 更 为 方 
便 ", 但 是 物质 描述 却 为 基本 物理 定律 的 表述 提供 了 一 个 更 为 且 然 
的 框架， 因此， 必须 把 某 些 表达 式 从 物质 坐标 换 成 空间 坐标 。 从 
下 一 二 开始 我 们 就 来 研究 这 种 变换 . 


一 个 简单 的 运动 学 边界 条 件 


物质 常常 受到 运动 学 性 质 的 外 部 约束 。 一 个 简单 而 重要 的 例 
子 是 物质 与 不 可 渗透 边界 (壁面 ) 之 间 的 接触 ， 因 为 没有 物质 能 滩 
透 过 这 种 边界 ,垂直 于 壁面 的 速度 必须 为 零 . (相对 的 切 向 速度 不 
会 引起 渗透 , ) 如 果 n(x, 1!) 是 壁面 上 的 单位 法 向 量 ， 则 在 壁面 x 
处 上 的 边界 条 件 为 
v(x, 1) . n(x, 1) 一 给 定 的 壁面 法 向 速度 。 ” (22) 
习 面 静止 时 ,当然 有 v. n 一 0。 有 时 也 会 出 现 其 他 的 运动 学 边界 
条 件 (例如 ,在 两 种 介质 的 交界 面 ), 但 是 ,在 这 里 ,仅仅 指出 存在 这 
种 类 型 的 约束 已 经 足够 了 。 


练习 
1. 假定 一 个 微 团 在 时 间 上 时 的 空间 坐标 *; 为 
xX 一 4 十 虽 xa == Aye', X3 = A: 十 A, 


1) 对 于 菜 些 类 型 的 模型 ,特别 是 线 弹性 的 模型 物质 变量 和 空间 变 景 之 间 的 差别 
是 已 忽略 项 的 量 级 ， 因 此 ,这 些 变量 之 间 的 差异 本 质 上 可 以 忽略 . 
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求 速度 矢量 v(x, 1); 即 把 物质 描述 变换 成 为 空间 描述 . 
2. 一 个 二 维 定常 流 , 其 速度 分 量 为 
# = y, i 
(a) 证 明 通 过 (x。, yo) 的 流 线 为 一 条 抛物 线 . 
“(b) 求 从 (xo, y%) 开 始 的 微 团 轨迹 。 注意 微 团 的 轨迹 与 流 线 是 
重合 的 . 
“3. 一 个 二 维 非 定 稍 流 ,其 速度 分 量 为 
ut, xy 一 zx 十 1  (〈: 是 时 间 )， 
(a) 求 通过 (xo， yo0) 的 流 线 ， 
(b) 求 从 (xo, y%) 开 始 的 微 田 轨 迹 . 
4. 一 个 二 维 流动 ,其 x 和 ?速度 分 量 为 
We :COst, v = 1, 
(a) 求 时 间 * 时 的 流 线 . 
(b) 求 微 团 的 轨迹 ,用 初始 坐标 4 和 了 表示 积分 常数 。 
5. 试 给 出 物理 上 的 论据 ， 证 明 对 于 定常 流 微 团 的 轨迹 与 流 线 是 重 
合 的 . 


6. 按照 课文 中 (6a) 式 的 解释 来 解释 (6b) 式 ， 


13.3 ”物质 导数 
”为 了 给 出 这 一 节 数 学 内 容 的 物理 动机 ， 我 们 考虑 下 述 事实 : 
挪威 海峡 上 的 渔船 有 时 航行 得 很 缓慢 ， 原 因 是 这 些 船只 会 在 海峡 
的 淡水 和 下 面 较 重 的 海水 之 间 的 水 下 际 面 上 产生 内 波 ， 与 所 产生 
的 波 的 周期 相 比 , 盐 发 生 显著 的 扩散 的 时 间 是 非常 长 的 。 因 此 ,我 
们 可 以 假设 ， 每 团 流 体 在 运动 时 保持 其 密度 不 变 。 这 种 不 可 压缩 
性 假设 在 形式 上 可 写作 

85(A,D) -0 (1) 

Qf - 


式 中 ，53(A,1) 是 初始 位 于 A 的 水 微 团 在 时 间 * 时 的 密度 ， 读 
者 应 该 把 (1) 式 与 均匀 密度 的 假设 
6(A,7) = 常数 (2) 
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加 以 对 比 ,而 后 者 对 本 问题 是 不 适合 的 . 
住 15.2 节 中 , 我 们 要 讨论 密度 随 高 度 而 变 的 各 层 不 可 压缩 流 
体 之 间 的 波 . 在 这 里 我 们 仅仅 希望 券 察 如 何 把 (1) 式 那 样 的 方程 
从 物质 变量 变换 成 空间 变量 ,我 们 将 得 到 一 个 公式 ， 它 不 仅 对 内 
密度 波 是 基本 的 ,而 且 对 连续 介质 的 总 的 表述 来 说 也 是 基本 的 . 
在 动手 之 前 ,读者 应 该 复习 一 下 连锁 法 则 (附录 13.D)。 仔细 
地 利用 这 个 附录 中 讨论 的 符号 对 于 确实 理解 下 文 的 内 容 是 必 不 可 
少 的 . 
我 们 记得 ,采用 空间 变量 时 ,我 们 用 p(x, :) 表示 密度 , 因而 
包 如 (2.3) 和 (2.4) 式 那样 
p(x, 1) = [A(x, 1),1], (3) 
A,1) = p[x(A, i), i]) 
采用 物质 变量 时 , 密度 用 5(A, :1) 描述 ， 当 我 们 计算 5 对: 的 仿 
导数 时 , 我 们 把 初始 位 置 A 看 作 是 固定 的 . 另 一 方面 , 当 我 们 计算 
用 空间 变量 描述 的 密度 p(x, 1) 这 样 一 个 量 的 偏 导 数 时 , 我 们 把 
空间 位 置 x 看 作 是 固定 的 。 因 为 A 和 Xx 有关, 就 可 以 用 连锁 法 则 
把 这 两 个 导数 联系 起 来 . | . 
68(A,)_ ap 8x + Bp | 
0 Oriix=zAN) DLL Hr, 
Bp 
Dx, 
po| 
O01 x=xAE) : 
像 在 (2.5) 式 中 那样 ,在 (A,/) 处 计算 6x;/Bi 就 是 VC 和 ,1)， 
即 用 物质 变量 表示 的 第 i 个 速度 分 量 ; i 一 1, 2, 3。 我们 的 目的 
在 于 求 出 (4) 式 去 端 在 空间 坐标 下 的 表达 式 ， 为 了 得 到 这 个 表达 
式 , 我 们 必须 作 替 换 A = A(x, 站 ,这 就 得 到 上 
85(A,i) / 


OO! A=ACtxst) 


Or, 
Or, 
x 一 x(A,t) Of 


-+ 


十 (4) 
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3 
“一 > vy:(X, 7) Op(x, 7) 十 Op(x, 1) (5) 
i=1 Ox; Ot 


其 中 我 们 用 了 关系 


Vi(A, 1) 一 vi(x, 1). 《6) 


A=A'x,!) 
符号 D/D: 经 常用 来 表示 出 现在 (5) 式 左 端 的 物质 导数 或 实质 导 
数 。 由 此 我 们 得 到 


9(Ast)| Dolx,) (7) 
Or A=A(lz,i) Ds: 

Dp(x,1) _ Op(x»1) TvCx 1). vo(x, 1). (8) 
D! Or 


读者 完全 理解 (7) 和 (8) 式 的 意义 、 这 是 很 重要 的 .请 记 住 ， 也 数 
86( 入 ,i161 给 出 了 初始 位 置 在 A 处 的 微 团 的 密度 随时 间 的 改 
变 率 。 如 果 在 前 面 提 到 的 A 和 :的 活 数 中 ， 作 替代 A 一 A(x， 
1, 那 末 就 可 以 得 到 工 和 上 的 函数 。 这 就 给 出 了 现在 位 于 x 处 的 
微 团 的 密度 随时 间 的 改变 率 。 有 了 (8) 式 , (7) 式 的 右 端 就 是 一 个 
可 以 计算 得 到 的 x 和 :的话 数 。 因 此 ， 当 全 部 变量 都 参照 空间 尝 
标 H+ ,由 (7) 和 (8) 式 就 可 以 计算 出 微 团 密度 的 变化 率 。 我 们 看 到 ， 
这 种 计算 需要 密度 p(x, 1:) 和 速度 v(x, 1) 的 空间 描述 方面 
的 知识 。 我 们 注意 到 ， 用 空间 变量 来 表示 时 不 可 压缩 性 条件 为 
Do/D: 一 0。 满足 这 个 条 件 的 运动 有 时 称 之 为 等 容 的 ， 

在 整个 讨论 中 ,仅仅 为 了 其 体 起 见 ,我 们 才 采 用 密度 这 个 应 变 
量 ， 对 于 任何 应 变量 ， 物 质 导数 告诉 我 们 的 是 某 给 定 微 团 的 这 个 
量 随时 间 的 变化 率 .于 是 ,我 们 来 给 一 个 重要 的 示例 ,如 果 vCx，7) 
表示 位 于 的 微 团 在 时 间 上 时 的 速度 , 那 末 Dv(x,1)/Dt 就 表示 
位 于 x 的 这 个 微 团 在 时 间 : 时 的 加 速度 。 这 就 是 说 

OV(A,7)| ~ Dv(x, 0). 


oO! | 有 = 人 CD) 1 
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Dv 
CY 十 v 9 
可 2 (v¥ :Vv. (9) 


Dv/Dz 的 第 i 个 分 量 为 下 列 公 式 给 出 


Dv; _ 2 + Ss Ov; 
Dt! 了 一 上 Bx; 


我 们 通过 谦 慎 地 应 用 相当 标准 的 数学 推导 了 重要 公式 (7) 和 
(8)， 完 成 了 这 一 步 以 后 ,我 们 用 一 种 不 甚 细致 但 却 可 能 更 好 地 音 
明 其 物理 意义 的 方法 来 重新 考究 物质 导数 ， 

一 个 微 团 密度 的 时 间 变化 率 是 下 述 两 种 效应 引起 的 

“(a) 在 空间 坐标 x 处 密度 随时 间 而 改变 . 

(b) 在 时 间 + 时 微 团 会 从 物质 的 另 一 部 分 到 达 x 处 ， 因 而 即 

使 是 定常 运动 


Op(X, £) 二 0 


Ot 

也 能 有 密度 的 变化 。 

效应 (3) 显 然 由 (9) 式 的 第 一 项 给 出 。 现 在 我 们 来 证 明 ， 效 应 
(b) 由 这 个 式 子 的 第 二 项 给 出 ， 

在 很 短 的 时 间 闻 隔 (7, 1 十 At) 内, 时 间 上 时 位 于 x 处 的 微 
团 移 动 的 一 段 距离 近似 地 为 |v(x, 站 |A: 这 个 运动 (近似 地 ) 位 于 
单位 矢量 v(x, 7)/ |v(x, 站 | 的 方向 ,( 在 某 固 定时 间 ) 在 这 个 方向 
的 单位 长 度 上 P 的 改变 为 (v/1v1) . Vp?。 由 于 微 困 经 过 距离 
vlAs 而 引起 的 e 的 改变 是 所 运动 的 距离 与 单位 了 距离 上 的 改变 率 
之 乘积 , 即 

(vlan (二 Vp | = (v + Vp)As, 

这 就 是 微 团 的 密度 在 时 间 A: 内 的 改变 。 为 了 求 得 单位 时 间 的 改 
变 , 我 们 必须 用 Ai 来 除 它 , 这 就 给 出 了 所 需 的 结果 . 


1) 我 们 记得 , 一 个 函数 的 方向 导数 可 用 函数 的 梯度 与 恰当 方向 上 的 单位 矢量 的 标 
最 积 求 得 . 
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练 习 
1 假设 p(X,1) = 二 x 十 xsintsri = A 二 +1r 一 A; 十 ?1,7 一 0， 
试 直接 计算 这 些 式 子 的 两 端 ， 证 明 此 情况 下 (8) 式 成 立 。，【 求 
5(A,i); 计算 86( 和 ,1)/81; 等 等 ] 

2. (a) 证 明 由 
+= 4 十 gsinwt, ?9 一 卫 (g 和 ww 是 常数 ) 
给 出 的 流动 并 不 是 定常 流 , 试 描述 这 种 流动 . 

(b) 如 果 密 度 为 p(x， 门 一 po/(l 十 xx), 计算 Dp/Di. 
3. 考察 下 列 二 维 运动 , 对 于 某 些 常数 w, 它 的 物质 描述 为 

xl = A,coswt — /A,sin wi, 


Xi 一 -sincot + A,coswi, 


(a) 在 空间 坐标 下 证 明 , 速 度 wx,:) 为 
一 一 cx -cz 
因此 流动 是 定常 的 ， 
(b) 证 明 微 团 的 轨迹 为 绕 原点 的 一 些 图 . 站 
(c) 计算 时 间 + 时 的 流 线 , 从 而 证 明 它 们 与 微 团 的 轨迹 相 重 合 。 
(d) 求 VCA, +:) 并 证 明 (9) 式 ， | / 
4. 在 欧 拉 描述 中 ,一 个 流动 由 定常 速度 场 
UU= rt 3r = 一 X00 
(a) 求 相应 的 拉 格 朗 日 描述 . 
(b) 画 出 运动 中 某 个 时 间 通 过 点 x 一 2，xy 一 0 的 微 轩 的 轨 
迹 ,注意 所 有 这 些微 团 都 具有 相同 的 轨迹 ,因为 流动 是 定常 
的 ， 
(c) 求 用 时 位 于 (3,4) 处 的 微 团 的 加 速度 ， 虽 然 流 动 是 定常 的 ， 
但 解答 并 不 为 零 , 试 对 这 一 事实 作出 解释 . 
5. 令 ri = /fiexpit, YXy 一 4 exp( 一 站 (与 13.2 节 例 1 相同 )， 用 下 
列 两 种 方法 证 明 p(x, 7?) 寺 x,x; 是 不 可 压缩 运动 的 密度 : 
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(a) 用 计算 Dp(x, 1)/Dt 的 方法 . 
(b) 用 计算 85(A, 1)/81 的 方法 . 


13.4 和 雅 可 比 及 其 物质 导数 


利用 x 一 x( 入 ,1) 引进 了 运动 连续 介质 的 物质 描述 以 后 ,我 
们 就 能 精确 地 知道 ， 时 间 上 时 物质 的 某 个 给 定 部 分 占据 着 区 域 
R(z)。 如 若 我 们 给 定 了 某 个 时 刻 ( 比 如 :一 0) 该 部 分 物质 的 位 置 ， 
那 未 我 们 便 规定 了 这 部 分 物质 ,用 R(0) 表示 被 指定 的 这 部 分 物 
质 在 时 间 : 一 0 时 所 占据 的 区 域 。 然后 用 x 一 x(A 人 AA,1) 来 描述 
任何 后 外 在 以 后 的 运动 , 那 未 , 用 数学 语言 来 说 , 被 指定 的 物质 在 
时 间 zt 时 所 占据 的 区 域 RC(z) 就 是 时 间 1 时 在 上 映 象 x 一 x(A,7) 
下 R(0) 的 象 。 用 更 日 常用 的 语 来 说 ， 这 就是， 如 果 在 时 间 : 
时 ,对 于 R(0) 中 的 一 所 A, 有 x 一 x 人 A, 7), 那 厅 扩 x 便 在 R(z) 
中 ， / | 

如 果 Yo 代表 RG) 的 体积 , 那 末 


00) = 人 fauaaah 


RO) 


和 和 FE) 画 |) Janeners (1a,b) 
R(tY 

虽然 任何 字母 都 可 以 用 来 表示 积分 (1 中 的 三 个 形式 变量 ,但 是 下 

列 用 法 可 作 参 考 ， 在 (1a) 中 用 和 初始 变量 41,4;,4;3, 在 (1b) 中 用 与 

时 间 : 有 联系 的 变量 ti TI, Xo 在 (1b) 中 我 们 可 以 把 积分 变数 

改变 为 人 ii， A;, A,, 其 中 A= Alx, 1 )。 按照 雅 可 比 法 则 


yxr() 一 才 JC4, 44242424 (2) 


ROY 


式 中 雅 可 比 可 用 下 列 行列 式 来 定义 : 


加 O(x, 1 9 x;,) 
A,, A;, 4, 1) = ~32 二 3 人 
Ns 4 As, 1) 8(4,, 4 4A;) 
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Or Oxi Or 
OA, 904,; 04, 
_| Ox Ox Dr; 
B84, 84; 64，| 
Ox, Ox, Bx; 
OA4, 04; 04; 
上 不 需要 加 绝对 值 符号 ,因为 x 和 A 的 分 量 都 是 在 右手 坐标 条 


中 来 确定 的 . 
利用 积分 中 值 定理 《附录 13.2), 我 们 看 到 对 于 R(0) 中 的 基 


所 (A', A,, 43;),(2) 式 意味 着 ， 
0) = 1 hs Hs NNa41d41 44: 


RO) 
一 J(4,, As, As, 1 YF (0). (3) 
现在 ,我 们 希望 在 R 绕 固 定点 《41， 4;, 43) 连续 收缩 "时 来 
考察 (3) 式 。 为 了 使 这 一 思想 确切 些 , 让 我 们 把 (3) 式 应 用 于 相似 
区 域 R,(0) 序列 中 的 每 一 个 ，R,(0) 的 体积 YY,(0) 随 n 一 00 向 
趋 问 于 零 . (粗略 地 讲 ， 相 似 " 意 昧 着 具有 相同 的 形状 ”, 但 是 ,我 
们 要 几 次 使 用 的 这 个 相似 性 的 概念 ， 将 在 附录 13.3 中 把 它 弄 确 
切 )。 每 一 个 区 域 R, 都 需要 包含 固定 点 (41, 4;, 4;3)， 根据 (3) 
式 
or 人 = A, AY, AS) HF; 
ngER nl1,2,3, 
但 是 ,因为 R, 相似 ,并 且 体 积 越 来 越 小 , 所 以 如 在 附录 13.3 中 所 
证 明 ， 
im (3, 2 A™, MA 一 (4 4:, 43), 


因此 ,如 果 了 在 《di 4;, 43) 连续 , 那 末 


go 4 
> 六 (0) 1(Ai, A,, A,, 1). (4) 


从 几何 的 角度 而 不 是 从 精确 的 意义 上 来 看 ,我 们 可 以 说 ,有 时间: 本 
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Ba YY 


在 入 点 的 雅 可 比 ， 代 表 着 初始 位 于 A 的 一 个 无 穷 小 体积 的 膨胀 
系数 ， 这 里 脱 胀 率 为 时 间 : 时 物质 微 元 的 区 域 所 占据 的 体积 与 它 
的 初始 体积 之 比 ， 我 们 能 够 象 (4) 式 那 样 用 与 所 使 用 的 具体 坐标 
系统 无 关 的 方式 描述 雅 可 比 ,这 就 证 实 了 后 者 的 重要 性 . 

在 以 后 的 工作 中 ,我 们 经 常 需要 6J(4 , 门 /8: 的 表达 式 ， 即 
膨胀 系数 2 的 变化 速率 的 表达 式 。 我 们 现在 将 就 二 维 情况 用 直接 
的 方式 得 到 这 个 表达 式 ， 而 三 维 情况 将 留 作 一 个 练习 ， 用 第 卡 儿 
张 量 作为 工具 可 以 给 出 一 种 简洁 而 精巧 的 推导 方法 (第 I 工 卷 1.2 
节 例 3 ). z 

我 们 将 用 下 列 公式 作为 行列 式 的 导数 
dB 


4 

1 (z:) BC 了 A BB 

a 一 tiac aph 5) 
CW) DO Ic D| la a 


这 个 式 子 是 读者 很 容易 证 明 的 ,利用 (5) 式 ， 并 让 初始 坐标 4; 和 
4， 保持 个 变 ,我 们 就 得 到 雅 可 比 对 时 间 的 偏 导 数 的 表达 式 如 下 


| Or Ox 
6A, 64 
OJ(A1, As, 1) 0 l 
ep 0! Br Ox, 
OA: 94; 

oOV, 6P | Dr Ox 

OA 84, OA O04， 

— 十 (6) 


Ox Oxs| ja OF, 

8A! 6A;| 184， 84， 
我 们 已 用 了 (2.5) 式 的 结果 68x/8: 一 V。 我们 也 假定 了 ”和 是 
二 次 连续 可 微 的 ,因此 微 商 的 次 序 可 以 交换 。 例如， : 


1) 有 些 作者 把 脱 胀 系数 定义 为 [nC 一 YC0)]/1%n《0) 的 极限 。 无论 用 这 个 
宕 义 述 是 用 式 (4),0J/6t 总 是 给 出 脱 胀 系数 的 改变 速率 ， 


ea 497 。 


0 or 8 On OV 


CC 


人 0 04, OA, Or BA, 
按照 连锁 法 则 ,(6) 式 右 端 的 两 个 行列 式 中 的 第 一 个 就 可 以 写 


作 
Ou| On | Ou|l em On| ar ， Ov,| Ox 
Or,| 04, Bx! OA, Bx! 94， Or;| 04, 
Ox, ep (7) 
OA, OA4, 


在 47) 式 中 ， 我 们 用 垂直 线 表 示 在 8v./8x， 和 6v/68xr， 中 和 必须 
用 人 A 和: 来 表示 . 

为 了 用 一 种 可 以 普 壳 化 的 方法 得 到 最 终 的 简化 ， 我 们 注意 到 
(7) 式 可 以 写作 两 个 行列 式 的 和 ， 


On| Or Ou| Ox| |8x Or, 8z| Ox, 

Ox 口才 加 xi 口才， Or, O04 Or,!| 84, 
Ox, Ox, 十 Ox, Or, (8) 
OA4, 094, OA4, 04, 


(8) 式 的 第 两 个 行列 式 为 零 , 因 为 它 等 于 6v,/6x, 与 两 个 列 向 量 相 
等 的 行列 式 之 积 。 于 是 (6) 式 右 端的 第 一 个 行列 式 简化 为 《8v/ 
Bx,)J]， 类 似 地 ,(6) 式 右 端 的 第 两 个 行列 式 简 化 为 《8v2/6x，)J ,并 
得 到 
OAi, da 1) (2 + | 
O! Ox Or, 

类 似 的 计算 (练习 3) 得 到 三 维 的 结果 

0671(4,, A;,4,,!) 

O01 

Lo 
如 果 我 们 作 替 代 A 二 A(x, !) 5[ 即 如 果 我 们 把 (9) 式 写成 空间 变 
量 的 形式 1], 并 利用 .Y 的 定义 我们 得 到 欧 拉 膨胀 公式 


2 全 ~ (Vv .vAC, 1), 4]. (10) 


J(4, /4,, 1)。 (9a) 


革 二 下 (由 ) 
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p_i 


如 果 写 成 旭 玉 的 形式 ,C9) 和 (10) 式 看 起 来 就 比较 简单 


用 物质 变量 : oF [(v .中 | -ao]J. 11) 
| 
DD 
用 空间 变量 : | 人 一 (Vw |. (12) 


我 们 强调 指出 , 散 度 了 .所 需 的 导数 是 对 空间 变量 的 . 

读者 可 以 把 欧 拉 展开 公式 《11) 式 或 (12) 式 中 任 选 一 个 来 记 
忆 , 也 可 把 它 当 作 雅 可 比 的 导数 是 速度 的 散 度 乘 以 雅 可 比 来 记忆 ， 
然而 在 实际 使 用 欧 拉 公 式 时 ,除非 象 (9) 和 (10) 式 中 那样 直接 保留 
了 独立 变量 ,否则 我 们 就 会 感到 困惑 ， 


练 习 


1.(a) 举 出 一 个 具有 如 下 性 质 的 区 域 序列 (R,) 的 例子 : 

(i) 4 和 了 都 是 每 个 区 域 R, 中间 (与 ”无关 的 ) 不 同 的 国定 点 ， 
其 中 2 一 1.2，.….. 

(ii) 当 nz 一 00 时 , 尺 , 的 体积 趋向 于 零 。 

2 利用 归纳 法 把 (5) 式 推广 为 适用 于 x X x 阶 行列 式 的 结果 . 

如 把 课文 中 给 出 的 证 明 加 以 推广 ， 以 使 (10) 式 适 用 于 三 维 情况 
J = 1(4:, 4;, A3, 7). : 

4. 订 算 二 维 运动 的 雅 可 比 ,并 在 下 列 情况 下 证 明 (12) 式 
(a) ri = Aiexpt, +*,;= /Aexp(—1), 17, = A,, 
(6b) rx,= Al?expt, x; = Arexp(—1), rs = A,. 

5. 用 直接 计算 证 明 , 对 于 练习 3.3 所 示 出 的 运动 , 0(x,, x2)/6(4,， 
4;) 三 1。 这 个 结果 的 意义 是 什么 ? 


附录 13.1 关于 偏 导数 的 连锁 法 则 
在 连锁 法 则 的 所 有 的 简单 应 用 中 ,如 果 要 避免 混乱 ;小 心地 使 
用 符号 是 很 重要 的 ,我 们 用 一 个 例子 来 示 明 这 一 点 . 
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假定 已 知 某 个 变量 是 笛 卡 儿 坐 标 x，y 的 一 个 函数 。 为 了 确 
定 起 见 , 让 我 老臣 某 物体 B 的 温度 .在 目前 的 讨论 中 ,我 们 将 用 符 
号 T= 二 T(x, y). | 

假定 引进 极 坐 标 (r , 86 ) 于 是 


x = rc0s0, y = r+ sing. 
用 t(r,98) 表 不 在 极 坐 标 中 B 的 温度, 则 我 们 有 
r(r,0)= TIx(r, 0), y(r, 0)], (1) 
T(x,y) = rr(x, y), O(x, y)], 
例如 ,如 果 
/ T(x,y)= 7 + siny, (2) 
如 末 5| 进 极 坐 标 ,我 们 全 得 到 z 
T(r,.0) = ycos0 + sin(r sin0 ). ( 3) 
T(r,0)=7r + sin0 半 Tz(r, 0), (4) 
如 果 我 们 希望 得 到 9r/166, 那 订 可 以 这 样 来 使 用 连锁 法 则 
OT 
让 一 8 sa 区 + oy Oy 二 区 (5) 


符号 是 明确 的 。 例如 ,既然 了 是 x 和 ?的 函数 , 那 末 在 计算 87/ 
ax 时 就 保持 常数 。 与 垂直 线 相 联系 的 方程 表明 在 计算 97T/8x 
以 后 ,我 们 应 该 用 + cos0 代替 x, 用 ysing 代 替 》: 于 是 (5) 式 变 为 
Or 
DB 


xsb (r 1 COS 9) 


prcos (一 rsin0) 十 cosy 


Y= 


= 27x 


一 一 2r singcos9 十 cos(rsin0) .cose. 


当然 ,也 可 以 直接 从 (3) 式 得 到 同样 的 结果 . 

微 积 分 的 书 中 给 出 了 连锁 法 划 的 证 明 , 但 是 ,有 了 时 并 不 注意 象 
T(r,9) 和 zt(r,9) 这 些 表 达 式 之 间 的 区 别 。 这 些 书 在 讨论 某 
些 象 连锁 法 则 这 样 的 课题 时 ， 在 这 些 常用 的 函数 符号 中 作 了 隐 含 
的 改变 , 当 ” 和 6 用 作 了 的 宗 量 时 ， 那 时 工 代 表 (3) 式 中 我 们 称 为 
r 的 函数 。 当 * 和 ?> 用 作 宗 量 时 ,就 意味 着 原始 函数 (2) 式 。 因 
此 ,符号 工 是 含糊 的 。 在 我 们 的 工作 中 ,这 种 合 糊 会 导致 混乱 ， 


* A400 。 


练 习 
1 推导 附录 14.1 练习 2 中 所 需要 的 下 列 方程 


口罩 oP DG 
5 二 PS 一 1 .五 是 6 


冻 中 了 是 一 个 系统 的 体积 ,@ 是 它 的 温度 ,五 是 它 的 内 能 ，P 忆 是 
它 的 压力 。 这 些 变量 中 任何 两 个 都 可 看 作 应 变量 ,而 男 外 两 个 
则 可 看 作 是 自 变 量 。 证 明 对 于 自 变 量 的 其 他 五 种 选择 ， 上 述 关 


OF 0(09, 五) 
@ 一 P 2 一 0 (V,P 了 是 自 变 量 )， (7 
(Bh) + or 站 (7,P 是 自 变 量 )， (7) 
OF OP | Ey 
S02 (V,@ 是 自 变量 )， 《8) 
OF OV OV 
Dp 36 Sp ( 是 委 变 量 ) (9) 


8(P, 了) BV , z / 
OO-~— oe——P—-—1l1|=0 日 , 巨 是 日 变量 1Q 
dO.) 6E ( 是 月 变量 )， 《10) 


OO 口 V,© 
0557 pO 一 CP: E 是 自 变量 )， (11) 
做 这 一 工作 的 一 个 较 好 办 法 如 下 。 首 先 考虑 一 个 一 般 变 量 
的 改变 ;而 后 再 去 专门 研究 所 有 的 特殊 情况 . 利用 新 的 自 变量 
x 和 ? 去 改写 (6) 式 ,并 且 用 
OL E(x, y), V(x, y)] =—. @(x, y) 
定义 昌 (x, y). 
我 们 记得 连锁 法 则 的 结果 是 
Or = GeEx + OyVs, YO, = OcE, 十 @rry 
把 日 表示 为 下 列 雅 可 比 的 商 : 
— 80, V)/O(x, Y) 
Oa(E, V )/O(x, y) 
求 出 关于 @v 和 Ps 的 类 似 的 杀 达 式 、 相继 让 (x,、y) 与 式 (7) 一 
式 (11) 的 各 自 变量 对 相等 ,就 可 以 继续 进行 下 去 ， 


E 
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注 评 。、(7) 一 (11) 式 已 写成 了 通常 的 符号 ， 例 如 ， 其 中 没 

有 在 作为 己 和 了 的 画 数 或 作为 了 和 @ 的 函数 的 内 能 之 间 加 以 区 

分 。 
么 采用 (1) 式 的 符号 ,再 利用 连锁 法 则 , 用 rr ,9) 及 其 导数 表示 

下 OT 


Ox’ Oy’ =rcos0, y=rsind » 


'3. 练习 2 要 求 把 拉 普 拉 斯 算 符 变 换 为 极 坐 标 。 用 r(p, 由, 0) 及 
某 守 数 采用 下 列 三 种 可 能 性 ,把 : 
Ee ET ，BT 


Or’ Oy D2? | Iosinpcosd, y=psinpsinO, s=pcosp 
变换 为 球 坐 标 . 
(a) 用 完全 一 般 化 的 方法 来 做 这 个 题目 (这 是 一 个 相当 元 长 的 
计算 ). 


(b) 假定 6/689 二 0. 
(c) 假定 6/84 二 6/660 三 0., 


附录 13.2 积分 中 值 定理 


定理 ” 设 R 为 三 维 空间 中 具有 体积 的 一 个 连通 封闭 有 界 区 
域 ,0 二 VV 二 0, 令 ff 在 R 上 连续 ， 并 用 台 和 族 表 示人 (x) 在 怀 中 
对 的 极 大 和 极 小 值 ， 那 未 在 R 中 存在 着 一 个 点 忽 , 有 

eer 一 fs) 7 (1) 


Kk 


证 明 从 三 重 积 分 作为 一 个 求 和 极限 的 定义 可 以 得 到 ， 
(mar < ler < (| aa, 


内 而 ， - 
mV < | 作 X)dr SS MV 


R 


m SV 中 /(x)dr < M. (2a,b) 


R 


因为 在 一 个 有 界 闭 域 上 定义 的 连续 函数 是 有 界 的 ， 并 在 这 个 区 域 
上 达到 它 的 上 确 卉 和 下 确 界 ， 因 此 在 R 中 存在 着 后 X 和 天 满 
是 . 

f(xX'™)) 二 1， f(x ) 一 一 

连通 性 假设 保证 在 RR 中 存在 着 连接 x'” 的 xXx" 丘 的 空间 曲 
线 x 二 x(), 它 满足 
x ) = XK , XM) = 大 000; 
对 于 ” 委 上 和 上 Ko 在 R 中 . 

为 为 flx(z)] 是 参数 z 的 连续 孙 数 ， 因 此 按照 中 介 和 值 定理 它 必须 
取 sm 和 M 之 间 的 一 切 值 。 特 别 是 ,根据 (2b) 式 , 存在 着 上 和 zx 
之 间 的 一 个 参数 值 ? 使 得 。 

fxC2)] ~ v7 | iWar. (3) 


从 (3) 式 和 定义 入 一 x(? 可 以 立即 得 到 结论 (1) 式 0 

注意 , 仅 需 在 证 明 的 语句 中 稍 作 改 变 就 可 以 证 明 积 分 中 值 定 
理 适用 于 mm 维 空间 中 的 4 维 连 通 有 界 闭 区 域 ; x 二 m, m = 1， 
?2,，.……。 如 果 F(x) 是 x 的 一 个 矢量 函数 , 那 末 (1) 式 显 然 适用 于 
F 的 每 一 个 分 量 Fi;。 对 于 每 个 分 量 存在 着 一 个 不 同 的 点 六. 


附录 13.3 ”相似 区 域 


在 本 附录 中 ,我 们 将 概略 地 推导 “ 星 形 ”区 域 的 某 些 有 用 的 性 
质 。 然 后 推广 到 这 种 区 域 的 并 集中 去 . 

定义 1 如 果 有 一 个 闭 域 空间 R 的 内 点 《 称 为 O)， 可 以 用 位 
于 R 之 内 的 直线 把 RR 的 每 一 点 连接 起 来 , 那 未 RR 便 称 之 为 星 形 的 . 
图 13.3 示 出 了 一 个 平面 星 形 区 域 及 一 个 可 能 的 点 O. 

如 采 我 们 选择 O 作 为 原 后 , 那 末 R 便 可 利用 球 坐 标 (p, 4$， 9) 
及 关系 式 
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图 13.3 平面 洗 形 区 域 ， 内 区 域 与 外 区 域 是 相似 的 


101 委 p 委 斤 b0)，0 委 上山 委 zz， 0 委 0 委 2r 

来 描述 。 (坐标 P 仪 仅 给 出 了 从 点 0 到 RR 中 的 已 知 点 之 间 的 连 线 
的 虐 离 .) 我 们 将 假设 1 是 连续 和 逐 段 连续 可 微 的 ,并 且 f(8, 0) 一 
f($, 27), 

定义 2 如 果 两 个 星 形 区 域 RY 和 R” 经 过 可 能 的 转动 和 平 
移 后 ,可 以 用 下 列 方程 

0 p(s, 0), := 1,2, (1) 
来 描述 , 式 中 对 于 正常 数 工 , 有 f°? 一 Lf? (图 13.3), 那 未 R” 和 和 
RD 便 称 为 是 相似 的 

我 们 现在 米 证 明 ， 相似 的 星 形 区 域 Re 的 体积 VLRW] 和 面 
积 SIER2] 之 比分 别 为 工 - 和 元。 

定理 1 V[R?1 = LV[LR"™]. 

证 明 ”利用 球 坐 标 下 体积 的 公式 ,我 们 得 到 


2 了 产 开 (2(@,0) 
plRol ~ pn gdpa0a0 
0 0 .J0 


1 ff 人 
= | C8,0) Tsin gape, (2) 
根据 关系 f? 一 上 J 定理 立即 得 证 . U : 


定理 2 
证 明 利用 (1), 如 果 一 点 x 一 (xi, Xz, X73) 在 边界 R'” 上 ， 
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盾 未 它 就 可 以 用 关系 x 一 x ”来 描述 ,其 中 ， 
zi = fi (@, 0)sint cost, 
x — f(g, sin sind, (3) 
+) 一 和 的 0) cos 中。 
我 们 iG3) 式 称 之 为 边界 面 的 参数 表 过 式 ,利用 才 面 的 适当 的 
似 公式 ,我 们 可 写 弓 ” 


cm- 人 


0 


() (7) 
er 
扫 关 系 x2 一 Lxt 立即 得 到 所 要 证 明 的 结果 。 呈 

另 一 个 将 证 明 是 很 有 用 的 结果 涉及 到 一 系列 互相 相似 的 星 形 
区 域 Rom 

RY. pf GB,0), 1) L 1D; w= 1,2,3,... 
(54,b) 


zhd0. (4 


令 D, 为 R'"” 中 两 点 之 间 的 取 大 距离 . 

定理 3 

当 z -> co 时 , 当 且 仅 当 D, > 0，V[R"] 一 0. (6) 

证 明 ”利用 定理 1，V[ER"] 一 Lay[Re]， 因 而 当 且 仅 当 
L, 一 0 时 ，F[Ro1->0。 利用 (5b)， 当 且 仅 当 fo 一 0 时 ， 
L, 悦 0。 这 就 是 说 

当 且 仅 当 p 人 3 ->0 时 ,VLR"] 一 0， (7) 
式 中 

prix = max fp, 0). 
0<92 
[因为 jb， 29) 在 有 和 弄 闭 区 域 0 委 骨 委 ，0 委 90 委 2z 中 是 连 
续 的 ,所 以 p 避 的 存在 是 得 到 保证 的 .不 难 证 明 ( 练 习 2)， 
polx < 安 刀 ， 和 DD, 2pnax (8a,b) 

由 (7) 和 (8) 式 定理 得 证 。 站 

定理 4 对 于 有 限 个 星 形 区 域 的 并 集 所 构成 的 区 域 , 以 上 三 
个 定理 都 成 立 ， 


Pp Te hee 


1) 由 于 经 常 使 用 符号 为 了 避免 混淆, 我 们 有 来 用 尖 角 符号 人 来 表示 天 积 。 
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证 明 留 给 读者 去 做 . 
练 习 
1. (a) 利用 极 坐 标定 义 平面 星 形 区 域 ， 
(b) 试 证 明 在 本 节 所 用 的 意义 上 “相似 三 角形 ”是 相似 的 ， 
(c) 氢 述 并 证 明 适 合 于 平面 旺 彩 区 域 的 本 书 的 四 个 定理 的 形 
式 ， 
12. (a) 试 证 明 (8b) 
(b) 试 证 明 (8a). 
3. 试 证 明 , 对 于 互相 相似 的 区 域 族 R'” 
V[R™] = hrLs, S[R'™] = prLs, : 
式 中 Xk 和 pr 与 # 无关, (这 个 结果 将 在 14.2 节 使 用 .) 
4. 对 于 星 形 区 域 的 并 集 所 构成 的 区 域 , 试 表述 并 证 明 : 
(a) 定理 1 
(b) 定理 2 (注意 相应 的 区 域 必须 在 应 该 加 以 说 明 的 意义 上 局 
部 相似 ”)。 
(c) 定理 3, 
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第 十 四 章 ”连续 介质 力学 的 场 方程 


在 本 章 中 ， 我 们 仔细 推导 约束 任何 连续 介质 行为 的 场 方程 . 
这 些 方程 表示 质量 守恒 , 线 动 量 、 角 动量 和 能 量 的 平衡 。 此 外 还 有 
百 布 斯 关系 ,这 些 关 系 把 热流 与 粹 和 温度 联系 起 来 ,把 所 做 的 功 与 
压力 和 体积 联系 起 来 ， 最 后 ,还 有 一 个 焙 的 不 等 式 . 
只 考虑 普通 ”的 力学 效应 ， 将 忽略 电 效应 、 磁 效应 和 化 学 效 
应 ， 

在 本 章 的 最 后 一 节 中 ， 我 们 简短 地 讨论 一 下 本 书 其 余部 分 将 
朗 充 分 加 以 讨论 的 一 个 课题 , 即 区 别 不 同 介质 的 不 同 的 本 构 方 程 . 
重要 的 是 记 住 如 果 用 一 种 新 的 坐标 系 的 话 , 这 些 方程 (事实 上 是 所 
有 物理 上 有 意义 的 方程 ) 在 本 质 上 不 应 该 是 不 同 的 。 虽然 只 是 在 
货 工 卷 中 才 对 这 个 间 题 作 充 分 的 讨论 ,但 我 们 仍 作 了 简要 的 论述 . 
我 们 将 以 关于 连续 模型 正确 性 的 一 后 附带 评述 作为 结语 . 


14.1 质量 守恒 


连续 介质 力学 基本 方程 的 推导 并 非 一 件 易 事 。 在 得 到 真正 的 
理解 之 前 必须 刻苦 学 习 ,虽然 对 某 个 课题 来 说 ,仔细 考虑 一 种 以 上 
的 方法 起 初 可 能 会 引起 混乱 , 不 过 , 尽管 如 此 ,我 们 将 提出 四 种 方 
法 来 准 导 质量 守恒 方程 。 考 虑 这 四 种 方法 的 优 缺 点 ， 将 使 读者 更 
深刻 地 理解 表述 描述 自然 过 程 的 方程 时 所 涉及 的 问题 ， 我 们 的 目 
的 并 不 是 为 使 用 熟知 的 方程 去 辨 解 ， 而 是 设法 进行 一 种 能 使 严格 
的 人 也 注意 的 推导 ， 因 此 我 们 希望 帮助 那些 将 来 有 时 会 要 去 推导 
以 前 尚未 用 数学 语言 表述 过 的 现象 的 基本 方程 的 读者 ， 

第 一 种 方法 首先 对 任何 物质 区 域 作出 关于 质量 守恒 的 陈述 . 
在 技术 上 ， 推 导 的 中 心 内 容 是 在 运动 着 的 物质 区 域 上 去 计算 一 个 
积分 的 时 间 导 数 ， 最 后 ,证 明 在 -个 任意 区 域 上 的 体积 分 等 于 零 
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所 希望 的 微分 方程 是 用 Dubois-Reymond 引 理 得 到 的 。 

第 二 种 方法 应 用 了 散 度 定 理 , 它 的 基础 是 ,对 于 任意 空间 区 域 
作出 质量 守恒 的 陈述 。 第 三 和 第 四 种 方法 是 基于 对 固定 的 长 方 匣 
要 求 质量 守重 得 到 的 ,对于 第 三 种 方法 ,匣子 是 范 穷 小 的 ; 而 第 四 
和 方法 则 用 积分 中 值 定理 避免 了 有 启发 性 的 但 却 是 危险 的 无 限 小 
的 运算 . 


积分 方法 : 任意 物质 区 域 

13.4 玉 给 出 下 述 概念 的 一 种 精确 的 表征 ， 即 时 间 上 时 某 给 定 
的 一 部 分 物质 充满 着 区 域 R(z). 某 部 分 物质 的 质量 并 不 随时 间 的 
增加 而 改变 ,这 是 人 弘 述 质量 宇 恒 含意 的 一 种 方法 。 因 此 ,我 们 假定 
|| oe, X23 X39 pdx, dx; dx; = 0， R(z) 任意 (1) 


dz pl 


式 中 p(x, 1) 表示 时 间 :时 点 x 处 的 密度 . : 
因为 (1) 式 在 任意 物质 区 域 R(:) 上 都 成 立 , 所 以 利用 
Dubois~-Reymond 3 引 理 ， 我 们 可 以 把 它 变 成 一 个 比较 多 了 处理 
的 敏 分 形式 的 方程 
假定 对 于 区 域 万 中 所 包含 的 每 个 区 域 R, 有 
| nan dn dx; = 0., (2) 


如 果 所 下) 在 DD 中 对 XX 连续, 那 末 对 于 吕 中 的 多 则 有 f( 和 XX) 二 0， 

在 4.1 而 给 出 了 稀 单 的 证 明 / 

如 同 (2) 式 所 要 求 的 那样 ,为 了 把 导数 符号 放 到 01) 式 的 积分 
号 里 面 去 , 我 们 将 用 物质 描述 x 二 x(A,:) 把 式 (2) 变 换 成 初始 
坐标 4。 因 此 积分 区 域 也 不 再 与 时 间 有 关 。 因此 ， 用 1(z)《 积 分 
仅 是 时 间 的 函数 ) 表 示 式 (1 中 的 积分 ,我 们 得 到 


4 = | | |eCx, t )dxi dx2 dx 
dz dz R(t 


= -| ||olxCA, t )， i]J(A, t)d A dA dad, (3) 
2 |， 


RO 
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式 中 ，R(0) 是 :二 0 时 物质 所 占据 的 区 域 。 我 们 已 用 雅 可 比 法 
则 改变 了 积分 元 . 

利用 (13.3.3) 式 的 物质 密度 5( 人 入 ,1) 三 pL[x( 入 ,1), zl 我 们 
可 把 (3) 式 更 简单 好 写成 


人 — 区 \1 Naca, 1) 1(A, tar. 


现在 我 们 拒 对 时 间 的 导数 用 到 积分 号 里 面 去 ， 并 利用 偏 导数 的 符 
写 来 标明 4 在 微 黄 过 程 中 相对 于 : 保 皖 弟 数 


Ca oa 


RED) 


Rio 
Xx di dd ad;. (4 ) 
利用 欧 拉 膛 胀 公式 (13.4.11) ,我 们 得 到 
有 
x /1( 人 AT)dddL Cd 


df | 9065(A,t) / 
a | Oz 3 人 A， 
作 变 量变 换 A = A(x,1:)， 并 利用 (13.3.7)， (13. 3.3) 式 ， 以 及 
(13.2.2b) 式 中 所 给 全 出 的 x 和 A 之 间 的 关系 ， 于 是 我 们 便 得 到 
| Dp 
一 一 盖 (xX,t) 十 p(X, zt)[Y， vx» 7) 
i 旨 


x dri dx; dx;. (5, 
但 是 由 (1) 式 ， | 一 0, 因 此 从 (5) 式 我 们 得 到 结论 


(6) 


| 2 | pp 十 PV. Vv = (00,， 

i 
式 中 ,我 们 已 假设 (5) 式 中 的 积分 是 连续 的 ， 因此 已 利用 了 Dubois- 
Reymond 引 理 。 方程 (6) 常 称 为 连续 方程 , 它 是 所 希望 得 到 的 微分 
形式 的 质量 守恒 方程 , 因为 Dp[Di = 9p/61 十 Y. Vp， 因 此 (6) 
式 的 另 一 种 形式 是 


(7) 


BEE 
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我 们 已 看 到 ,一 个 在 运动 着 的 物质 区 域 RK(:) 上 的 积分 的 时 间 
导数 ,如 何 便 能 用 把 R(1) 移 到 RC(0) 及 其 反 过 程 的 方法 去 计算 . 
在 这 里 宜 于 写 出 两 个 有 用 的 公式 ， 它 们 本 质 上 记录 了 在 通 清 所 见 
的 情况 下 用 这 种 方法 所 得 到 的 结果 .其 证 明 留 给 读者 (练习 1). 

对 于 足够 光 清 的 函数 下 和 物质 区 域 R(1)，, 假设 原 量 守 恒 ， 不 


难 证 明 
a 1 _ DF 
Fodr = 用 广 odT。 (8) 
从 形式 的 观点 来 讲 , 只 要 我 们 能 识别 出 积分 的 “运动 “变量 ,我 们 束 
可 以 把 上 述 结果 看 成 一 种 在 积分 号 内 有 取 4/4dt 的 方法 ， 这 种 方法 
就 是 把 4/dt 这 个 算 符 改变 为 积分 号 内 的 物质 导数 D/D:， 如 未 
多 任 这 样 做 ,就 有 
a 1 人 (DEF D 
一 11 REpdr 一 一 一 par 十 F —— (pdr). (9) 
a 
把 (8) 式 与 (9) 式 比较 表明 要 使 上 面 所 得 到 的 这 个 公式 正确 ,要 求 
Dlpdt)/Di 一 0. 但 是 这 是 合理 的 , 因为 D(Cpar)/Dz 可 以 看 作 
是 运动 着 的 物质 元 的 质量 随时 间 的 变化 。 
与 (8) 式 密切 相关 的 一 个 结果 如 下 ， 对 于 足够 光 光 的 限 数 6 
和 物质 区 域 R(z)， 


| GdT 一 中 CCar 十 人 Gv .ndou。 (10) 
RU) 9/ 名 只 (用 


dt Rr) 


这 里 , 象 往常 一 样 ,n 是 R 的 单位 外 法 线 ,dr 是 体 元 ,do 是 表面 元 ， 
6R 表示 RR 的 边界 .。 如 果 斑 和 G 为 矢量 场 下 或 G 所 替代 ， 那 末 
(8) 式 和 (10) 式 都 成 立 [练习 1(d)]. 

方程 (10) 是 雷诺 输 运 定理 ， 其 解释 是 有 启发 性 的 。 令 不 , 为 
时 间 * 与 R(:) 重合 的 在 空间 中 国定 的 某 区 域 。 无 疑 


2 ||| car-| | ear=))| ear (11) 
dz , | eh A Or 


1 ) 如 (10) 式 中 那样 ;我 们 经 常用 传统 的 符号 去 吉明 在 一 个 封闭 表面 上 取 积 分 。 但 
是 在 这 方面 ,我 们 并 不 企图 做 到 完全 一 致 . 
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(在 宫 分 号 下 必须 用 偏 微分 符号 ,以 表示 在 对 : 微 商 时 积分 变量 保 
持 稍 数 .) 但 是 在 计算 (10) 式 的 左 端 时 ,(11) 却 的 贡献 必须 补充 如 下 
GV: ndao 三 中 cv .nac. (12) 


RO) OR, 

我 们 断言 ,面积 分 (12) 可 以 看 作 给 出 了 这 样 一 种 速率 ,浓度 为 
单位 体积 G 单 位 的 物体 , 当 介 质 流 过 灭 ， 的 边界 时 ， 物 质 就 以 该 
证 率 被 携带 。 为 了 弄 清 这 一 点 ,请 看 , v .nm 给 出 了 速度 v 在 边界 
面 指向 外 的 方向 上 的 分 量 。 暂 时 假定 ,v 与 时 间 无 关 , 那 末 在 U 单 
位 时 间 内 ,就 有 一 个 长 度 为 Uvn 单位 , 横 截面 积 为 do 的 柱 体 的 介 
质 通 过 了 面积 为 4o 的 表面 元 。( 切 向 流动 并 不 造成 介质 通过 这 个 
面 元 . ) 因 此 ,介质 以 单位 时 间 v. nto 体积 的 速率 通过 这 个 面 元 ， 
即使 v 依赖 于 时 间 ,v.n 也 给 出 通过 这 个 面 元 的 瞬时 体 通 量 密度 . 
( 通 量 密度 意味 着 单位 面积 的 流 率 。) 如 果 介 质 在 单位 体积 内 包含 
G 单 位 浓度 的 一 种 物质 , 那 末 这 种 物质 通过 该 面 元 的 通 量 为 GY 
ndo， 总 通 量 G 由 (12) 式 给 出 ,这 是 一 个 我 经 常 要 使 用 的 结果 。 

把 我 们 对 (10 式 的 几 段 讨论 放 在 一 起 ,我 们 看 到 ,||| Gdr 和 


民 ( 

对 于 时 间 的 导数 等 于 在 瞬时 与 物质 区 域 R(1) 重合 的 国定 区 域 有 
上 对 积分 G 的 时 间 导 数 , 加 上 GG 通过 边界 中 ,的 通 量 . 
积分 万 法 : 任意 空间 区 域 

我 们 首先 从 下 列 陈述 开始 ,质量 守恒 要 求 , 对 于 在 空间 国定 的 
条 个 区 域 ， 包 含 在 这 个 区 域 中 的 质量 增加 率 必 须 等 于 进入 这 个 区 
域 的 净 质 量 通 量 。 只 有 通过 边界 的 质量 流 才能 造成 包含 在 一 个 男 
定 区 域 中 介质 质量 的 改变 ,这 是 因为 质量 既 不 会 产生 也 不 会 消灭 。 
用 数学 符号 来 表示 ,上 面 楼 体 排 的 一 段 话 的 意思 是 


| |p tar = — On(x, 1): v(x, i)p x, 1)do. (13) 


式 中 民 为 固定 在 空间 中 的 任意 区 域 ;36R 是 它 的 边界 ; 而 茵 是 垂直 
于 0OR 的 单位 外 法 线 , 利 用 散 度 定 理 我 们 可 以 把 (13) 式 写作 
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| Tv. [v(x, t)p(x, ,) Ihar 一 0. (14 


(第 一 -项 中 使 用 的 是 偏 微分 符号 ,这 是 因为 在 对 时 间 取 微 商 的 过 程 
中 ,积分 变量 x 必须 保持 不 变 。) 因 为 R 是 任意 的 ， 如 果 被 积 函 数 
和 连续， 那 末 (7) 式 由 Dubois-Reymond 5 引 | 理 得 到 . 

小 盒 万 法 

如 果 限 于 二 维 情 况 ， 用 x 和 "分别 表 示 沙 * 和 y 增加 方向 的 
速度 分 量 ， 那 末 我 们 将 会 更 加 清楚 地 弄 明 白 所 希望 说 明 的 概念 . 
我 们 假设 z 方向 没有 速度 分 量 , 而 4, v 和 密度 p 与 xz 无关， 

我 们 再 来 应 用 一 个 区 域 中 质量 的 增加 速率 必须 等 于 流入 该 区 
域 边界 的 质量 这 个 概念 。 与 以 前 的 方法 相反 ， 这 里 我 们 考虑 一 个 
特殊 的 区 域 ， 这 是 一 个 zx 方向 具有 单位 厚度 ， 而 在 x 和 ?方向 具 
有 小 尺寸 Ax 和 Ay 的 “小 盒 ”( 见 图 14.1)。 这 种 盒子 是 假想 的 ; 
如 图 14.1 所 示 , :流体 可 以 自由 地 通过 F、F;、 Fs 和 F。 由 于 作 
了 二 维 假设 ,就 没有 流体 通过 平行 于 xy 平面 的 面 了 .。 


图 14.1 在 直角 坐标 系 中 用 来 挫 导 连续 方程 的 假想 的 盒子 
我 们 将 作 非 正式 的 推理 。 暂时 要 求 读 者 不 要 怀疑 。 经 过 面 
FF, 流入 盒子 的 质量 六 量 为 (pu )o Ay 其 中 下 标 表 示 pu 在 (xo, Yo) 
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上 进行 计算 ，(〈 避 以 不 管 坐标 , 因为 在 x 方向 没有 变化 ，) 因 为 
Ay | pu 全 F, 并 玫 六 格 地 为 党 数 这 个 事实 。 


| AxjAay. 15) 


在 括号 中 的 第 二 项 计 及 了 要 在 F 上 而 非 fF 上 计算 pu 这 一 事实 ， 
因为 6(pu)/6x 给 出 了 单位 长 度 上 pu 的 改变 ， 我 们 应 该 用 滋 以 
Ax 的 方法 得 到 所 需要 的 修正 . 当 Axr 很 小 时 , 才 可 能 允许 在 * 王 x 
处 计算 DCox)/6x。 (15) 式 中 的 负 号 来 自 下 列 事实 : 在 和 上 正 
2 速度 分 量 意 味 着 溯 疝 外 的 质量 流量 . 

把 F, 和 F; 的 贡献 加 起 来 ,我 们 得 到 流入 小 盒 的 净 质 量 流 明 为 


[Op | AAA z 
z | Ox |.^ 人 (16) 
类 似 地 ,或 者 按照 对 称 性 ,经 过 FF; 和 F4 流入 小 盒 的 净 质 量度 为 
Cpu) i 
— Ae ed | ArAy | (17) 
(46) 和 (17) 吉 之 和 必 须 等 于 用 密度 改变 的 方法 表示 的 全 内 净 页 量 
的 增加 率 , 即 
_|8tpu)] 18koeo) | A， 
上 | pe je 
i - (2 ) xy | (18) 
因为 (xo, yo) 是 任意 的 ， I 
co 上- (pu) 十 7 ‘0 0. : (19) 


Bl， 
方程 (19) 是 连续 方程 0 四 一 维 形 江 把 刚才 所 给 出 的 论证 推广 
到 三 维 情 况 应 该 并 不 存在 困难 . / 
这 类 推导 是 连续 介质 力学 早期 的 大 师 们 所 采用 的 ， 可 是 一 个 
要 求 高 的 人 是 不 能 满足 于 此 的 。 这 些 早 期 的 大 师 们 无 疑 是 天 才 ， 
而 天 才 则 可 定义 为 一 个 能 用 不 充分 的 推理 或 者 是 错误 的 推理 去 
得 到 正确 答案 的 人 人。 天才 并 非 几 乎 都 是 生来 就 爱好 真理 的 ， 而 总 


» SO 


是 对 真理 有 自信 心 ， 一 般 的 人 则 充满 着 怀疑 . 从 F, 到 F, 时 问题 
的 本 质 在 于 去 计 及 pu 的 变化 ， 那 末 为 什么 我 们 可 以 忽略 通过 忆 
的 pu 的 变化 呢 ? 当 我 们 在 点 (xos, y) 上 去 计算 9p/ 01 时 ， 我 们 怎 
么 能 确信 我 们 没有 和 忽略 挥 重 要 的 东西 昵 2? 采用 极 坐 标 时 ， 当 我 们 
划 出 了 合适 的 盒子 后 , 其 一 边 的 长 度 可 表达 为 《ro 十 Ar )A9 ( 练 
河 10) 其 中 ,我 们 不 能 忽略 Ar， 弄 请 了 这 一 点 以 后 ,我 们 到 底 对 
目 己 能 够 羯 定 一 些 项 可 以 忽略 的 能 力 还 和 苦 有 多 大 的 信心 呢 ? 我 们 
最 后 的 推导 保持 了 前 一 方法 的 精神 ,但 可 用 更 加 严密 的 方法 来 消 
除 我 们 的 疑 感 . 


大 使 万 法 
我 们 仍然 通过 象 图 14.1 那样 的 一 个 重子 来 考虑 二 维 运动 , 但 
”我 们 不 再 要 求 Ax 和 Ay 是 非常 小 的 "， 事 实 上 ,为 了 避免 不 应 有 
的 简单 化 ,再 好 把 Ax 和 Ay 看 作 是 大 的 . 
再 蓄 起 通过 Ri 向 盒 内 的 质量 流量 ,在 时 间 1, 这 就 是 
| pf(xo， ys 1 )u( xo, 》s 1 )dy,， : (20) 
式 中 我 们 已 利用 了 F, 面 上 x 二 mw。 类似 地 , 通过 PR; 流向 盒 内 的 
质量 流 为 : 
一 人 pC + Ax, yy, tu(ro 十 Ax， y, 1)dy, 
利用 积分 中 售 定 理 , 由 FF, 和 F, 向 盒 内 贡献 的 净 质 量 流 量 为 
| MO = MO dy ~ AyMCO), (21) 


陈 中 
M(y) = pl( zo, y, 1)u(ros y, 1 ) 
— p(xo tt Axr,y, tulro t+ Ar,y,71), (22) 
而 是 满足 六 和 三 委 加 十 Ay 的 一 个 诊 数 。 为 了 强调 与 积分 
中 值 定理 相关 的 对 y 的 依赖 性 , 在 应 用 上 面 的 符号 M(y) 时 ,我 
们 并 没有 明显 地 据 出 它 对 xo。 和 的 依赖 性 ， 
类 似 地 ,通过 面 fF, 和 F; 同 盒 内 的 质量 流量 为 
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| Xo 


}, [pCx, yos tjv(x, yo t) 
— p(x, yo Ay, tjv(x, yo Ay, 1)]dx 
一 Ax[p( xXx, yo, t )v{ x yos 1) 
— p(xis yo Tt Ay, tv(r, yo Tt Ay, 1)], (23) 
及- 方面 ,包含 在 大 盒 ” 中 的 质量 改变 率 为 
A 


p(x, y, tj)dxdy 
dt 


?0 to 


yo+Ay tntOx 
一 | | Se (x, ys, t)drdy 
! 


ro 具有 


一 Se x1, ps 1)AxAy. (24) 
Or : 
(24) 式 的 第 二 个 等 式 是 由 面积 的 积分 中 信 定 理 得 到 的 ,因此 ,x; 和 
y2 为 满足 下 式 的 常数 
Xo 二 Ar hy 二 Ay. (25) 


如 集注 意 到 (24) 式 中 的 因子 AxAy ， 那 末 我 们 便 会 希望 在 (22) 和 
(23) 式 中 也 有 一 个 类 似 的 因子 存在 .这 可 以 应 用 导数 的 中 值 定 理 
来 加 以 处 理 , 导数 的 中 值 定 理 指出 , 如果 在 包含 [yo, yo 十 Ay] 的 
区 间 上 了 存在 , 那 末 ,对 于 某 个 满足 

f(yo + Ay) — fy0) 一 让)Ay (26) 
的 5, 便 有 

y= < y+ Ay. 

为 了 把 这 个 式 子 应 用 于 (23) 式 ， 并 且 让 fyo) 等 于 p(xi, yoy 17) 
必 xi yo t)。 那 么 (23) 式 右 端 可 以 写作 


四 AxAy 6{ plx,, 二 )3»  )] (27) 
y 


式 中 yo 过 访 三 yo 十 Ay， 类 似 地 ,根据 (22) 式 , Fi 和 下 ,的 贡献 
可 写作 
-ArxAy Of p(x;, Yi, 1 )ul Xs 》1 ? Sa (28) 


Or 
式 中 wo 二 x 二 wo 十 Ax， 质 量 守 恒 要 求 (27) 和 (28) 式 表达 式 的 
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和 等 于 (24) 式 的 右 端 ， 消去 AxAy ， 我 们 发 现 ， 对 于 任何 Ax 利 
Ay ,不 管 它 们 怎样 大 或 怎样 小 ,对 于 基 个 满足 下 式 的 必 ; 和 yi 
电大 过 而 十 Ar， 为 二 基 二 帮 十 Ay， 一 1 253， 


总 有 


_ OC(pu) 四 _ OO(pu) _ Op (29) 
Or lzzss 6y xx Ot rx 
在 式 (29) 中 当 连 续 的 u,v 和 ? 取 极 限 Ax 一 0，Ay 一 0 时, 便 得 
到 所 第 的 方程 式 (19). 


在 我 们 作 微 商 时 ,为 了 保证 各 定理 都 或 立 ,我 们 要 求 所 研究 的 
函数 具有 不 同 程度 的 光滑 度 .要 问 速 度 分 量 、 密 度 等 是 否 真正 具有 
所 需 阶 数 的 导数 这 是 不 适当 的 ， 我 们 “实际 上 ”要 想 知 道 的 就 是 一 
个 模型 (譬如 说 其 中 假设 速度 分 量 三 次 可 微 ) 能 否 精确 地 描述 我 们 
感 兴趣 的 现象 。 只 有 求解 问题 的 经 验 才能 给 出 解答 ,因此 ,就 现在 
来 说 ， 我 们 仅仅 需要 记 住 的 就 是 我 们 的 导数 需要 “充分 ” 地 光滑 . 
再 往 下 读 时 ,我们 会 注意 到 ,经 验 表明 大 多 数 问题 的 解答 不 出 现 光 
清 度 的 困难 ,但 在 某 些 非常 重要 的 问题 中 ,肯定 必须 允许 有 间断 解 
全 在 并 且 在 我 们 的 推导 中 必须 作 一 些 丛 当 的 修正 。 


练 习 


1. (a) 从 第 一 原理 推导 《8) 式 . 
(b) 从 第 一 原理 推导 (10) 式 ， 
(c) 试 证 明 从 (10) 式 可 以 得 到 (8) 式 ， 肥 之 亦 然 (假定 质量 守 
百 ) 
(d) 试 正明 如 果 和 6G 为 矢量 场 下 和 G 所 代 桂 ， 则 (C8) 和 和 (10) 
式 仍 然 正 确 . 
2. 用 下 列 为 一 种 方法 对 大 盒 方 法 进行 运算 , 试 证 明 (21) 式 可 写作 
-| | lel y ju( x, 》， 2 ) ] dxdy 
yo YD Or 
把 上 式 与 (23) 式 第 一 行 的 类 似 的 表达 式 和 (24) 式 左 端 的 表达 式 
结合 起 来 ， 得 到 在 图 14.1 上 的 任意 长 方形 上 等 于 零 的 二 重 积 
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分 ， 推 导 C19) 式 ， 
3. 这 里 是 质量 守恒 的 另 一 种 推导 方法 ， 在 分 析 上 简洁 但 物理 上 多 
少 不 能 使 人 议 意 . 
(a) 试 证 明 在 一 维 情况 下 ,质量 守恒 要 求 
Cpu)(xos yoy £) — (pu)xo 十 二 Yo, 1) 


%0 十 吉 
= | pdr. 
0 


对 6 取 导 数 ， 令 $= 二 0 或 注意 到 wo 十 $ 和 yo 是 任意 的 ， 
得 到 最 终 的 方程 . 
(b) 对 二 维 情况 重复 以 上 各 步 . 
4. 用 下 列 方法 推导 (19) 式 的 三 维 形式 ， 
(a) 小 盒 方法 . : 
(b) 大 盒 方 法 ， 
5. 按照 某 种 字 宙 学 理论 ， 物 质 在 字 宙 中 不 断 地 创造 着 。 假 定 宇 宙 
中 的 物质 可 看 作 连 续 介质 , 写 出 修正 质量 守恒 方程 。 
6.(a) 把 下 式 
| | (A, dAid A As = (feces anadwdr, (30) 
RO) RO2) 
解释 为 质量 守恒 要 求 的 一 种 形式 ， 准时 在 物质 座 标 下 的 质 
时 守恒 方程 
plx(A,1), iTCAI) = 6(A, 0) 
6(A, TA, 1) = 3A, 0). : (31) 
(b) 试 证 明 对 不 可 压缩 运动 有 J(A,:) 一 1. 
《c) 试 证 明 J(A，,0) 三 1 
7. 用 变量 的 直接 变换 由 物质 坐标 下 的 省 续 方 程 推导 空间 坐标 下 的 
过 程 及 过 来 。 由 下 式 开始 ， 


0- [5(A， A, i )] 一 0， 
1 


第 卡 儿 张 量 是 第 工 卷 第 二 章 的 主题 ,为 我 们 提供 了 表述 物理 定 
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律 的 一 个 有 效 的 框架 。 这 些 定律 在 某 种 意义 上 讲 ， 不 管 采 用 哪 
种 笛 卡 儿 誉 标 都 必然 是 不 变形 和 的。 在 这 一 主题 下 ， 图 述 了 从 一 
个 第 卡 儿 系 变换 到 另 一 个 笛 卡 儿 系 的 规则 .. 普遍 张 量 人 允许 作 一 
般 坐 标 系 的 变换 。 下 面 四 个 练习 给 出 了 所 涉及 问题 的 一 些 提 
示 。 

8. 用 直接 计算 证 骨 ， 在 相对 于 原 坐 标 系 逆 时 针 旋 转 了 9 角 以 后 的 
新 坐标 轴 的 变量 下 ， 二 维 质量 守恒 方程 (19) 具有 相同 的 形式 ， 
根据 如 下 步骤 ， 

(a) 用 i 和 3 表示 原来 的 单位 天 量 ， 用 了 和 表示 新 单位 天 量 ， 
试 证 明 
i.:i= cos0, i.:JG°—— sing, (32) 
j:i = sin0, j*:Y = cosh. 
(b) 令 

z v(x,y) = ur yi vx, y)I 

= wx, yi 十 (zy 这 (33) 

因此 xx，y)》 和 w(x,，y) 分 别 为 (x， 站 乓 处 注 方 向 和 和 

i 的 速度 分 量 。 试 证 明 


wxyy) 一 axzyy)cosg 一 mxyy)sing， (34a ) 
v(x,y)— u(r,y)sinO + v(xr, y)cos0, (34b ) 
wz y) 一 wxy yj)cosg 十 (xyy)ysing， (34c 
or y) = urs ysinO + vx,y)cos0,. (34d) 


(c) 设 (r ,yy) 是 带 撒 坐 标 系 中 某 扩 的 坐标 ， 该 点 在 不 带 撒 坐 
标 系 中 的 坐标 为 (z。 y)， 试 证 肯 
xzY 一 2 cos 一 ysnb，y 一 xsing 二 ycosg， (35a,b) 
Y 一 Xcos0 十 ysin6， 了 一 一 xsnb 十 ycosg9， (35c,d) 
(d) 用 带 划 的 量 表 示 带 撤 坐 标 系 下 的 量 , 因 此 ,例如 
u(x y) = ulr (x y), y (rx, y)], 
ux sy) = rx, y ), yx ，》 )]. 
使 用 连锁 法 则 证 实 ,(19) 式 意味 着 
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5 十 上 oz) 了 QUOD) 一 0， 
8 Br 6y 
式 中 p(x ,yy ) 给 出 了 带 撤 坐 标 下 的 密度 . 
9. 考虑 密度 为 p(x,y) 的 可 压缩 流体 的 二 维 运动 ， 从 已 知 的 香 卡 
闪 和 天 必 本 量变 换 和 省 依法 则 * 试 让 由 在 桶 尝 汪 下 
OFK 


3 tr rUR) 十 一 0 VER). (37) 


(36) 


这 里 
xX 盖 rcos0, y = 7 sinb, 
R(r ,90) = p(s cos0, 7 sinO), 
并 且 U(r,，98) 和 Vlr,90) 分 别 为 + 和 9 方向 增加 的 速度 分 量 . 
如 末 你 希望 得 到 提示 ,参考 附录 15.2. 

10. 直接 把 盒 宗 量 应 用 于 图 14.2 中 画 出 的 面积 元 , 试 推导 (37) 式 . 
(在 推导 完成 以 后 ， 请 注意 内 外 曲线 边 弄 之 辣 的 差别 在 取 盒 于 
的 面积 时 可 以 忽略 ， 但 在 计算 通过 这 些 边 界 的 流量 时 不 可 忽 
路 . /) 


Bp {ro + Ar, 00) 
ry A " " 
(rs, 00) 
Ab 
00 了 


图 14.2 在 极 座 标 下 推导 连续 方程 所 采用 的 假想 的 盒子 的 顶 视 图 


11. 通过 考 看 具有 坐标 【x(:), y(1)] (或 者 选用 [x(t), 6(1)1) 的 
一 个 运动 点 。 试 从 x* 一 rcos8g,，y 一 rsinb6 推导 (34a) 式 和 
(34b). : 

12. 本 练习 的 目的 是 探讨 如 何 把 连续 介质 和 守恒 的 概念 应 用 于 天 
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休 动 力学。 这 些 概念 可 访 用 于 平均 质量 分 布 消 数 亚 ，【〈 参 看 
13.1 节 的 讨论 ，) 我 们 需 望 做 的 是 推导 基本 和 守恒 方程 《1.2.4). 
做 这 个 练习 根本 不 需要 1.2 节 的 知识 ， 

为 了 简单 起 见 , 我 们 限于 考虑 只 依赖 空间 坐标 *， 相 应 的 
速度 分 量 x 和 时 间 :上 的 阔 数 。 因此 ，.g(x*y xy) 是 一 个 具有 
如 下 性 质 的 光滑 函数 , 即 对 于 足够 的 精度 

性 ” Vx,u, t)adxadu 
给 出 了 位 二 S| 和 | ‘2 之 同 、 县 有 | 和 1f2 之 则 速度 的 物 质 的 质 


量 . 
(a) 考虑 图 14.3 中 所 画 出 的 (x, w) 空间 中 的 “大 盒 ”。 详细 解 
释 “ 占 据 着 盒子 的 流体 的 质量 "的 合意 .这 就 是 说 ,对 于 这 
样 的 流体 的 位 置 和 速度 我 们 能 说 些 什么 ? 这 是 个 容易 的 
问题 . 


mw 


图 14.3 推导 分 布 孜 数 W(x，、u、t) 的 方程 时 所 用 的 假想 的 盒子 


(b) 写 下 给 出 时 间 上 时 盒子 中 流体 质量 的 重 积 分 . 
(c) 试 证 明 (b) 的 时 间 改 变 率 为 到 (xz xz， 1)AxAxn, 式 中 
Xo 二 Ar， Wo Uy 二 An， 
记 住 * 是 一 个 自 变量 ， 
(d) “流体 在 时 间 间 隔 (z, +t 十 Az) 内 向 内 通过 标记 为 S, 的 便 
边 的 净 质 量 "这 句 话 的 含意 是 什么 ? 
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Gon 


(ce) 解释 (d) 为 什么 为 
J V(x,u, ar |au. 


Hn Xo~wAt 


(f) 由 (e) 证 明 时 间 * 时 向 内 经 过 边 5, 的 质量 流量 为 
| ” wm(n， zi du, 


(g) 对 5; 推导 类 似 的 表达 式 . 

(h) 把 (f) 和 (g) 结 合 起 来 构成 一 个 正比 于 AxAx 的 表达 式 。 
(i) 重复 (d), 仅 仅 用 5; 代替 5,. 

(j) 解释 为 什么 (i) 为 


xotoarT i 
| | U(x, Ht, du |ax, 
Hoa Xt) A 


式 中 a(x,1) 是 沿 * 增加 方向 的 加 速度 ， 当 只 需 孝 虑 重力 
时 ,加 速度 ( 早 位 质量 上 作用 的 力 ) 与 * 无 关 ， 

(k) 利用 (f) 一 (h) 的 方法 得 到 向 内 通过 5; 和 54 的 质量 流 最 鸭 
表达 式 . 

(1) 因为 恒星 间 的 磁 撞 可 以 忽略, 把 (c) 与 (h) 十 (k) 相 等 并 取 
合适 的 极限 得 到 最 终 的 答案 . 


. 这 个 问题 的 目的 是 推导 练习 12 中 得 到 的 那个 最 终 的 微分 方程 


(1.2.4), 但 是 这 里 采用 不 同 的 方式 。 我 们 将 模仿 上 面 推导 普通 
的 质量 守恒 方 程 时 所 用 的 第 一 种 方法 ， 
我 们 用 符号 
X= 4X,U,1), 一夫 克 1 (38a,b) 
来 描述 xx 空间 中 的 运动 。 我 们 将 假定 (438a) 和 (38b) 可 以 倒 过 
来 得 到 
X= X(r,u,72), U= U(x, ui). (39a,b) 
(a) (38a) 和 (39b) 式 的 物理 意义 是 什么 ? 
(b) 我 们 作 定 义 
A(X, Uy,t ) 一 Dea(X， L 1 
Oz 
4 的 物理 意义 是 什么 ?我 们 应 怎样 去 定义 4 的 “空间 ”无 


. jll ， 


式 al(xyUt， 1)? 


(c) 令 
FX,U,1) =— Vix(X, U, 1), 
| u(X,U,!?),t], (40) 
用 
DE(xr,u,t) _ OF(X), Us, | (41) 
D1 07 BR? 


定义 一 般 化 的 物质 导数 如 /Pi. 
试 ( 用 谨慎 和 明显 的 符号 ) 证 明 
DY _ OV jo, Ow 


-一 十 oa 一 . 42 
7 Bx Ou (42) 
(d) 定义 

Ox Ox 
OX OU z 
(XX,U,!t)= , 43 
( ) Bu Ou (43) 

| ax 8U 

用 谨 愤 和 明显 的 符号 推导 

O07 一 .多 . Oa ， 《44 

Or Ow [x=r(X ,U1) 


HoHX UY 
(e) 在 没有 “碰撞 ”时 , 最 终 的 微分 方程 现在 可 以 用 我 们 在 推导 
常用 的 质量 守恒 方程 时 所 遵循 的 步骤 来 得 到 .这 了 就 是 说 ， 
我 们 定义 一 个 合适 地 推广 的 “物质 区 域 "R(z), 并 假设 


d 
lt 4, tdrdu = 0. (45) 
最 终 的 微分 方程 可 通过 对 (45) 作 运算 而 得 到 。 试 完成 这 


个 运算 . 


14.2 线 动 量 平衡 : 
我 们 现在 把 牛顿 第 二 动 定 律 的 一 种 形 却 应 用 于 连续 介质 。 


* S12 se 


牛顿 第 二 定律 的 积分 形式 


在 质点 力学 中 ， 我 们 把 一 个 质量 为 所 以 速度 v 运动 的 质点 P 

称 为 具有 ( 线 ) 动 量 mv。 按 照 牛顿 第 二 定律 ,P 的 线 动量 改变 率 等 

十 作用 在 PF 上 的 净 力 。 为 了 把 这 条 定律 推广 到 连续 介质 中 去 ,我 

们 把 时 间 上 时 密度 为 p(x, xz) 占据 着 区 域 RD) 的 物质 所 具有 的 
线 动量 定义 为 

| eG, Dv (x, par， (1) 


R(1) . 
式 中 v 为 速度 矢量 。 而 且 ，(1) 式 中 积分 的 时 间 改 变 率 假设 是 等 
于 作用 在 R 中 的 物质 上 的 净 力 ， z 
我 们 可 以 预期 力 是 属于 那 种 类 型 呢 ? 最 熟知 的 体力 的 例子 是 
重力 ， 体 力 在 质点 力学 中 是 正比 于 质点 的 质量 的 ， 在 连续 介质 中 
自然 可 以 用 积分 的 方法 从 点 过 渡 到 区 域 ， 因 此 ， 我 们 考虑 具有 如 
下 形式 的 作用 在 R 中 的 物质 上 的 体力 
| ez, Df t )art,， (2) 


Rr) 
式 中 f(x, :) 是 单位 质量 的 体力 矢量 ,我 们 也 考虑 表面 力 ， 这 些 
力 具 有 的 形式 为 


| t(x, 1, n )ao, | (3) 


Rt) z 
式 中 x 是 表面 元 的 位 置 矢量 , : 是 时 间 ,n 是 x 处 9R 的 单位 外 法 
线 , 应 变量 t 称 为 应 力 舌 量 . | 

在 写 (3) 式 时 ,我 们 已 隐 含 地 假设 单位 面积 的 力 (应 力 ) 在 面积 
趋向 于 零 时 趋向 一 个 极限 ,为 了 弄 明 白 这 一 点 , 令 Si(《 二 1,2,3,…) 
表示 一 系列 类 似 的 光 请 表面 ， 它 们 的 面积 不 断 减 少 ， 每 一 个 都 是 
OR 的 一 部 分 , 且 都 包含 态 xX”“。 令 nn” 为 6R 在 xW 处 的 外 法 线 . 
那 末 ,如 采 44 是 54 的 面积 ,Si 上 单位 面积 的 第 i 个 分 量 为 
A tf, neo = ti( 人 XL, ¢, HK); 1 二 1， 2,3, 
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式 中 ,我 们 已 用 了 积分 中 算 证 理 。 这 里 狗 是 % 上 的 一 点 答 刀 处 
的 单位 法 向 矢量 。 如 果 记 是 它 的 变量 的 连续 函数 , 那 末 
liim Ee fi， nD)ao =—= tx ,tt, no), (4) 


| KY 


-| 
zx) 在 S 上 “Sk 


这 是 因为 当 44 下 0 时 锡 必 趋 近 于 x 的 缘故 . [注意 ,在 一 个 给 
定 的 表面 上 , n 是 在 每 个 点 x 处 确定 的 ， 所 以 在 这 种 情况 下 长 x， 
1， n) 实际 上 只 是 和 和 + 上 的 图 数 ， ] 

为 什么 我 们 应 该 假设 应 力 存在 呢 ? 在 历史 上 ， 这 个 假说 是 作 
为 最 初 关于 特殊 物质 的 特殊 假设 的 推广 而 出 现 的 。 例 如 ， 在 拉 伟 
一 根 金属 杆 时 ， 自 胡 克 以 后 就 假定 相对 伸 长 正比 于 单位 面积 上 的 
作用 力 。 理想 气 体 随 机 碰撞 的 弹性 球 模型 导致 了 单位 面积 法 向 力 
压强 的 引进 ， 毫 无 疑问 这 是 读者 从 普通 物理 教程 中 就 学 过 的 ， 在 
附录 14.2 中 ， 我 们 可 以 找到 某 些 历史 评述 , 但 是 对 连续 介质 力学 
的 漫长 而 有 趣 的 历史 的 充分 的 评价 需要 作 进 一 步 的 阅读 ， 

由 假设 作用 在 R 上 的 力 形 式 为 (2) 和 (3) 式 就 完全 给 出 ff 和 
的 定义 ， 但 是 给 这 些 重 要 量 作出 更 进一步 的 逐 字 逐 名 的 描述 可 能 
是 有 用 的 ， 

体力 ”在 时 间 +:， 假 定 每 单位 质量 上 有 一 个 力 f(x, +) 作用 
在 尺 中 的 每 个 点 x 上， 

表面 上 应力” 在 时 间 1, 考 虑 区 域 R 的 边界 OR 上 的 一 点 x， 令 
n 为 x 处 尺 的 外 法 线 ?。 那 未 tx, 1,n) 就 是 在 9R 的 点 处 单 
位 面积 上 由 怀 外 面 的 物质 作用 在 RR 内 部 物质 上 的 力 . 

把 我 们 到 现在 为 止 的 思索 结合 在 一 起 ,我 们 提出 这 样 的 假设 : 
物质 区 域 R(:) 中 线 动量 的 改变 率 等 于 体力 的 贡献 加 表面 力 的 贡 
献 : 


1) 每 当 我 们 使 用 外 法 线 吕 时 ,实际 上 不 言 而 喻 地 假定 同 是 存在 的 ， 这 就 是 说 ， 我 
们 假定 尺 的 边界 OR 把 空间 分 为 两 个 区 域 ， 一 个 是 有 界 连 通 点 集 ， 称 之 为 民 的 
内 部 ; 而 这 个 区 域 的 余 集 , 称 为 外 部 。 一般 地 ,我 们 都 假设 < 沿 表 面 运动 时 nn 光 
背地 变化 , 
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这 个 由 科 希 所 :出 的 是 本 方程 可 以 用 下 列 方法 来 考察 。 可 以 假 
定 , 字 宙 的 其 余部 分 对 占据 RCz) 的 物质 的 线 动量 的 影响 可 以 用 两 
部 分 作用 来 代 蔡 ,它们 是 作用 在 整个 RC(z) 上 的 大 小 为 每 单位 质量 
f 的 长 程 体力 ,加 上 作用 在 R(z) 的 边界 上 并 且 代表 邻近 于 RD 的 
欧 质 的 附加 作用 (接触 力 ) 的 应 力 t 的 影响 。 换 名 话说， 就 线 动量 
来 说 ， 我 们 的 假设 就 是 我 们 可 以 用 合适 的 体力 和 应 力 t 来 代 壹 
R(z) 以 外 的 宇宙 的 作用 . 

反 过 来 说 ,(5) 式 简单 地 表示 ，、 线 动 盟 因为 单位 体积 的 动量 源 
of 和 单位 面积 的 动量 通 量 t 而 增加 .这 样 一 种 站 得 极 高 的 观点 具 
有 某 种 吸引 力 ， 但 是 当 我 们 项 望 把 动量 源 和 动量 通 量 与 推 和 拉 这 
种 日 常 经 验 等 同 起 来 时 ,下 降 可 能 是 必要 的 . 

为 了 获得 对 (5) 式 的 相当 程度 的 重视 ,读者 要 (a) 对 它 进行 仔 
细 的 琢磨 ,直到 相信 它 是 明显 地 正确 的 为 止 ，(b) 参阅 第 正 卷 7.1 
节 , 那 里 指出 ,(5) 式 在 某 些 条 件 下 ( 当 必 须 考虑 表面 张力 时 ) 是 不 
正确 H， 


局 部 应 力 于 衡 
: 利用 (18) 式 的 矢量 形式 ， 我 们 可 以 要 (5) 式 中 的 时 间 导 数 放 到 


积分 里 面 去 : 
a 
由 此 ,《5) 式 可 以 写作 
| ?从 一 中 pfar 一 | tw (7) 


R(FY 全 


好 使 对 所 涉及 的 力 没有 清楚 的 概念， 也 可 从 (7) 式 推导 出 重要 
的 结果 来 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 考 虑 一 族 以 长 度 工 表征 的 相似 区 
域 RI，( 以 aL, 5bL 和 cL 为 边 长 的 长 方 体 族 便 给 出 了 一 个 例 
子 。) 正 如 附录 13.3 练习 3 所 提 到 的 那样 , 这 样 的 一 些 区 域 具有 辣 
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| over—| I (6) 
) 


i | 


洋 的 形状 ,对 半 某 些 仅 依赖 于 这 些 区 域 形状 的 常数 4 和 px， 它们 
的 体积 -和 面积 Ge 满足 

oO ApL’, i -= tr’, 
因此 ,对 于 任何 连续 函数 G ,积分 中 值 定 理 指出 

|jeGopar = zxzcCD)， 关 位 于 Re 中. (8) 
让 我 们 逐个 分 量 地 把 (8) 式 应 用 于 (7) 式 的 右 端 ， 因 为 所 有 的 体积 
分 都 正比 于 L;, 两 边 除 以 二 2 然 后 让 L -> 0, 那 未 我 们 便 得 到 


im | tdo 一 0, (9) 


(9) 式 是 一 个 很 重要 的 方程 。 如 果 区 域 Ri 中 的 物质 受到 表面 应 力 
的 作用 向 不 受 其 他 力 的 作用 ,如 果 该 物质 处 于 平衡 状态 , 屠 未 必然 
地 作用 在 物质 上 的 合力 必须 等 于 才 ;认识 到 这 一 扣 就 会 获得 对 (9) 
式 意义 的 深刻 理解 。 这 就 是 说 ,实际 上 ,每 个 区 域 R, 都 在 运动 ,并 
受到 体力 的 作用 。 但 是 ; 当 工 一 0 时 :表面 应 力 项 的 作用 比 起 体积 
| p DY dr 和 | ofdr 

分 来 则 越 来 越 点 优势 ， 上 两 式 分 别 代表 运动 (惯性 ) 和 体力 的 作 
用 . 在 极限 的 情况 下 我 们 便 得 到 (9) 式 ,粗略 地 讲 , 该 式 表明 ,就 象 
区 域 处 于 平衡 的 一 样 ， 作 用 在 无 穷 小 区 域 上 的 表面 力 除 以 它 的 面 
积 prL” 趋向 于 零 。 因 此 方程 (9) 称 为 局 部 应 力 平衡 的 原则 . 


作用 和 反作用 


把 局 部 应 力 平衡 原则 ,应 用 于 各 种 区 域 ,我 们 便 可 推导 出 这 个 
原则 的 结果 。 首先 放 一 个 长 方 体 Fi， 其 一 个 角落 上 包含 固定 所 
x， 并 有 日 有 边 长 为 ELXILXL,eE<1 (图 14.4)， 令 n, 一 n， 
nr nr> Nx, 和 和 一 也 Ri 分 别 为 这 个 薄片 的 有 前, 后、 上、 下 左右 面 的 
单位 外 法 线 ( 参 阅 图 14.4)，、 利 用 积分 中 值 定理 ,(9) 式 中 面积 分 的 
第 i 个 分 量 可 以 写作 
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图 14.4 “薄片 ?> 天. 把 局 部 应 力 平 衡 应 用 于 这 类 
区 域 得 到 “作用 -反作用 ”定律 (12) 式 
L’[ti(xr, ts RB) + txr, ts —n) + £01]; 
:= 1],2,3, (10) 
式 中 
Qi 一 区 XT， tn7) + ti(Xa, t, — nr) 
+ 万 (XR 1, Bk,) 
+ 1i(XL, t, — nr;). 
这 里 Kp， XR， XT, p> XR; 和 zi 分 别 为 薄片 前 、 后 上、 下 , 左 \ 右 面 
上 的 点 ，(10) 式 来 自 每 个 面 上 的 某 点 处 的 #; 与 这 个 面 的 面积 之 
积 . 前 后 面 的 面积 都 是 ,其 余 面 的 面积 为 gL 
把 (9) 和 (10) 式 联 列 起 来 我们 得 到 
r(x 1) 十 Ar， 一 mm) 十 0 一 0j i== 1,2,3. 
因为 当 工 一 0 时 ,xr、 Xs 等 都 趋 问 于 并 闪 且 因为 我 们 假设 在 包含 
x 的 一 个 区 域 中 * 是 连续 的 ， 所 以 每 个 i; 的 第 一 个 宗 量 是 x。 利 
用 0; 的 连续 性 和 (因而 ) 它 的 有 界 性 ,我 们 看 到 ,可 使 60; 任意 小 ， 
这 样 
fix ty nn) + ix n=0; 1=1,2,3; (11) 
或 者 说 排除 了 tt 对 x 和 4+ 的 依赖 性 , 即 
* 317. 


14.5 在 六 处 由 R; 的 物质 作用 在 Ri 上 的 应 力 与 由 R, 的 
物质 作用 在 R: 上 的 应 力 大 小 相等 方向 相反 


t( 一 oa) 一 一 tn) (12) 
我 们 推出 了 连续 介质 情况 下 牛顿 第 三 (作用 -反作用 ) 定 律 的 形式 ， 
若 虑 图 14.5。 时 间 时， 在 xx 处 代表 R, 外 的 邻近 物质 作用 
在 R, 上 的 应 力 为 Kx zt; n), 我 们 已 证 明 这 个 应 力 与 tx, 1, 一 n) 
在 数值 上 相等 ,方向 上 相反 ,而 tCx, zt; 一 n) 则 代表 R; 外 邻近 物 
质 在 外 x 于 R, 的 人 用， 
应 力 张 量 
我 们 现在 证 明 tn) 可 以 表示 为 teD), te) 和 tee ) 的 线 


性 组 合 。 为 此 ， 我 们 把 (9) 式 应 用 于 图 14.6 的 四 面体 。 互相 垂 
直面 积 为 5i 的 表面 垂直 于 正 交 基 矢量 e”， 这 些 面 相交 于 XxX， 人鱼 ” 


el) 


到 14.0 和 斜 而 面积 为 $ = 上 的 四 面体 ， 在 LL~> 0 时 应 用 局 部 应 
力 半 奖 原 则 得 到 应 力 和 失 量 和 应力 张 量 之 邮 的 关系 (17) 式 


1 51 * 


rn 


下 的 面积 为 4, 我 们 把 工 定义 为 上 二 53. 
按照 积分 中 值 定 理 , 作用 在 面积 为 3 的 表面 上 的 力 的 第 i 个 
SitA(X ,te ); 17 一 1,2，3， 
式 中 xXx” 是 这 个 面 上 的 一 个 后 。 令 n 为 垂直 于 面积 为 $ 的 表面 的 
单位 外 法 线 。 于 是 , 对 于 斜面 上 的 其 点 x”，Szj(x”"”, tn) 是 作 
用 在 这 个 面 上 力 的 第 1 个 分 量 。 因为 5; 是 5 在 第 i 个 坐标 面 上 
网 授 影 ,所 以 
一 nes 一 2;9， (13) 


， 式 中 是 nn 的 第 i 个 分 量 ， 应 用 (9) 式 ,并 利用 L* 三 5， 我 们 得 


到 


> ， niti(X, ty —e ) + ix,t, n) = 0. (14) 


我 们 已 利用 了 下 列 事 实 : 由 中 值 定 理 选 得 的 所 有 x'? 都 必须 趋向 
x; 9 一 1]， 2, 3。 利 用 (12) 式 ,我 们 可 汉 (14) 式 改写 为 
ti(X, in) 一 六 Niti(X te ), I=1,2,3, (15) 
我 们 把 Tj; 定义 为 
Ti(X,1) 1(x, t, e'") 
(参阅 图 14.7) 现 在 我 们 最 终 把 (15) 式 改写 为 
”| 
ix ty nn) 一 > nT (x, 1) 1 一 1,2,3., (17) 


1; 7 一 1 ,2,3, (16) 


利用 操 积 符号 的 推广 ,五 时 我 们 可 把 (17) 式 写作 
tx,t,n)—n.:. T(x,+). 
(这 种 直接 表示 法 将 在 兰 lI 中 广泛 地 采用 。) 
非常 重要 的 关系 式 (17) 表明 ,应 力 天 量 直 对 单位 外 法 线 矢 量 
的 依赖 性 必然 具有 线性 形式 。 九 个 分 量 Tij; 1, 了 二 1,2,3 称 之 


“~ Ij19 。 


0] 


| 


图 14.7 应 力 张 量 的 某 些 分 量 ， 阴影 面积 表示 在 点 x 处 其 有 单位 法 线 
ee” 的 面 元 . 时 间 t 时 面 元 上 面 的 物质 对 面 元 下 面 的 物质 的 作用 为 应 
力 天 量 t(x, !? ce ). 这 个 舌 量 的 三 个 分 量 为 了 319 Ts, 和 工 33， 


为 应 力 张 量 ! 的 分 量 . 术语 张 量 的 意义 将 在 第 工 卷 第 二 章 中 详 
细 村 论 。 但 是 , 值得 记 住 的 是 Tj; 的 第 一 个 分 量 , 代 表 垂 直 于 上 面 
作用 着 用 Ti; 的 第 二 个 分 量 表示 的 应 力 的 面 上 的 单位 矢量 。 [ 参 
阅 定义 去 (16 让 一 个 很 好 地 帮助 记忆 的 符号 为 

Rat Se 
例如 ,Ti 是 表示 作用 在 外 法 线 指 疝 xi 增加 方 回 的 面 (元 ) 上 的 应 
力 矢 量 的 第 三 个 分 量 ， 


微分 方程 形式 的 牛顿 第 二 定律 
作为 (17) 式 的 第 一 个 结果 ,我 们 看 到 动量 守恒 方程 (7) 的 表面 
项 的 第 7 个 分 量 可 以 写作 


| 1id0 一 | 3 ni jdo 


BR) Ru) 1 


一 省 > -0 (Ti)ar, (18) 


RU) i=1 Ox 


其 中 ,在 最 后 一 个 方程 中 我 们 已 用 了 散 度 定理 ,由 此 ,(7) 式 可 用 分 
量 形式 写作 
| 


3 
已 zi I@ . 
pi pfi— > oTi)|dr = 0, j= 1,2,3 
J 中 py pf 和 Ox ( 二 ) » 了 9 3 


vw I21) ee 


因为 RG) 是 任 痊 的 ,如 果 我 们 假设 被 积 了 图 数 是 连续 的 ， 我 们 可 与 
出 


pi pp + SO (7,,) 1 二 1, 2, 3, (19) 
| Di 一 Ox; | 
bo 一 of 二 Y.T (20) 
DI! 


关系 式 《19) 和 (20) 是 柯 西 微分 方程 ， 表示 任何 连续 介质 的 线 
动量 平衡 0, 用 来 得 到 这 些 关系 陈 的 仅 有 的 假设 是 所 秒 及 的 应 效 
足够 光滑 以 及 [用 来 得 到 (6) 却 的 ] 质 量 守恒 . 
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1 令 5 表示 图 14.5 画 出 的 区 域 R, 和 R; 的 共同 的 物质 边界 ， 分 别 
对 Ri\ 对 R, 和 对 Ri 十 R， 写 出 线 动量 平衡 的 积分 方程 ， 推导 
出 


| [t(x, zi —n)+t(x,1,n)ldo = 0, 


4 


并 因此 而 得 到 (11) 式 的 另 一 种 推导 方法 . 《与 方程 (12.145) 的 
推导 作 比 较 .) 

12. 在 某 二 维 问 题 中 ,应 力 张 量具 有 四 个 非 零 分 量 : Tu, Tv， Ta， 
和 72。 用 这 四 个 量 求 在 矢量 i 一 j 了 方向 物质 作用 在 外 法 线 方 
向 为 矢量 2i 十 j 了 的 面积 为 44 的 面 元 上 的 力 . 

3. (a) 试 证 明 , 如 果 没 有 体力 作用 , 那 末 

T = Ty = Ty = Ty = T= 0, 
Ti = Ty = r(x CO— 1), 
并 且 
1) 如 果 动 量 是 守恒 的 , 那 末 一 个 微 困 的 动量 仅 由 于 通过 它 的 边界 的 动量 流量 而 改 
在 (19) 式 中 的 体力 项 提供 了 一 个 上 外 的 动量 源 因此 习惯 上 都 说 “平衡 ? 


aa 321 es 


了 3 一 7 一 (x? 一 2x! 一 Xx? ) ， 


可 以 是 最 的 分 是 

(b) 考虑 一 个 无 限 长 的 横 截 面 如 图 14.8 所 示 的 等 角 三 棱柱 体 . 
如 果 应 力 张 量 就 是 (a) 中 给 出 的 , 那 未 作用 在 这 个 柱 体 每 个 
侧面 上 的 力 为 雪 


类 | t+x, 3 二 2 


14.8 三 梭 柱 体 的 模 截 面 。 


TY(c) 求 下 闸 的 阴影 区 域 作用 在 上 面 的 无 阴影 区 域 ( 沿 x; 方向 
单位 长 度 上 ) 的 净 力 ， 
4. (a) 利用 质量 守恒 证 明 pDv/Dzt 的 第 i 个 分 量 为 
~ OCvipvj) + Do 
之 Ox; Ot 
从 (19) 式 推导 线 动量 冯 换 方程 


al pvdr 一 | pfdr + pr — v(v.n)lar, (21) 


这 里 R 是 固定 在 宝 间 中 的 一 个 区 域 . 
(b) pv(v ，n) 的 第 i 个 分 量 为 3 pVviVvin;.。 这 九 个 分 量 


pyivi(i, j 一 1,2,3) 称 为 动量 流量 张 量 的 分 量 。 为 什么 
这 是 一 个 含 适 的 和 名词 9 (注意 词 “ 动 量 流 量 。 张 量 时 意义 
将 在 下 面 讨 论 。 也 可 参阅 练习 4.5.) 


‘22. 


5. 假定 访 体 绕 一 有 稻 物 体 作 定 态 运动 令 $ 为 包围 该 物体 的 一 
假想 的 表面 《图 14.9)， 假定 ff 二 0。 设 民 为 作用 在 该 物 休 上 


的 力 。 试用 线 动量 交换 方程 推导 K 一 由 [t 一 ov(v . n)]ldo. 


(因此 作用 于 漫 没 在 定常 流 中 某 物 体 上 的 力 可 从 远离 这 个 物体 
处 发 生 的 情况 推论 出 来 。 参阅 练习 6.) 


图 14.9 知道 了 控制 面 5 处 的 应 力 和 速度 
销 饮 就 可 以 计算 作用 在 物体 上 的 力 . 


'6. 汽 虑 一 末 匀 的 定 曾 流 红 物 体 的 流动 。 假 定 流体 是 无 粘性 的 , 关 
比 ( 由 15.1 季 )t 一 一 pn, 其 中 是 压强 .再 假定 
V=Vve+ O(|x| 3), p=p + O(lx| ), (22) 
式 中 常数 ve 和 pp。 代表 |x| 一 co 处 的 常 速 和 常 压 。[ 如 附录 
3.1 所 述 ，( 当 理解 了 和 一 co 后 ),g(x) 一 0(|x|-*) 表示 
lim lxe|xl?|g(x)| 一 常数 。，] 利 用 动量 交换 方程 证 明 作 用 在 
物体 上 风力 为 零 . 《人 参阅 附录 15.1， ) 
7.《a) 为 了 种 种 目的 ,值得 把 柯 西 方程 (19) 写成 物质 坐标 下 的 形 
式 。 我 们 得 到 


9 Ot 一 BF + > (7 | (23) 


=: 1 X= 二 XA,t)。 


在 (23) 式 右 端的 体力 和 应 力 张 量 项 定义 为 
FiA,:)= flx(A,1),z], 
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FA,1) = Tilx(A,z),1]. 
用 什么 方程 能 证 明 (19) 式 左 端 变 换 到 (23) 式 左 端 是 合理 的 ? 
(b) 《23) 式 的 一 个 弱点 是 它 包 含 一 个 对 应 变量 x; 的 导数 , 而 自 
灰 量 为 4;。 用 连锁 法 则 作 必 要 的 调整 . 为 此 利用 连锁 法 
则 从 结果 04;/04; 一 好 导出 量 64;/93x; 的 表达 式 . 
(c) 对 于 无 粘 流体 


0O Ce 2 O 
~ eA 4 A S - 
2 Ox. ( jj ) 2 办 Bx P ， 


式 中 户 是 压强 ,(23) 式 变 为 


OX; 0 
Be oF; i 


po 


推导 


v>, 二 一 Or 
Fi) 斌 一 下 一 1 ,2，3， 


(2+ ) 
$. 假定 市 皂 的 坐标 系 相 对 于 不 带 撒 的 坐标 系 转 动 了 一 个 角 2， 央 
面 


ri 一 ylcosg — Xx, sin 0, 


x; 一 Xising 十 xcoso， 


ri 一 xicoso — x, sin 0, 
rt; 一 一 Xising + rcos0, 
(a) 试 求 岂 汕 撒 和 个 市 挤 有 的 化 标 中 二 维 应 力 张 量 的 分 量 之 闻 的 
== 在 垂直 于 2 方向 的 面 上 作用 的 洛 2 方向 的 应 
力 分 量 . 
外 法 线 沿 2 方向 面 上 的 第 i 个 应 力 分 量 为 
fi = — sinOTis 十 cosO7 


内 此 ， 


es。 D524. 


7 一 Tsinz 一 (7T 十 Tsinbcos6 十 Tacos'O。 
《b) 类 似 地 , 试 证 阴 


TT = 一 Ti sin 0 cosdh 十 Tcos’0 
一 Tsin TT 7,, sin 0 cos0, 


并 求 Ta 和 Tu 的 表达 式 ， 


14.3 ” 角 动量 平衡 


在 本 节 中 ,我 们 来 建立 角 动量 平衡 方程 , 首先， 让 我 们 复习 一 
下 初等 质 后 动力 学 中 学 过 的 材料 ， 


担 徐 和 和 骨 动 嫩 


由 作用 在 上 总 上 的 力 f 所 引起 的 绕 原 反 0 的 相生 M( 或 力 
定 );, 其 定义 为 下 式 


M = x\f, (1) 
式 中 和信 表 示 矢 量 积 , 如 果 
f =i 十 fj 二 + fk, x—= vi zj + rk, 
M =— Mi MI + Mk, (2) 
那 末 ,具体 地 讲 , 有 
M,;, = xj 一 2。 (3 ) 


对 此 , M 的 第 三 个 分 量 〈 绕 x; 轴 的 第 ) 可 以 用 力 分 量 大 和 户 与 它 
们 各 自 的 “杠杆 璧 ”x, 和 x, 相 乘 的 积 来 计算 ,其 符号 采用 逆 时 针 贡 
献 为 正 、\ 顺 时 针 贡 献 为 负 的 习惯 ( 见 图 14.10?, ) 类 似 的 结果 也 适用 
于 M, 和 M，, 

如 果 在 x 处 的 一 个 质 挟 具有 劲 量 P， 它 绕 0 的 动量 和 矩 或 角 动 
量 定义 为 x 八 P。 假定 一 个 质 后 系 受到 ( 象 重力 那样 的 ) 互 为 中 心 
力 的 作用 ,所谓 中 心力 指 的 是 作用 力 疝 着 互相 作用 着 的 两 个 质点 
之 间 的 连 线 , 那 未 质点 力学 中 的 一 个 定理 指出 ,每 个 质点 动量 矩 的 


1) 这 个 符号 也 可 用 右手 法 则 来 记忆 把 大 姆 指 指向 x 的 方向 (从 纸 中 出 来 )， 主 
是 ;右手 指 将 指向 绕 这 个 轴 的 拭 为 正 的 方向 . 


+ 223 9 


图 1.10 力 分 量 卢 和 护 的 杠杆 况 为 x: 和 za 
对 统 原 点 扭矩 的 逆 时 针 贡 献 看 作 是 正 的 。 


改变 率 为 作用 在 质 氮 上 的 扫 乍 之 和 。 

在 连续 力学 中 ,我 们 不 仅 讨 论 象 重力 那样 的 有 心 作 用 体力 ,而 
且 也 处 理 材料 与 材料 之 间 很 不 相同 的 接触 力 。 现在 , 我 们 必须 作 
如 下 的 假设 : 在 任何 不 运动 的 ”或 惯性 党 标 系 中 ,动量 定 的 改变 
速率 等 于 体力 或 表面 应 力 所 作 用 的 扭矩 。 为 了 把 这 个 假设 表述 得 
更 精确 ， 我 们 必须 把 质 氮 力 学 中 所 用 的 动量 窟 和 扭矩 概念 加 以 普 
电化 ,但 是 这 是 直截了当 的 . 因此 ,我 们 假设 
| (XN pv)ar 


dz 4. 
RC) 


— (| xApf + | (x A t)ao. (4) 


RON OR(C!) 


假设 (4) 并 不 显然 成 立 。 事实 上 ,在 某 些 情况 下 ， 它 是 根本 不 
成 立 的 . 对 于 极 性 流体 , 它 一 般 都 包含 有 长 分 子 , 我 们 必须 引进 单 
位 质量 的 内 部 角 动 量 1. 因此 ,除了 通常 的 线 动量 矩 的 贡献 外 , 总 
的 角 动 量 起 还 包括 内 部 角 动 量 的 贡献 .我们 在 (4) 式 中 假定 ,动量 
征 只 随 改 变 线 动量 的 同样 的 体力 和 表面 应 力 而 改变 。 现 在 我 们 人 允 
计 有 单位 质量 的 体 扭矩 g 和 单位 面积 的 应 力 偶 c 的 存在 。 那 未 ， 
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对 于 极 性 流体 , 代 之 以 (4) 忒 ,我 们 假定 


史 (XAv 十 1)odr 


一 GA + g)part 十 | (XAt + ce)ao. (5) 
RC Bt 

只 要 能 够 采用 笛 卡 儿 张 量 ,(5) 式 的 运算 便 不 困难 《参阅 第 工 将 练 
习 2.3.12)。 我 们 引进 这 个 式 子 是 为 了 抵消 因为 接受 (4) 却 的 目下 
情绪 ， 因 此 我 们 在 本 节 不 再 进一步 考虑 (5) 式 .。(5) 式 可 能 用 来 
分 析 液 晶 实验 ， 示 明 这 些 用 途 的 参考 文献 是 H. Gasparoux 和 J 
Proust [J. Phys. 32, 953 (1971)] 和 H. Tseng, D. Silver 和 8B 
Finlayson {Phys. Fiuias 15, 1213 (1972 )] 的 文章 . 


应 力 张 量 的 对 称 性 


在 研究 质量 守恒 和 线 动量 平衡 时 ,我们 从 适当 定律 的 积分 陈 
述 出 发 ,并 以 推导 出 微分 方程 为 结果 。 从 角 动 量 平 衡 关 系 式 《4 )， 
可 以 推导 出 -个 甚至 更 串 人 惊奇 的 结果 , 即 

T(x, 1) = T(x, 1). (6a) 
换言之 ; 当 动 量 矩 等 于 由 体力 和 表面 应 力 引 起 的 扭矩 之 和 时 ， 应 
力 张 量 是 对 称 的 .” 用 直接 的 记 法 ,对 称 性 可 用 下 列 方程 来 表示 。 
T 一 TT™, (6b) 
式 中 Tr 表示 转 置 ， 

一 旦 我 们 掌握 了 笛 卡 儿 张 量 这 一 工具 :, 那 末 (6) 式 的 证 明 便 可 
归 为 一 个 练习 (第 开卷 练习 2.3.11)。 有 些 人 则 宁肯 暂时 认为 《6 ) 
的 对 称 性 是 理所当然 的 。 

(6) 式 的 另 一 种 证 明 则 是 沿 着 类 似 于 上 市 的 推导 方法 进行 的 . 
建立 一 个 局 部 力矩 平衡 的 原则 。 再 把 这 个 原则 应 用 于 一 个 立方 体 
便 得 到 所 指望 的 结果 。 这 种 论证 并 不 特别 短 ， 但 却 能 使 我 们 从 中 
获得 熟悉 “应 力 张 量 ”" 和 “力矩 ”符号 的 好 处 。 在 本 市 的 其 余部 分 全 
给 出 这 个 论证 ， 
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局 部 力 延平 衡 原则 


类 似 于 对 线 动 量 的 讨论 ,我 们 首先 把 基本 的 积分 假设 (4) 应 用 
于 以 长 度 工 表征 的 一 族 相 似 区 域 RL.。 对 于 (4) 式 中 的 体力 项 ,我 
们 可 得 到 如 下 的 估算 : 
en 
RD 
式 中 |P(x)|-x 表示 x 在 Ri 中 取 值 时 ,|jPI 的 最 大 值 。 [参阅 练 
刁 3(a)。] 
正如 我 们 已 经 提 到 的 那样 ,Ri 的 体积 为 1gZ 这 里 Xz 仅 依 赖 
于 区 域 Ri 的 形状 ， 而 不 依赖 于 它 的 大 小 ， 令 罗 表 未 和 ff 之 间 
的 角度 。 因 为 | siny| 志 1， 
[入 of ax = [lx | ofl | sin gl mx 
< | 入 | mor | pf | sx。 


委 |xAoflo Ri(z) 的 体积 ， (7) 


因此 
中 (x Npf)ar | < trL pf lar lx)| mar 
Ry(?) . 
按照 练习 3Cb), 我 们 可 以 把 (4) 式 中 的 惯性 项 作 变 换 如 下 
外 (和 XA pvy)dr = | (xA p 2 dt. (8) 


因此 ,(4) 式 中 的 局 福 项 可 以 象 体力 项 那样 加 以 处 理 ， 它 也 以 正比 
于 LL |x|ws 的 表达 式 为 界 。 因此 我 们 得 到 了 局 部 力矩 平衡 厌 则 


| (xzAt)dr 一 0。 (9) 


本 
0 Tix [mar sl, 


一 个 立方 体 的 局 部 力 答 平衡 


现在 让 我 们 把 (9) 式 应 用 于 边 长 为 工 的 立方 体 C。 我 们 这 样 
来 选择 宙 卞 儿 坐 标 , 使 得 原点 位 于 立方 体 的 一 角 : 三 根 轴 的 指向 沿 
它 的 三 条 边 ( 图 14.11)。 立方 体 的 各 个 面 分 别 有 外 丢 线 士 i， 土 j， 
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图 14.11 应 用 于 局 部 动量 平衡 的 立方 体 、 在 最 前 面 面 上 的 三 个 分 
量 在 数值 上 等 于 所 示 出 的 应 力 张 量 的 分 量 ， 
士 k， 因 此 作用 在 这 些 面 上 的 应 力 张 量 的 分 量 就 是 加 上 合适 的 符 
号 后 的 应 力 张 量 Tj 的 分 量 ， 对 于 C、|x|wms 一 W 3 工 ， 因 此 局 
部 力矩 平衡 原则 (9) 式 变 为 


lim | (xAt)do = 0. (10) 


我 们 将 详细 讨论 绕 x; 轴 的 力 征 , 但 是 ， 我 们 却 把 对 其 他 轴 的 
类 似 的 处 理 留 给 读者 《练习 57)。 因 为 我 们 自始至终 讨论 时 间 上 时 
的 情况 ,在 得 到 最 后 结 于 之 时 ,我 们 将 不 明确 地 指出 各 个 量 对 时 间 
的 依赖 性 . 

在 C 的 平面 * 一 工 处 的 面 上 ， 应 力 矢量 tL，y, x) 具有 分 
量 Tij(L,y,x),， i 一 1, 2, 3。 因 为 有 (3) 式 , 这 三 个 分 量 对 绕 
的 力 上 起 页 献 分 别 为 

| 1， Tu(L,y,2)Yy dy ds， 


-| | T,(L, y, 2) dy dz, 4， (11) 
当然 ,Ts 对 绕 & 轴 的 动量 没有 贡献 . 由 作用 在 平面 z 一 0 上 的 应 
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力 所 作 的 页 献 为 
| | Tal0, y, 4) 7 dy ds 0, 0. (12) 
由 / 心 


Ta 对 (12) 式 的 贡献 为 零 ,因为 它 的 杠杆 臂 长 度 为 堆 . Tu 的 页 献 : 
其 符号 需要 仔细 地 加 以 考虑 。 因 为 长 让 一 一 长 一 蕊 ， 达 0，》，z) 
具 杏 分 量 一 Ti(0,y,#), 1 一 1,2,3。 第 一 个 分 量 一 Ti 指 回 
i 的 方向 ,因此 ,一 Ta 和 它 的 杠杆 臂 y 的 乘积 前 必须 冠 以 负 号 . 

把 C11) 和 (12) 式 相 加 ,然后 应 用 积分 中 值 定理 ,我 们 得 到 净 贡 


一 [Ti(L, yi, 2) — Tu(0, y1, 231) yrL’ 
十 ToL, y,, 23)L’, (13) 
式 中 
Oy iL,， i= 1,2, (14) 


利用 导数 的 中 和 定理 ,我们 得 到 
Tu(L, Yi, 2 一 Ta(C0， 力 ， 2 ) 


OT 
Ox 


因此 :13) 式 中 第 一 项 的 绝对 值 小 于 


口 
ofu(r,, yi, zi) L. 
Or maxX 


(xu yi 2)L; 0 nL, 


当 (10) 式 的 极限 适用 时 ， 这 个 0(L') 项 将 趋向 于 零 。 我 们 假定 
8Tu/6x 和 类 似 的 量 都 是 有 界 的 。) 
让 我 们 来 券 卡 由 作用 在 Y= 二 0 和 7 二 工 面 上 的 应 力 所 造 成 的 
线 攻 的 力 算 页 献 。 我 们 刚才 给 出 的 这 类 论证 表明 7T2 的 贡献 为 
一 Ti L, 33)L, O(L’), 0; Ox, 2%3SL (15) 
类 似 地 , zx 一 0 和 zx 一 工 面 上 的 贡献 都 是 0(L')。 把 (10) 式 应 用 
于 立方 体 C ,我 们 得 到 
7(0,0,0) 一 了 00,0，0)。 (16) 
类 似 地 (练习 5)， 
T(0,0,0)= 7T,(0,0,0) 
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可 ， 
TsC0, 0,0) = Ts(0,0,0). 9) 
因为 原点 取 在 我 们 最 初 考虑 时 所 选择 的 任意 点 上 ， 所 以 (16) 和 
(17) 式 对 任何 点 都 适用 。 因 此 ,(6) 式 得 到 了 证 明 . 


练 。 习 


1. 设 下 一 fi 十 有 是 作用 在 x 二 xi 十 轨 j 处 的 一 个 力 ， 试 证 朋 
公式 M; = |fla 是 (3) 式 的 另 一 种 形式 ， 其 中 |f|=《f 寺 有 2， 
这 里 4 是 从 原点 到 ff 的 “作用 线 ” 的 重 线 长 度 ; 如 图 14.12 所 
示 . 


图 14.12 和 于 全 导 的 电 和 全 的 “杠杆 辟 ” 的 长 度 为 了 


2. 法 证 明 如 果 些 标 平移 成 变 为 x 十， 其 中 k 为 一 个 党 和 量 ， 
式 (4) 仍 然 正确 . 
3.1(a) 证 朋 (7) 式 ; 
(b) 推导 (8) 式 ， 
4.(a) 在 课文 中 叙述 了 关于 立方 体 C 在 平面 y=0,y= 上 ,z= 
0，z 一 于 上 的 面 上 所 造成 的 对 纪 Kk 内 忆 害 有 的 页 献 ， 试 证 
明 这 些 结果 是 正确 的 . / 
(b) 利用 练习 2.3 的 数据 《图 14.8)， 求 如一 0 上 面 的 物质 对 
* 一 0 下 面 的 物质 所 作用 的 比 原 反 的 扭 定 。 
2 江 下 :有明 | 
Wa Ta fs 
。531 。 
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(b) 1,, TT 了 ». 


14.4 能量 和 蚁 


任何 和 连续 介质 所 满足 的 一 组 完整 的 场 方程 ， 都 需要 引进 热力 
学 概念 。 以 任何 程度 的 彻底 性 去 做 到 这 一 点 都 需要 作出 相当 的 努 
力 ， 而 读者 却 可 能 正 厌 倦 一 般 性 的 考虑 。 为 了 那些 由 于 经 常 接触 
长 体 问 题 而 感到 新 鲜 的 读者 ， 我 们 在 本 节 开 始 对 理想 气体 这 种 特 
殊 情 况 作 了 讨论 *。 事实 上 ,除了 作为 练习 课题 的 某 些 重要 普遍 结 
未 之 外 ,对 二 理想 流体 的 题材 以 后 (在 15.3 和 16.3 节 讨 论 声波 时 ) 
经 常 负 用 的 仅 是 它 热 力学 材料 . 

为 了 完整 起 见 ， 必 须 把 能 量 和 炉 的 孝 虑 包括 进来 ， 在 应 用 数 
字 的 许多 领域 里 ， 这 种 考 上 说 起 着 重要 的 作用 .那些 希望 具有 连续 
介质 力学 的 稳固 基础 的 人 ， 有 时 必须 回 到 本 节 从 标 有 “平衡 热力 
学 ”开始 的 这 个 主要 部 分 上 来 .在 其 中 ,他 能 找到 对 能 量 平 衡 的 普 
明敏 分 方程 、\ 志 布 斯 关系 , 箭 增 大 的 克 劳 修 斯 -Duhem 定理 等 的 讨 
论 . 


理想 气体 


实验 结 采 表明 ， 在 低压 下 ,?# 摩尔 “气体 的 压力 P 和 体积 V， 
的 乘积 等 于 x \ 温 度 @ 和 对 所 有 气体 都 相同 的 常数 肛 的 乘积 。 此 
外 ， 在 低压 下 内 能 则 几乎 完全 由 温度 所 决定 。 由 于 得 到 读者 可 能 
受到 影响 的 简单 的 分 子 运动 论 的 文 持 ， 所 以 便 导 致 人 们 去 定义 一 
种 理想 气体 ,这 是 一 种 满足 如 下 状态 方程 的 “模型 ”物质 : 
PV ,一 078B， 下 一 F(9) ( 绝 二 8.3143 焦耳 /摩尔 : 度 ) 
(1a,b) 
如 坟 容 证 白 分 之 几 和 及 识 普 ,于 末 在 2 大 气压 以 下 , 通 弟 的 气体 便 可 
看 作 是 理想 气体 . 
1) 这 些 材 料 可 以 在 14.2 节 以 后 阅读 ， 
2) 我 们 记得 ,一 摩尔 的 气体 具有 以 克 为 单位 ,数值 上 等 于 该 气体 分 于 量 的 质量 . 它 
包含 的 分 于 数 等 于 阿 佛 件 德 罗 数 ，6.0225 X10”, 
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特别 是 如 朵 妆 边 际 以 MW,， 问题 (la) 便 取 更 加 方便 的 形式 。 因 
比 ,我 们 可 以 写 出 


P= 一 2 RO, ( 2a ) 


式 中 尺 一 2 鹏 /对 。 对 仕 何 具体 的 气体 ， 它 都 是 一 个 笛 数 。 我 们 
也 注意 到 ,可 以 证 明 ,(1b) 式 可 以 用 下 列 关 系 来 代替 : 

E 二 Cv 十 常数 ， (2b) 
式 中 Cr 是 定 容 比 热 [ 练 习 1(a)]， 

就 象 通 常 热力 学 中 的 基本 处 理 方 法 那样 ， 我 们 到 此 为 止 的 计 
论 涉及 到 均匀 地 充满 气体 的 一 个 容 紫 。 我 们 的 目标 在 于 建立 一 个 
其 中 条 件 变 化 的 气体 理论 ， 但 我 们 可 能 通过 假设 (2a) 和 (2b) 式 仍 
然 局 部 成 立 , 以 最 简单 的 方式 进行 处 理 。 于是, 我们 写 出 

一 ORO。 c= 二 cc,0 十 常数， (3a,b) 
式 中 p = 二 p(x, !) 是 单位 体积 的 局 部 质量 ，0 一 0(x, 1) 是 局 部 
温度 ,p 二 p(x, 1) 是 局 部 压力 ，e 一 e(x, :1) 单位 质量 的 局 部 内 
能 ,c, 是 局 部 比 热 ". 

普通 物理 教科 书 给 出 了 证 明 下 列 假设 的 论据 : 

t(x, :, n) — —p(x, i)n, (4) 
因为 应 力 天 量 t 对 理想 气体 来 说 是 一 个 合理 的 矢量 。 这 里 我 们 将 
接受 这 个 假设 .在 15.1 市 中 将 要 相当 详细 地 对 此 进行 讨论 . 

利用 (4) 式 ,动量 平衡 方程 (2.20) 加 上 质量 守恒 方程 (1.6 ) 给 出 
了 五 个 未 知 数 的 四 个 方程 。 这 五 个 未 知 数 是 三 个 速度 分 量 ， 密 度 
和 压力 。 状 态 方 程 (3a) 的 引进 给 出 了 男 外 一 个 关系 ,但 却 又 引进 
了 另 一 个 变量 温度 。 根据 (3b) 式 ,温度 和 系统 的 内 能 有 关 , 因 此 
我 们 需要 引进 一 个 新 的 物理 定律 、 能 量 平 衡 原则 或 热力 学 第 一 定 
律 ”. 

沙 点 体积 为 了 的 单位 质量 的 气体 ,第 一 定律 指出 ， 

1) 通常 比 热 可 以 认为 是 常数 ,所 以 Cv 和 co 之 间 没 有 差别 


2) 在 很 多 情 侈 下 ,流体 租 困 的 密度 莽 至 整个 流体 的 密度 ， 可 以 看 作 常 数 ，( 例 如 
参阅 15.2 节 ) 于 是 设 有 必要 引进 热力 学 的 概念 . 
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d0 = dF + PaV, (5) 
式 中 40 是 引进 单位 质量 的 热 ,E 是 它 的 内 能 . 

在 我 们 试 习 把 (5 ) 式 变换 成 偏 微 分 方程 之 前 ,让 我 们 注意 -一 个 
重要 的 关系 。 如 所 我 们 雳 虑 比值 ?8/8， 我 们 (利用 dE 一 Cyd9 
和 P= 二 RO/V) 得 到 z 

do, IO RA (6) 
日 9 V 
假定 Cr 为 负数 。 那 末 46) 却 的 石 妆 等 于 d(Cvlog8 十 RlogT). 
内 此 ,492/@ 是 用 状态 参数 @ 和 了 表示 的 全 微分 。 (9 本 身 不 是 状 
态 变 数 。) 方 程 (6) 可 以 看 作 热 力学 第 二 定律 的 非常 特殊 的 情况 ， 
该 定律 指出 ,对 所 有 可 送 (无 穷 缓 慢 ) 的 热 交 换 ， 量 40/8 是 状态 
参数 的 全 徽 分 。 因 此 ， 如 果 我 们 允许 可 逆 过 程 把 介质 恢复 为 初始 
状态 , 那 末 ,我 们 便 有 
dV /~ 
© 一 0， \7) 
式 中 积分 (例如 ) 是 沿 着 (7 , 8) 状态 平面 中 某 一 封闭 曲线 进行 的 . 
对 于 可 逆 过 程 ， 我 们 最 后 可 以 用 下 式 定 义 任何 状态 了 的 一 个 新 的 
轿 数 科 5: 
5 一 5 一 | 上 2, (8) 
Jo 加 
式 中 的 积分 是 沿 状态 平面 内 起 点 为 参考 状态 0O、 终 点 为 的 任何 
道路 进行 的 。 特 别 对 于 理想 气体 ,如 果 等 容 比 热 与 温度 无 关 , 则 出 
(8 ) 式 得 到 


S 一 Cylog@ 十 RlogV 十 常数 . (9) 
由 (9) 式 可 知 , 状 态 方程 P= 二 R@/V 可 以 改写 为 下 列 形 式 
P= Kestvp 7, (10) 
这 里 
_Cr_FkK+C, 
7 C, (11) 


是 (等 压 和 等 容 ) 比 热 之 比 , 天 是 气体 的 特征 冰 数 . 《练习 1，) 
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现在 我 们 反 过 来 把 (5) 式 当 作 流 声 的 偏 笋 分 方程 来 塞 汤加 记 
表述 。 我 们 把 (5) 式 看 作 代 表 一 个 给 定 的 流体 人 微 团 ,我 们 引进 实 友 
叶 数 ,因为 单位 质 nn Pie 这 豆 使 我 们 河 以 瑟 出 
2 (LT)— £9 (12) 
站 ?pr \p, pr 
这 日 我 们 已 用 了 局 部 变量 。 特别 是 是 单位 质量 的 内 能 。 同时 
2D4/ 坟 是 把 热量 引进 单位 质量 气体 的 速率 。 根 据 以 前 讨论 热传导 
的 经 验 ,( 在 没有 辐射 效应 时 ) 我 们 指望 


D9 Ly. (rv0). (13) 

Di p 
如 朱 我 们 引进 单位 质量 的 焙 s 并 假设 局 部 过 程 是 可 逆 的 ， 那 未 我 
们 也 可 把 (8) 式 重新 表述 为 

DS -DD 

一 全 (14) 
此 外 多 10) 式 变 为 

p = 本 evcyor (15) 


因为 < “ 是 状态 变量 的 一 个 图 数 ,把 (9) 式 和 《10) 式 结合 起 来 ， 
则 得 

De | Do 工 v. 

oy + 站 VvV. (KVO). (16) 


该 式 与 连续 方程 、 运 动 方程 一 起 构成 了 三 个 速度 变量 和 两 个 状态 
变量 的 五 个 微分 方程 。(3a)、(3b) 和 (15) 式 与 五 个 状态 变量 p, p， 
9,e 和 s 有 关 ， 

很 有 和 希望 的 是 ， 上 面 的 讨论 会 使 读者 比较 容易 理解 一 般 介质 
的 情形。 因此 ,必须 5| 进 能 量 方 程 和 其 他 热力 学 关系 ,以 完成 基本 
方程 的 表述 。 为 了 示 明 我 们 可 以 把 整个 方程 组 应 用 于 实际 ， 作 为 
一 个 例子 ,《 如 同上 面 提 到 的 那样 ) 我 们 指出 , 它 可 用 来 研究 声波 。 
如 霖 我 们 浪 戌 初始 密 萎 为 po 的 均匀 气体 中 如 下 的 小 扰动 ， 

p 一 oofl 十 0 ) 

并 且 
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『T< 鼠 1， 
那 末 我 们 可 以 证 明 , 在 线性 近似 中 , c 满足 波动 的 偏 微分 方程 
Da 09 Da 
ED Bx?” 
式 中 co 是 波 速 , 它 在 介质 中 为 常数 。 关于 这 个 问题 ， 读 者 可 能 项 
泌 作 详细 的 讨论 ,这 将 在 15.3 市 中 给 出 . 
在 完成 了 我 们 对 一 个 重要 问题 的 讨论 以 后 ， 我 们 现在 反 过 来 
对 力学 中 的 热力 学 考虑 作 一 般 的 讨论 。 我 们 将 以 更 一 般 的 方式 更 
完整 的 内 容 来 重复 上 面 所 得 出 的 一 些 观 后 ， 


于 衡 热 力学 


一 般 ， 热 力学 的 初等 处 理 只 考虑 在 空间 和 时 间 上 性 质 均 匀 鸭 
权 料 。 人们 曾经 引进 过 热 静 力学 这 个 名 词 以 强调 只 有 无 穷 小 地 组 
慢 的 过 程 才能 直接 用 初等 理论 加 以 讨论 。 我 们 将 保留 平衡 热力 学 
这 一 较 上 古老 的 术语 . 

我 们 希望 研究 性 质 随时 随地 改变 的 材料 ， 因 此 我 们 不 能 把 目 
己 限 制 于 平衡 的 概念 。 男 一 方面 这 些 比较 简单 的 概念 又 必须 为 我 
们 有 讨论 提供 基础 。 虽 然 ， 我 们 一 般 地 总 是 承认 基本 的 物理 原则 
方面 的 知识 , 但 是 经 验 表 明 , 象 焙 这 样 的 热力 学 概念 是 远 非 象 力 、 
功 和 动能 这 类 相应 的 力学 概念 那样 为 人 所 熟悉 的 。 因 此 。 我 们 在 
附录 14.1 简要 地 复习 一 下 平衡 热力 学 ?， 

平衡 热力 学 中 的 一 些 齐 越 的 热力 学 概念 是 : 〈i) 能 量 守 恒 : 一 
个 系统 内 能 的 增加 等 于 加 给 该 系统 的 热量 减 去 系统 所 作 的 功 . 
(i) 对 于 一 个 可 道 过程 ,除了 电 和 化 学 效应 外 (如 同 我 们 始终 所 做 
的 那样 ); 一 个 系统 对 单位 面积 所 作 的 元 功 4 三 可 以 用 压力 P 与 物 
质 在 压力 作用 下 所 移动 的 距离 as 的 乘积 来 计算 。 (把 这 些 贡 献 加 
起 来 ， 我 们 得 到 公式 4W = Pd4V, 式 中 U4V 是 体积 的 改变 . ) (Gi) 
如 二 把 热量 @ 可 逆 地 加 给 一 个 系统 , 则 祖 应 的 焙 变 5; 一 5, 为 积分 


1) 为 了 完整 起 见 ， 必 须 引进 能 量 和 焙 的 考虑 , 但 是 我 们 所 得 到 的 这 些 概 念 的 过 一 
步 应 用 ,只 限于 我 们 对 压缩 波 的 讨论 和 各 种 习题 
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[er-ug 所 给 出 ,其 中 @ 是 绝对 温度 ， 如 果 灶 的 改变 是 不 可 逆 的 ， 


1 
到 


则 5; 一 S, 超过 | e-wO。(iv) 弧 立 系统 的 米 不 减少 , 只 有 在 可 北 
过 程 中 才 保持 常数 . 


非 均 习性 和 运动 的 影响 


性 质 逐 点 改变 的 情况 可 用 类 似 的 方式 加 以 讨论 。 我 们 把 点 区 
数 (强度 变量 ) 定 义 为 其 积分 给 出 了 相应 的 总 体 (外延 ) 量 的 变量 . 
因此, 如果 中 是 边界 为 9R 的 一 个 区 域 ,在 尺 或 8R 中 的 某 点 x 上 ， 
在 时 刻 上 时 ,ce(x, 1) 一 单位 质量 的 内 能 , 那 未 在 点 x, 时 间 :时 ， 
我 们 便 如 下 地 定义 A(x, 1, n) 一 热流 。 在 时 间 !。 考虑 区 域 R 边 
界 8R 上 的 一 点 x, 令 n 为 点 x 处 SR 的 单位 外 法 线 。 那 末 ， 
sx, 1, nn) 就 是 在 处 从 内 到 外 通过 6R 的 单位 面积 上 的 热流 
率 . 

时间 + 时 内 的 净 内 能 为 | |ae(x，)dr; 净 热 流 为 表面 积分 


fh h(xX, 1, n )do. 
~ DR 


与 平衡 热力 学 相反 ， 我 们 必须 考虑 运动 的 一 些 影响 。 一 个 效 
应 是 内 能 必须 用 运动 的 能 量 加 以 补充 。 这 就 是 熟知 的 动能 ， 其 单 


位 质量 的 密度 为 - v, 其 中 v 是 速度 矢量 ,计算 净 功 时 也 必须 


考虑 运动 。 把 上 面 的 (ii) 加 以 推广 ,我 们 假定 ,在 某 反 做 功 的 速率 
为 该 点 的 力 与 当地 速度 的 乘积 .因此 对 静 功 的 页 献 等 于 体力 pf 和 柔 
速度 在 R 上 的 积分 和 应 力 t 乘 速度 在 边界 8R 上 的 积分 之 和 ， 

我 们 不 能 把 自己 限制 在 平衡 热力 学 的 均匀 态 之 中 ,例如 ,其 中 
单个 温度 便 能 表征 所 研究 的 整个 区 域 . 但是， 我 们 将 假定 各 应 变 
量 对 空间 和 时 间 的 依赖 足够 地 弱 ， 以 致 我 们 可 以 把 所 入 虑 的 区 域 
看 成 是 由 许多 体 元 组 成 的 ,每 个 体 元 处 于 热平衡 之 中 ,但 整个 区 域 
都 可 以 由 于 相 邻 微 元 之 间 属 性 的 微小 差别 而 改变 。 如 采 这 种 局 部 
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平衡 假设 可 认为 是 正当 的 ， 我 们 便 有 氮 信 心 假 设 各 种 经 典 的 平衡 
关系 便 适 用 于 物质 的 微 有 图， 大竹 推 出 起 来 ， 只 要 尺度 与 感 兴趣 的 
长 度 尺 度 相 比 很 小 的 微 元 在 比 感 兴趣 的 时 间 尺 度 短 的 时 间 内 达到 
平衡 ， 那 末 我 们 的 结 末 便 是 正确 的 。 为 了 在 研究 这 些 问 题 时 建立 
起 信心 来 ,肯定 必须 作 比 较 深 入 的 研究 工作 ， 但 是 读者 可 以 确信 ， 
在 许多 情况 下 ,这 些 关系 已 得 到 成 功 的 使 用 。 男 一 方面 ,特别 是 在 
生物 学 中 出 现 的 远离 平 货 态 ” 行 为 有 的 刺激 之 下 ， 远 距离 调整 热力 
学 的 研究 工作 一 直 延 续 到 今天 ， 


能 量 乎 衡 
考虑 到 非 均 匀 性 和 运动 , 那 末 我 们 主张 对 任何 物质 区 域 RL) 
把 能 量 平衡 ?条 件 (i) 作 如 下 的 推广 : 
5 zw Y 十 e )odr 
-|| VvV)par 十 0 (—A+t: vao. (17) 
忆 ( OR(1) 


热流 前面 冠 以 负 号 是 由 于 向 内 的 热流 使 R 中 的 能 量 增加 . 
仔细 考虑 (17) 式 和 极 性 流体 的 下 列 角 动量 平衡 方程 (3.5) 之 
则 的 相似 不 很 有 教 益 的 : 


pal (xAv Dpar 


一 Gn 十 gg )par 十 人 (xAt 十 ¢ )do., 


RI() OR(C!) 


区 个 方程 都 具有 普遍 平衡 定律 的 形式 , 即 
量 的 改变 率 = 体积 生成 率 十 经 过 表面 的 通 量 . 
但 是 ,进一步 说 ， 每 一 项 ?都 有 宏观 部 分 和 微观 部 分 组 成 。 例 如 能 
量 可 以 分 为 动能 和 内 能 。 动 能 可 以 看 作物 质 的 总 体 的 宏观 运动 引 
1) 我 们 取 非 极 性 流体 ;否则 , 就 必然 在 另外 的 项 出 现 ; 即 个 鼎力 < 的 作 功 速 变 ， 


2)《17) 式 中 下 .YY 远 可 以 用 热 产 生 的 贡献 7 加 记 补充， 人 然 册 3 这 售 页 澡 人 在 这 里 站 
未 加 专 虑 的 ， 
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起 的 。 而 内 能 可 以 看 作 是 由 十 微观 的 内 部 自由 度 引 起 的 。 如 若 
作 更 加 认真 的 推 设 , 则 宏观 和 答 观 之 馈 的 区 别 似乎 是 模糊 的 ,因为 
所 有 的 连续 量 都 是 微观 属性 的 宏观 表现 形式 ， 这 难道 不 是 真 的 
哨 ? 我 们 上 及 可 找 的 区 别 的 园 深 的 看 法 似乎 沙 及 到 观察 者 不 变性 
(invariance ) 的 概念 。 例 如 ,对 于 以 等 速度 相对 运动 的 两 个 观察 者 
来 说 ， 内 能 看 起 来 是 相同 的 ; 动能 则 不 相同 ， 除 了 注意 下 列 很 明 
亚 且 事实 外 ， 即 所 有 基本 平衡 的 力学 定律 都 可 以 从 能 量 平 衡 的 假 
议和 对 观察 者 个 变性 的 合适 的 要 求 推导 出 来 ,( 见 第 工 卷 练习 
2.3.13) 我 们 不 再 进一步 深究 这 些 事情 了 . 

家 以 前 平衡 律 的 运算 一 样 ,我 们 希望 从 积分 方程 (17) 推导 微 
方 分 程 .为 了 完成 这 一 步 , 我 们 必须 首先 重复 得 到 (2.18) 式 所 用 
的 步 又 去 写 出 


, 了 
伸 . Vado 三 # > (1ivi; jdo 
OR ‘=1 


省 > (2 Ti) ar 
= My . (TT. v)ar. (18) 


掖 照 ( 象 (18) 式 中 所 用 的 ) 通 常 的 方法 ,我们 可 以 把 (17) 式 左 汀 的 
时间 导数 放 到 体积 分 中 去 .于 是 我 们 可 以 对 一 系列 失 似 的 区 域 Rz 
去 考虑 (17) 式 ,并 推导 出 


mn =. (19) 
L>0 


把 (19) 式 应 用 于 一 个 薄片 和 一 块 四 方面 体 ,我 们 便 可 让 明 , 存 在 着 
下 面 这 样 一 个 热流 密度 矢量 q(x, 7): 

j(x, i, nn)—n. q(x,1). (20) 
在 (17) 式 中 ,利用 (18) 和 (20) 式 ,并 假设 积分 因子 过 续 ， 我 们 最 后 
得 到 能 量 平 衡 的 微分 方程 : 


一 站 一 .下 Ti ee ee 


和 1 四 站 四 
p(y 四 Vy -二 | 一 一 of 到 . VV) ~ 一 bd + (dg —T ” VvV)., (21) 
Di ‘2 


| 
! 
i 
| 


(19)、(20) 和 (21) 式 的 详细 推导 与 (2.9)、(2.17) 和 (2.19) 式 的 推导 
是 非常 类 似 的 , 因此 如 同 练习 2(a) 中 要 求 读者 所 作 的 那样 ， 他 应 
该 对 补充 这 些 推导 毫 匹 困难. 


粗略 地 讲 ,(21) 式 是 第 一 定律 的 平衡 形式 
de Ad dt : 
对 可 逆 过 程 的 推广 .我们 也 必须 把 下 列 两 个 关系 式 加 以 推广 ， 它 
们 是 人 志 过 温度 而 把 热量 输入 与 燃 联 系 在 一 起 的 关系 式 ， 以 及 通过 
此 力 而 把 功 与 体积 改变 联系 在 一 起 的 关系 式 ， : 
在 可逆 的 情况 下 ,这些 吉 布 斯 关系 为 : 对 于 可 淫 变 化 ， 
dg gas aW_par 


, 一 了 一 一 . 
人 at di dz 
aF _ A 43 per (22) 
at at at 


温度 9 和 压力 P 看 作 从 非 正 式 讨 论 中 已 知 的 概念 ; 按照 这 种 讨论 
(22) 式 可 由 附录 14.1 的 (9b) 式 得 到 . (其 他 的 符号 : B 一 内 能 ， 
S 一 米 ,，V = 体积 )。 得 到 (22) 式 的 另 一 种 方法 是 从 定义 

9-(as) 2 C23) 
出 发 , 式 中 下 标 表示 偏 导 数 过 程 中 保持 常数 的 变量 . 《这 一 点 并 不 
是 没有 直觉 感 的 , 例如 , 内 能 对 体积 的 偏 导数 是 压力 的 负 值 ，) 于 
是 ,两 个 状态 函数 决定 了 任何 第 三 个 状态 函数 .特别 是 ,如 果 E= 
E(S, 7), 那 末 


4 一 ( 人 十 (2 4 (24) 
at OS/r dt OV/s at . 


并 且 借 助 (23) 式 , 便 能 得 到 (22 ) 式 ， 


» 40» 


为 了 进行 推广 ， 现 在 让 我 们 用 大 写字 母 代表 可 看 作物 质变 数 
A 和 :的 责 数 的 量 . 热 力学 变数 的 函数 将 用 上 面 带 划 的 量 采 表示 
例如 ,上 (人 AA, 7 表示 初始 位 于 A 的 质点 在 时 刻 二 时 的 内 能 。 画 一 
方面 ,E($,V)〉 表 不 炉 和 比 容 分 别 为 § 和 玫 的 质 太 的 内 能 。 我们 
假设 , 若 某 质点 的 两 个 状态 变量 已 知 , 那 末 任 何 第 三 个 状态 变量 便 
唯一 地 确定 了 。 例 如 ， 
E(A,') = E[S(A, 1:), V(A, 7)]. 

类 位 于 (24) 式 ,按照 连锁 法 则 ,我 们 有 ? 

BE _ 86880S +8867 (25) 

Ot OS O01 OV Or 
我 们 可 以 利用 下 列 与 (23) 式 相 对 应 的 式 子 来 定义 温度 8 和 压力 
0; 


9 万 OFE 
© 二 一 一 P= 一 一 一 ， 26 
935“ Vv (26) 
由 此 ,(25 ) 式 变 为 
OF OS OV 
-一 一 8 一 -一 一 一 . 27 
日/ Or Or (27) 


把 各 变量 换 成 相应 的 小 写字 母 ,让 我 们 回 到 空间 笛 标 。 例 如 ,单位 
质量 的 炉 请 足 

s(xX, 1) — S[A(x, 1), 1] 
保持 4 为 常数 ,对 时 间 的 偏 导数 便 变 成 一 个 物质 导数 .于 是 ,在 空 
间 符 蒜 下 《27) 式 就 是 


De on p De) , (28) 


Di Di Dt? 


(28) 式 中 , 象 往 和 党 一样 ,P 表示 密度 。 我们 知道 ， 在 连续 介质 力学 
中 ,与 单位 质量 的 体积 相 比 , 它 的 倒数 单位 体积 的 质量 是 一 个 更 为 


1) 因为 已 示 出 了 对 S、V、A 和 = 的 依 帧 关系 ， 就 没有 需要 在 偏 微 分 中 标 出 保持 党 
数 的 变量 . 
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自然 的 变量 ， 

对 于 忽略 了 化 学 效应 、 电 效应 和 相对 论 性 效应 的 任何 连续 介 
质 来 说 , 反 能 量 平衡 关系 式 (21) 和 吉 布 斯 关系 式 (28) 加 进去 , 那 
末 表 示 在 此 情况 下 成 立 的 基本 物理 定律 的 场 方程 表 就 完整 了 . 然 
而 ,还 有 另外 一 条 把 热 静 力 学 的 观点 加 以 推广 的 基本 定律 , 即 炳 的 
增加 大 于 或 等 于 加 入 的 热量 除 以 绝对 温度 这 一 不 等 式 ,也 就 是 

2 (far > — ff oq na, (29) 


R(L) 吕 R 
式 中 , 象 入 向 -- 样 ,是 物质 区 域 Ra 的 单位 外 法 线 。 假定 适当 
的 连续 性 ,我 们 就 能 从 上 式 得 到 微分 形式 的 方程 [练习 2(¢)]: 
DS 


> vv. (0 ! , 
pH (9-1q) 


(30) 


方程 (29) 和 (30 ) 就 是 有 时 称 之 为 克 劳 修 斯 -Duhem 不 等 式 的 两 
种 形式 .。 
内 能 和 形变 率 

基本 的 能 量 方程 和 热力 学 方程 的 其 些 运算 使 我 们 能 深入 地 了 
解 这 些 方程 的 含意 ,并 给 出 男 外 几 种 更 加 方便 和 沿用 的 形式 。 这 
些 运算 得 到 了 一 些 表 达 式 ， 其 中 包含 用 下 列 速 度 分 量 导 数 的 组 合 
来 定义 的 量 D;: 


1 /Ov; ，Dzon 
Da— (P+ et) 31 
| 2 \Ox; Ox:i (31) 


量 Dij 称 之 为 形变 率 张 是 D 的 分 量 。 顾名思义 ， 这 些 分 量 给 出 物 
质 是 如 何 形 变 以 及 以 什么 速率 形变 的 知识 。 以 后 我 们 要 对 年 卡 儿 
张 量 进行 研究 ,以 此 为 基础 , 我 们 就 可 以 更 加 清楚 地 看 到 Di;; 的 意 
义 .而 Di; 的 这 种 意义 将 在 第 工 卷 3.1 节 中 详细 地 加 以 讨论 。 该 
广 的 练习 题 还 要 求 对 阐明 形变 率 与 能 量 改变 之 间 的 关系 的 有 关 结 
和 朱 作 出 证 明 。 其 中 的 一 个 结 示 将 在 下 一 段 中 注意 到 。 

动量 平衡 关系 式 (2.19) 


e。 S42 。 


3 
Dyv, 0 

oe [| 是 十 si Te 
1 一 pji 2 Bx ij) 


示 出 了 动能 的 一 个 天 系 式 . 把 这 个 方程 与 速度 矢量 作 数 积 ， 并 在 
物质 体积 RR 上 作 积分 ,我 们 便 得 到 


4 WE * VpodTt 
dt , 2 


及 


| fe voar + (fht. vao 
OR 


er i 


3 
T:D= > TiDs (32) 
iyj=} 


| 1: Dart, 


(需要 作 第 全 卷 3.1.7 节 中 的 证 明 )。 办 此 ,一 块 给 定 物质 中 的 动能 
的 增加 ， 等 于 体力 和 表面 应 力 的 作 功 率 碱 去 应 力 和 应 变 的 相互 作 
用 项 。 利 用 已 用 过 几 次 的 方法 可 以 把 上 述 结果 转换 为 下 列 微分 方 


op (sr) tr TT:D. (33) 
从 能 量 平 衡 定 律 (21) 式 中 减 去 433) 式 ,我 们 得 到 
pp 一 一 :97T:D. (34 ) 


这 个 方程 指出 ,热流 和 出 现在 (3.3) 式 中 的 应 力 -应 变 项 TT:D 是 如 
何 引 起 内 能 的 增 谢 的 ,因此 ,这 一 项 可 以 看 作 是 代表 动能 向 内 能 的 
流体 中 的 能 量 和 炳 

流体 力学 中 的 热力 学 关系 是 特别 重要 的 。 因 此 仍然 值得 抛弃 


完全 的 普遍 性 再 去 推导 一 些 关于 流体 的 能 量 和 焙 的 关系 。 这 就 需 
雪 对 以 后 要 给 出 的 流体 的 特 福 作出 预先 的 考虑 。 但 这 并 不 应 该 造 
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成 困难 ， 
我 们 拒 应 力 张 量 的 分 量 分 裂 为 两 部 分 ， 一 部 分 正比 于 克 罗 内 
死 尔 85 其 余 的 : 部 分 为 分 量 Vj 
fi = —P6; tt Vi (35) 
对 于 可 压缩 流体 ，P 可 以 与 压力 相同 。 当 烙 性 效应 可 以 忽略 时 ， 
Vi 一 0。 把 (35) 式 代 人 (34) 式 得 到 


一 一 vv 一 V.qd+I，0=Y:DD (36) 
/ 
由 此 我 们 可 以 推 得 [练习 3Cb)] 

p 交 一 一 9 VvV:qto 中， (37) 


上 式 不 出 了 物质 微 团 的 灶 是 如 何 改 变 的 。 右 端的 两 项 大 体 上 可 以 
看 作 由 于 热 六 除 以 刘 度 而 引起 的 灶 的 改变 ， 因 而 :在 第 二 项 中 :中 
必然 代表 由 形变 而 产生 的 热 。 事 实 上 ， 耗 散 函 数 @ 代 表单 位 体积 
中 机 械 能 耗 散 为 热能 的 速率 . 

把 (7) 式 与 热力 学 第 二 定律 的 微分 方程 形式 4307 加 以 比较 便 
得 到 如 下 的 去 求 


0 — 07q .v0 0. (38) 

满足 这 个 要 求 的 充分 条 件 ， 因此 也 就 是 使 第 二 定律 成 立 的 充分 条 
件 为 

一 gg.YV8 二 0， 和 二 10. (39 ) 


第 一 个 条 件 表 明 热 总 是 逆 着 温度 梯度 流动 ， 第 二 个 条 件 则 表明 形 
变 决 不 能 把 热量 转换 为 机 械 能 . 


练 习 
1.(a) 一 般 地 , 比 热 Cy 和 Cp 分 别 定义 为 等 容 和 等 压 下 热 随 温度 
的 改变 速率 。 这 就 是 说 ， 
: BO 
Cr ( 强 ),， — (35), 
式 中 我 们 用 带 下 标的 括号 表示 在 偏 导 数 中 保持 不 变 的 量 ， 
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试 利 用 第 一 定律 证 明 , Cv 一 (6F/66)v， 推论 埋 想 气 体 凋 
足 \26) 式 ， 

《b)》 试 证 上 明 ，。 在 等 压 下 学 虑 温度 的 改变 , 会 给 出 结果 d96 一 
Cpd@; 因而 Cp 一 Cr 十 R。[ 利 用 (a).] 

2.《2) 给 出 方程 (19)、《20) 和 (21) 的 详细 推导 ， 

“《b) 试 证明 (33) 和 (34) 式 
(c) 推广 Dubois-Reymond 引 理 ,推导 (430) 式 。. 

3. (a) 证 明 (36) 式 。 

(b) 利用 连续 方程 和 (28) 式 ,推导 (37) 式 。 
(c) 试 证 明 (38) 式 ， 

4. 如 果 对 于 一 个 数量 函数 由 ,速度 v 满足 一 YY， 那 末 运动 称 
为 是 无 旋 的 。 假定 一 函 物 质 密度 为 常数 ， 并 占据 着 单 连通 区 
R， 令 天 为 这 一 团 物 质 作 无 旋 运 动 的 动能 ,天 是 它 作 其 他 运动 
日 在 边界 上 具有 相间 法 向 速度 时 的 动能 ,证 明 天 委 天 . 

5. 请 注意 ， 质 量 守 恒定 律 、 动 量 和 能 量 平 衡 定律 的 微分 形式 的 方 
程 ,都 具有 下 列 形式 

ppv. (40a) 

(a) 这 种 形式 的 廊 程 的 一 般 解 释 是 什么 > 特别 是 ， 为 什么 8 项 
在 质量 守恒 方程 中 消失 了 、， 而 在 其 他 两 个 平衡 方程 中 却 没 
有 消失 ? 

(b) 为 什么 v 可取 解释 为 质量 通 量 矢 量 , 而 一 人 YY 可 解释 为 
能 量 通 量 矢量 ? 《一 个 数量 的 通 量 是 矢量 。 在 某 种 意义 上 
讲 ,动量 矢量 的 通 量 必然 是 一 种 较 高 ”的 量 , 与 其 他 方程 的 
类 比 表 明 , 这 个 通 量 是 负 应 力 张 量 一 荆 给 出 的 .) 

(c) 解释 为 什么 


A 


t RD 


是 一 般 平衡 定律 的 积分 形式 ;特别 是 ,17(n) 一 x, 1, mn) 是 
什么 9 证 明 ， 氏 一 n) 一 一 Xn)， 因 此 ， 对 于 某 天 量 J 了 有 
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i(x, 1, mn) 一 站 J(x, 1).。 推论 连续 性 假设 允许 我 们 从 
(40b) 式 推导 出 (40a) 式 。 [练习 8 指出 有 间断 存在 时 会 发 
生 些 什么 .] 

场 方程 最 初 是 作为 任意 物质 区 域 的 积分 方程 来 表述 

的 ， 当 被 积 尘 数 连续 时 ， 便 可 导出 微分 方程 。 当 被 积 六 数 

不 连续 时 (这 是 可 能 的 情况 )， 我 们 可 以 推导 出 各 种 间断 之 

闻 的 关系 。 下 面 四 个 练习 束 来 推导 这 些 关 系 。 

6. 设 0(z) 为 时 间 w 时 位 于 某 给 定 区 域 0(4) 中 其 运动 由 某 胃 数 
?给 出 的 一 组 点 X.- 这 就 是 说 ， 

9 一 {xX| 对 于 0O(o) 中 的 每 个 YY 有 于 一 y(Y, 7), 这 里 
y(Y, 4) 二 Y}， 证 明 如 果 F 和 ? 是 空间 和 时 间 的 光滑 遂 数 ,并 
且 如 果 的 定义 为 

£1) = Fpdrt, 
#0 | pd 


Q(t 


慎 未 


af _ 上 疙 (par+ | Fow,do, (41) 
dt Qtr) ot 0) 


式 中 Ww 三 0y/9:，w;, 汪 WW: n,n 是 980 的 单位 外 法 线 . 

这 个 结果 类 似 于 雷诺 输 运 定理 (1.10). 本 问题 研究 在 某 个 
区 域 上 加 以 积分 的 某 变量 的 改变 。 这 个 区 域 按照 不 名 函数 了 给 
定 的 前 后 无 关 法 则 作 运 动 ， 而 式 (1.10) 处 理 的 情况 是 y 二 x， 
YY 二 AA， 因 而 这 个 区 域 按照 变换 x 一 x( 人 A, 1) 运动 。 我 们 记 
得 , 当 采 用 这 个 特别 的 符号 时 ,我 们 就 把 0 称 作 物质 区 域 ， 并 认 
为 连续 介质 以 速度 v 三 6x/8: 运动 . 

方程 (41) 的 解释 如 下 , 把 Fp 在 运动 区 域 90(z) 上 加 以 积分 
得 到 的 量 , 它 在 时 间 上 时 的 瞬时 改变 速率 由 两 个 因素 引起 : 

(a) 时 间 + 时 包含 在 区 域 8 中 所 有 点 上 的 Fp 随时 间 的 改变 。 

(b) 由 于 边界 以 速度 6y/6: 王 w 运动 而 造成 的 2 的 净 改 变 . 
局 部 地 讲 ， 边 界 的 切 向 运动 并 不 给 积分 增加 新 点 ; 因此 ， 
《41) 式 中 只 出 现 法 向 分 旦 w，. 
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7. 公民 为 一 个 物质 区 域 , 它 由 一 个 任意 的 运动 表面 分 成 子 区 域 R 
和 Rt, 经 过 3 了 的 包括 密度 和 速度 约 应 变量 可 能 是 旧 灶 机,. 祈 
SS) 是 尺 的 边界 6R 的 一 部 分 , 它 也 是 RR 习 《RT') 的 边界 。 因 
此 ， 

BOR= §- + §+, HR- = §- + 了, OR+—= St 二 3. 
令 n 为 R 的 外 法 线 ,ns 是 5 的 指向 R 的 法 线 。 令 nm Cn ) 是 
R~(RT) 的 外 法 线 ( 见 图 14.13 )。 


3R —~、 R 


图 14.13 计算 经 过 曲面 三 的 间断 量 之 间 的 关系 时 所 用 的 示意 图 ， 


如 有 果 & 是 2 上 的 一 后 ,对 于 任何 数量 和 和 失 量 甩 , 我 们 定义 
有 al) 一 lim E(x), E’(a) 二 lim E(x), 


四 路 > 
区 在 及 十 中 基 在 及 一 中 


[F(a)l = Et(a)— E (a). 
(a) 把 练习 6 的 结果 应 用 于 R+ 和 R- ,然后 相 加 ， (小 心 法 线 .》 


推导 : 
二 中 Fpart = | (Fp)art 


+ Fov,do — | Corl (42) 


这 里 Un 可 nm, 其 中 V 是 质点 的 速度 ， 
(b) 令 vi 一 vV. n+:*。 对 于 上 的 &, 引进 间断 面 的 相对 革 向 速 
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度 (a) 二 [w(a) 一 vt+(a)] .ns。 试 推导 


-和 | Fpdr = | 0 (Fp)ar 
dt RCS RU Or 


十 人 Fo vy,ao 十 人 Fo vig 
OR 


一 | Es oF ac (43) 

(c) 假定 除了 经 过 互 外 没有 间 世 面 。 现在 用 2 来 表示 密度 。 最 
终 推 导 

| Fpar 一 咱 六 pdTt 一 | [oFs, zc. (44) 


8.(a) 把 有 18 定义 为 
[i(x, :, n)l = /7+(x, ! ns)—/ (xX, 1， nz )， (45) 
式 中 我 们 已 用 了 练习 7 的 符号 ,推导 在 间断 面 的 每 点 处 有 


[pFs,l + [fi = 0 (46) 
(b) 推导 下 列 跳跃 条 件 ”. 
质量 守 蚀 : ps, 一 0. (47a ) 
线 动量 平衡 : [pvs, 十 ti 一 00 (47b) 
; 1 
能 量 平衡 : | o(e+ 二 vvj os 
十 上 tt. 一 4 外 一 0. (47c) 


(c) 试 证 明 对 于 无 极 性 材料 ,动量 扼 平 衡 并 没有 增加 新 的 限制 . 
9.(a) 假定 间 果 面 实 际 上 是 物质 表面 。 试 证 明 从 上 面 的 练习 中 的 

原 量 和 守恒 导 出 的 跳 唉 条 件 不 再 是 一 种 限制 ， 并 且 人 允 计 密度 
有 的 任 总 间 峡 面 ， 

(b) 假定 一 -个 物质 表面 把 两 种 无 粘性 流体 分 开 , 其 中 t= 一 pn. 
(这 里 了 是 压强 ; 参阅 15.1 节 . ) 试 证 明 动 量 平衡 跳跃 条 件 
导致 压强 经 过 间断 面 过 续 的 条 件 . 
关于 距 跃 条 件 的 更 多 的 应 用 ,请 参阅 15.3 布 的 练习 ， 
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14.5 本 构 方程 . 协 变性 和 连续 介质 模型 


本 于 比较 广泛 地 考察 连续 介质 力学 .我们 首先 扼要 地 再 述 一 
下 到 现 为 止 所 推导 的 场 方程 。 我 们 看 到 方程 比 未 知 量 少 很 多 。 我 
们 列举 本 构 方程 的 几 个 简单 例子 ， 它 们 是 用 物质 行为 的 性 质 来 填 
补 方程 数 不 足 所 需 的 ， 

在 表述 本 构 方 程 时 ， 也 许 仅 有 的 一 般 性 的 限制 是 要 求 方程 本 
质 上 与 许多 可 能 的 等 价 坐 标 系 的 选择 无 关 。 这 是 协 变性 原则 的 一 
例 。 在 简要 讨论 这 个 原则 时 ,作为 一 个 基本 的 例子 ,我 们 针对 互相 
作 相 对 运动 的 系统 ， 从 光速 相同 的 假设 出 发 “ 推 寻 ”了 洛 伦 兹 变 
换 . 

最 后 ,我 们 考察 连续 介质 模型 的 适当 性 ,以 此 结束 本 章 是 适宜 
的 。 我 们 将 看 到 ， 这 个 模型 只 是 在 分 子 碰撞 之 间 的 距离 比 感 兴趣 
的 太 度 小 时 才能 应 用 ， 


场 方程 的 扼要 再 述 


让 我 们 扼要 地 再 述 一 下 我 们 已 经 得 到 的 无 极 性 单 相连 续 介 质 
的 方程 ,这 种 介质 并 不 呈现 电 效 应 、 磁 效应 或 化 学 效应 ， 
质量 守恒 : 


2 十 poY 一 0， (1.6) 
线 动 量 平 衡 : 
pL = pf+v 了 (2.20 ) 
DI! 
动量 矩 平衡 : 
7 一 TT (3.6) 
能 量 平衡 : 
oD (sv vte)|— At) -rv(g—T.). 


(4.21) 
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吉 布 斯 关系 : 


De Ds Dy 
0 4.28 
D1 D1! f D! ( ) 
-= ”一 LT， 一 一 Ge(s, 2 ). 。 -~Oe(s, 2 ) 
td Pp ，) 9s 3 fp By 。 
热力 学 第 二 定律 : 
p 2 之 一 YY (0 q)， (4.30) 
DI! 
运动 边 窜 条 件 : . 
Y.n 在 边界 上 给 定 ， (13.22) 


未 知 数 为 密度 p, 速 度 ov, 压力 p, 比 容 v ,热流 矢量 g, 温度 2， 
比 内 能 e, 比 粮 s 和 应 力 了 .看 作 已 知 量 的 是 比 体力 f. 

把 Y 和 9 的 三 个 分 量 以 及 应 力 张 量 了 的 九 个 分 量 计算 在 内 ， 
共有 21 个 未 知 数 。 有 12 数 量 方程 ， 一 个 不 等 式 和 一 个 边 弄 条 件 . 
我 们 必须 使 方程 的 数目 与 未 知 数 的 数目 之 间 的 差异 一 致 起 来 ， 因 
为 我 们 认为 ,如 果 介 质 的 初始 状态 已 知 , 那 末 一 般 来 说 ， 力 学 定律 
应 该 唯一 地 确定 介质 如 何 运 动 和 变化 . 

即使 对 于 线性 代数 方程 组 ， 从 计算 方程 和 未 知 数 的 个 数 来 预 
而 解 的 存在 性 和 唯一 性 也 是 危险 的 。 我 们 的 方程 组 更 是 非常 复 
杂 ,但 是 ,这 并 不 是 解释 未 知 数 数目 过 多 的 方 回 。 

本 构 方 程 引 论 

显然 , 象 任何 其 他 关于 物质 世界 的 陈述 一 样 ,还 必须 有 其 他 的 
方程 来 完整 地 描述 对 给 定 物质 运动 的 限制 。 火 车 通过 一 座 铁 路 桥 
时 产生 的 形变 , 湾 度 的 晓 蜂 曲折 ,两 者 都 受到 常见 的 质量 守恒 、 动 
量 平 衡 和 能 量 平 衡 寺 共同 的 必要 条 件 的 限制 。 但 是 , 还 必须 有 不 
月 的 约束 来 摘 述 形变 过 程 中 钢 保 持 钢 ， 水 保持 水 的 这 些 事实 。 本 
构 方程 就 是 用 来 从 数学 上 摘 述 各 种 固体 的 固 性 ， 液 体 的 液 性 和 稀 
有 物质 的 入 有 性 的 术语 。 

下 面 是 本 构 方程 的 几 个 例子 .在 一 个 刚体 中 ， 任 何 两 个 质点 
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辣 的 距离 保持 冲 数 。 在 一 种 不 可 压缩 介质 中 ， 每 个 微 团 的 密度 是 
背 数 。 因 此 ,Dp/Di 一 0. 对 于 ( 比 热 为 常数 的 ) 完 全 气体 ,压力 ? 
和 密度 由 p = ke” 相关 联 ， 对 给 定 气 体 来 说 ,* 和 7 为 常数 。 对 
于 普通 的 物质 ， 热 流 矢量 q 和 温度 9 通过 牛顿 - 傅 里 叶 冷 却 定 律 
q 一 一 kV0 相 联 系 , 式 中 , 数量 热传导 系数 依赖 于 8, 而 且 ( 通 
逢 ) 对 压力 之 稍 有 依赖 。 在 第 十 五 章 中 ,我们 考虑 无 粘性 流体 ， 对 
于 这 种 产 体 ,应 力 矢 量 t, 法 同 矢量 n 和 压力 的 关系 为 t 二 一 如 . 

某 些 本 构 方 程 , 象 刚体 和 不 可 压缩 物质 的 本 构 方 程 , 相 当 明 有 显 
尽 一 种 理想 化 。 其 他 一 些 本 构 方 程 ,例如 牛顿 冷却 定律 ,一 般 看 作 
证 从 实验 得 到 的 

但 是 ， 为 了 得 到 象 普 通 弹 性 体 和 粘性 流体 那样 的 本 构 方 程 ， 
我 们 首先 去 作 一 些 回顾 起 来 也 几乎 并 不 明显 的 假设 ， 然 后 再 用 某 
些 合理 而 复杂 的 数学 运算 去 加 以 简化 ， 利 用 张 量 工具 这 些 运算 大 
硕 很 容易 进行 。 这 个 工具 并 非 必要 的 . 这 可 以 用 下 列 事 实 加 以 说 
明 : 最 初 表述 弹性 体 和 粘性 流体 本 构 方程 的 人 并 没有 使 用 这 一 工 
具 。 然而 在 寻找 比较 稀有 物质 的 本 构 方程 的 近代 努力 之 中 ， 张 量 
好 象 确实 是 一 个 必要 的 概念 上 的 工具 ， 因 此 ， 我 们 把 关于 本 构 方 
程 的 大 部 分 讨论 推迟 到 第 工 卷 中 引进 张 量 后 再 去 进行 . 


协 变 性 原则 


对 本 构 方程 的 研究 ， 也 许 最 强烈 地 集中 到 需要 强调 也 变性 原 
则 上 去 。 事实 上 。 近 代 有 很 多 人 试图 基于 这 个 原则 去 寻找 比较 稀 
有 的 物质 的 本 构 方程 . 

女 变 性 原则 用 张 量 微 积 分 最 容易 表示 。 在 第 正 卷 中 话 细 讨论 
了 协 变性 及 其 与 笛 卡 儿 张 量 的 关系 。 这 里 我 们 只 是 简短 地 解释 一 
下 这 个 原则 . 


Pe 


”1 这 往往 是 一 种 过 于 简单 的 看 法 . 例如 参阅 J. A.Ruffner 的 文章 “Reinterpre- 
tation of Genesis of Newton’s Law of Cooliny”. Arch Hist Exact Sci. 2，, 
138 一 52 《1364)。( 请 注 普 ,如 上 所 述 ， 健 里 叶 这 个 名 词 也 往往 与 这 条 冷却 定律 
联系 在 一 起 .2 
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从 根本 上 来 讲 , 协 变性 (或 不 变性 ) 原 则 指出 ,在 对 观察 者 等 价 
的 坐标 系 中 ,所 有 物理 定律 的 陈述 都 必须 具有 相同 的 形式 。 因 此 ， 
如 末 选 择 互 相 固 定 的 两 个 不 同 的 坐标 系 ， 那 末 ， 对 于 同一 物理 定 
律 ，。 观 察 者 肯定 应 该 得 到 间 一 形式 的 陈述 。 练 习 1.8 到 1.11 给 出 
了 一 些 例子 。 作 为 另 一 例 ,我 们 考虑 在 两 维 空间 中 的 热传导 方程 


867 /8T ， BT 
Br Br 5 (1) 
如 果 第 二 个 观察 者 采用 另 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 ,他 将 得 到 
oT’ /oT | FT 
6 "(Grr + ‘6y5) (2 


然而 , 坐标 系 (x,y) 和 (x', y ) 之 间 也 有 某 种 数学 关系 x 二 x(x') 
和 x 一 x(x)。 因为 上 7168: 与 所 选 的 坐标 系 无 关 ， 由 此 必然 
得 到 | 
OT OT oT oT 
5 C32 

这 实际 上 是 可 以 证 明 的 (练习 1)， 

当 涉 及 有 方 问 的 量 时 ， 情 况 就 变 得 更 为 复杂 。 矢 量 分 析 的 形 
式 主 义 则 避免 这 个 问题 . 不 过 ， 这 仅仅 是 很 肤浅 的 说 苇 ，。， 人 们 必 
须 天 清楚 , 某 些 量 ( 例 如 速度 ) 是 一 个 矢量 。 并 非 每 一 种 具有 方 回 
和 大 小 的 量 都 是 矢量 . 例如 无 穷 小 的 转动 或 者 角速度 是 一 种 矢 
量 . 但 是 有 限 的 转动 却 不 是 。 《我 们 以 后 要 看 到 ， 它 是 一 个 张 
量 . ) 

除了 张 量 分 析 以 外 , 协 变 性 原则 还 可 以 作为 其 他 理论 的 基础 . 
因此 力学 的 变 分 表述 示 明 了 一 门 范围 宽广 的 应 用 数学 分支 , 它 是 
以 与 坐标 无 关 的 方式 发 展 起 来 的 ， 这 就 导致 了 采用 普遍 化 的 正则 
坐标 发 展 这 个 课题 。 在 力学 的 文献 中 ， 可 以 找到 拉 格 朗 日 、 哈 窑 
顿 、 雅 可 比 和 其 他 人 对 这 个 理论 的 经 典 的 推导 ， 

作为 协 变性 原则 用 途 的 一 例 , 我 们 来 若 谍 迈克 耳 进 - 英 : 雷 实 
验 。 这 个 实验 证 有 明 , 无 论 坐 标 系 等 速 还 是 不 等 速 运 动 , 光 部 是 等 速 
运动 的 .我 们 现在 来 证 明 , 洛 伦 兹 变换 是 唯一 的 线性 变换 ;, 它 使 疲 
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动 的 传播 对 立 相 处 于 淘 速 相对 送 动 的 两 个 (相对 论 性 等 价 的 ) 举 标 
系 古 不 变 ! 的 ， 
住 观察 者 所 在 的 坐标 系 (x, 蕊 中 ,流动 方程 

Ou » Ou 

Or ~ Bx 一 (4) 
拍 述 光 的 传播 ， 现在, 如果 男 一 个 观察 者 以 速度 v 运动 , 当 他 试图 
在 自己 所 在 的 坐标 系 (x', r) 中 描述 同一 现象 村 ,他 会 发 现 , 光 波 也 
以 问 一 速度 c (而 非 c 土 z) 传播 ， 如 大 这 两 个 坐标 系 (x ,+ ) 和 
(Xx, !) 以 洛 伦 兹 变换 


Xm — (Sa ) 
V1 — vi/ce’ 

1 f — vrxiec’ (5b) 
V1 — vy/e’ 


相关 联 , 那 末 我 们 希望 证 明 上 述 论 点 是 正确 的 。 
我 们 观察 到 在 新 坐标 系 中 ,w(x’,:) 二 wu[x(x ,7), i(x’, 1')] 
的 六 动 方程 取 如 下 的 标准 形式 : 
Ow 2 OW 
Br < Dn -= (0 (6) 
我 们 很 容易 证 明 ,线性 变换 (5) 确 实 把 (4) 式 变 成 了 (6) 式 (练习 2). 
不 过 ,我 们 希望 来 "发现 “(5 ) 式 . 
我 们 记得 ,正如 我 们 上 面 关 于 热传导 方程 所 提 到 的 那样 ,坐标 
轴 转 动 时 拉 普 拉 斯 算 符 保持 不 变 ， 因 此 ,如 果 我 们 作 定 义 
/ y==icts yy =ict, (7) 
只 辟 变量 是 以 (x, y) 系 统 与 (x , y') 系 统 之 间 的 转动 相关 的 话 ， 即 
只 要 对 某 个 角 6, 有 
x = xcos0 十 ysing， (8a ) 
y =— —x*sin0 十 ycosg， (8b) 
那 未 (4) 式 和 (6) 式 就 会 互相 变换 为 对 方 。 如 果 方程 (8) 代 表 (x 
和 (x', *') 之 间 的 实数 关系 ， 那 来 6 必然 是 复数 。 事实 上 ， 如 果 
9 一 i$, 中 是 实数 ,我 们 由 (8) 式 可 推 得 实数 关系 
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4 =— 1 coshg — ci sinhg, (9a) 
ct 一 一 xsinh + ct coshy, (9b) 
为 了 得 到 上 8 的 物理 解释 ,我 们 注意 到 对 于 一 个 利用 (x, ) 符 标 
系 的 观察 者 来 说 ,在 (x’, ”7) 中 某 固定 的 点 zx = 常数 涨 足 


dx 
一 一 一 ctanhw。 
dt 9 
丸 此 
tanhw 一 一 。 


人 


式 中 v 是 坐标 系 (x, 1!) 中 测 得 的 坐标 系 《x', 1 ) 的 速度 。 相反 ， 托 
* 固定 ,我 们 由 (9) 式 可 以 证 明 

dx — an = Vv 

I ct ho » 
该 式 证 明 两 个 系统 是 对 称 的 . 现在 易于 把 方程 (9) 改 写成 形式 (5) 
(练习 3). 

我 们 都 熟知 狭义 相对 论 所 造成 的 基本 概念 的 革命 性 变革 ， 其 
基本 的 数学 基础 是 洛 伦 效 变 痪 。 这 对 于 物理 问题 必须 在 纯粹 数学 
的 形式 之 外 来 加 以 考察 和 认识 是 一 个 强 有 力 的 说 明 。 同时 ， 它 又 
说 明和 表面 上 看 来 无 害 的 协 变性 原则 可 以 导致 重要 的 结果 . 


-经典 连 续 介 质 力学 的 有 效 性 


既然 连续 介质 力学 的 基础 已 经 商定， 那 末 就 宜 于 重新 考虑 一 
下 物质 的 连续 介质 模型 和 粒子 模型 之 间 的 关系 。 对 这 种 关系 的 完 
全 理解 仍然 是 一 个 尚未 达到 的 目标 ; 这 里 我 们 将 限于 一 些 定性 的 
结论 . 

犹如 我 们 在 13.1 节 中 指出 的 那样 , 倘若 粒子 间 的 典型 距离 比 
所 研究 现象 的 典型 长 度 尺度 小 , 那 末 事先 或 用 平均 过 程 ,我 们 就 可 
给 诸如 密度 和 速度 这 样 的 连续 介质 的 变量 作出 定义 。 其 他 的 连续 
介质 变量 则 可 用 同样 的 方式 去 定义 。 例如， 可 以 把 菜 点 处 应 力 张 
量 的 分 量 与 动量 流量 的 平均 值 关 联 起 来 。 但 是 ， 为 了 使 连续 介质 
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藤 描 述 有 用 ,不 仅 连续 介质 变量 必须 是 可 定义 的 ,而 且 还 必须 能 够 
用 完全 确定 这 些 变量 的 方程 把 它们 联系 起 来 . 

和 在 经 典 的 连续 介质 理论 中 ,在 空间 和 时 间 的 基 给 定点 上 ,各 变 
量 的 值 是 由 一 组 偏 微 分 方程 来 确定 的 。 这些 方 程 把 威 兴 趣 有 的 空 邮 
和 时 间 区 域 中 各 点 中 每 个 点 上 的 未 知 量 及 其 导数 值 联 系 起 来 。 于 
是 ,这些 方 程 隐 含 着 这 样 的 假定 : 平均 变量 是 局 部 确定 的 .因为 
如 果 每 个 点 处 平均 量 的 改变 受到 远方 位 形 的 影响 ， 那 末 在 这 一 所 
就 没有 一 组 方程 能 够 完全 确定 这 些 量 了 . 

局 部 确定 论 要 求 微 团 并 不 长 久 地 < 记忆 > 它们 的 过 去 。 吏 精确 
ee 那 未 与 感 兴趣 的 时间 尺度 相 

， 和 遗志 时间” 必须 很 短 。 造成 超声 波 现象 的 很 蜗 颇 素 的 小 开国 
碟 全 提 了 一 个 说 明 峭 况 并 间 如 此 的 例子 

有 效 地 “遗忘 ”过 去 位 形 的 细节 。 这 一 过 程 是 靠 分 子 间 的 相互 
作用 来 完成 的 . 我 们 可 以 想象 把 一 群 人 蒙 上 眼睛 放 在 一 间 拥 挤 个 
堪 的 房间 中 去 的 情形 。 经 过 同 其 他 入 的 几 次 碰撞 ， 每 个 荣 着 眼睛 
的 人 都 将 迷失 方向 。 类 似 地 经 过 几 个 内 部 粒子 的 相互 作用 (这 通 
常 称 为 碰撞) ,一 组 给 定 粒子 的 最 终结 果 是 难以 用 它们 的 初始 位 形 
来 预测 的 ?2 

名 词 平均 自由 程 是 用 来 表示 碰撞 之 间 的 典型 了 距离 的 。 叙述 
“遗忘 时 间 ” 必 须 比 感 兴趣 的 时 间 尺 度 短 的 另 一 种 方法 是 与 感 兴趣 
的 厂 度 相 比 ,平均 目 由 程 儿 须 很 得 。 

现在 我 们 来 概括 一 下 我 们 的 全 部 的 太 简 短 的 讨论 。 为 了 使 连 
续 介 质 可 以 应 用 ,典型 的 粒子 间 的 距离 和 平均 自由 程 都 必须 比 感 
兴趣 的 长 度 尺度 好。 当 第 一 个 条 件 成 立 , 但 第 二 个 条 件 不 成 立时 ， 
各 同 在 1 2 市 中 研究 恒星 动 思 全 时 于 样 ， 可 及 用 一 种 修正 的 过 续 介 


Re 


:1) 人 们 作 了 大 量 的 努力 ， 去 推广 经 典 连 续 介质 理论 ， 以 便 在 诸如 超声 波 中 所 发 现 

的 那些 情况 下 给 出 改进 的 预测 .Ph。 Selwyn 和 I. Oppenheim 的 文章 LPhysica 
54，161- 一 94，195 一 222 (1971)] 为 我 们 提供 了 一 个 很 好 的 说 朋 . z 

”2) 在 原则 上 ,一 组 粒子 的 末 来 的 位 形 将 完全 由 初始 条 件 所 决定 。 然而 经 过 几 次 碰 
撞 以 后 , 在 规定 初始 条 件 时 不 可 避免 的 误差 将 引起 大 的 积累 误差 以 致 进一步 
的 计算 将 成 为 没有 意义 的 ， 
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质 的 办 法 . 
练 习 
1. 利用 (8) 式 证 明 (3) 式 ， 


2. 试 证 明 如 果 变 量变 换 如 (5 ) 式 所 述 , 那 未 (4) 式 变换 成 (6) 式 ， 
3. 试 证 明 (5 ) 式 是 (9) 式 的 一 种 等 价 的 形式 ， 


附录 14.1 ”空间 均匀 物质 的 热力 学 

我 们 这 里 讨论 空间 均匀 连续 物质 的 热力 学 ?。 室 间 均匀 物质 
一 词 ,我 们 指 的 是 可 以 看 作用 温度 ,压强 等 这 些 变量 的 单 值 便 能 加 
以 表征 的 物质 . 《因此 我 们 说 物质 的 这 个 温度 ,物质 的 这 个 压强 .) 
在 这 里 ,均匀 也 可 看 作 意 昧 着 分 子 运动 没有 优先 方 同 ,因此 我 们 只 
讨论 没有 运动 的 物质 。 一 种 物质 保持 在 同一 均匀 状态 时 称 为 处 于 
平衡 态 . / 
图 14.14 示 出 了 杰作 考 赔 的 这 

类 系统 的 一 个 例子 .那里 绝热 壁面 
和 绝热 活塞 之 间 包 合 着 一 团 静 止 的 
气体 。 可 以 把 各 种 量 与 气体 联系 起 
来 ,例如 它 的 体积 了, 它 所 作用 的 压 
强 P, 它 的 温度 8《〈 我 们 把 字母 工 留 
给 了 应 力 ) 和 内 能 EE。 实验 事实 指 
出 ， 这 些 变 量 中 任何 两 个 具有 相同 
生 14.14 气体 汪 在 右 活 定 的 安 。 的 值 ， 那 末 物 质 的 所 有 其 他 变量 也 
器 里 ， 上 面 加 沙子 使 活塞 下 降 . 具有 相同 的 值 。 相反 ,有 些 可 测量 ， 
这 系 入 大人 产生 at 例如 热量 92， 它们 不 由 这 些 变量 中 
的 两 种 来 确定 。 这 些 量 与 物质 所 受 


1) H. C.Van Ness 在 «Understanding Thermodynamics(New York: McGraw-~ 
Hill，1969) 中 对 热力 学 概念 作 了 极 好 的 简单 解释 。 我 们 这 里 的 表述 深 受 这 
本 小 册 于 的 影响 . 
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到 的 操作 的 历史 有 关 . 
活塞 实 验 

考虑 在 图 14.14 的 结构 上 进行 的 几 个 思想 实验 ， 那里 往 下 推 
的 重量 一 部 分 是 由 图 中 画 出 的 放 在 容器 里 的 细 沙 子 提供 的 。 假 定 
把 一 颗 沙 子 移 走 。 《我 们 并 不 希望 考虑 克服 重力 所 作 的 功 使 我 们 
的 讨论 复杂 化 ,因此 ,我 们 想象 沙子 不 改变 高 度 而 被 输 运 到 一 个 架 
子 上 .) 由 于 拿 走 了 一 颗 沙 子 ,活塞 就 会 向 上 移动 一 个 小 量 (假定 活 


塞 没 有 摩擦 )， 于 是 在 很 短 时 间 内 给 系统 引进 了 一 点 点 不 均匀 性 . 
如 果 剩 下 的 沙子 一 颗 一 颗 地 被 移 走 , 那 未 活塞 便 会 渐渐 地 升 高 .这 


种 天 高 是 气体 对 活塞 和 沙子 作 了 功 久 的 缘故 . 现在 W 一 | dW ， 


按照 定义 ,其 中 4 了 一 Fds, 这 里 F 是 力 , ds 是 反抗 这 个 力 移动 的 
距离 微 元 ， 因 为 此 过 程 的 每 个 微小 的 一 步 仅仅 是 扰动 了 一 下 系统 
的 均匀 性 ， 所 以 我 们 可 以 几乎 没有 误差 地 继续 说 ， 在 每 个 体积 
下 ， 系 统 的 压强 为 P， 正 是 这 个 压强 才 造 成 作用 在 活塞 上 的 力 . 
如 果 活 塞 的 面积 为 4 , 那 未 力 的 大 小 为 P4。 假定 气体 的 初始 休 
积 为 ,最终 体 积 为 ,于 是 Fds = P4ds， 并 且 4ds 一 了 为 体 
积 元 。 因 此 ， 
气体 缓慢 地 从 VV 脱 胀 
到 yz, 时 所 作 的 功 
如 果 一 颗 一 颗 地 把 沙子 放 回 到 活塞 上 去 ,我 们 可 以 断定 ,会 发 
现 活塞 回 到 了 与 其 初始 位 置 无 法 区 别 的 位 置 上 ， 虽 然 会 发 现 气 体 
的 温度 在 脱 胀 时 下 降 , 但 当 沙 粒 放 回 后 温度 会 回 到 它 的 初始 值 . 
相反 ,假定 突然 把 所 有 的 沙子 移 走 ,活塞 会 迅速 上 升 ,落下 来 ， 
再 上 升 一 点 ,也 许 会 振荡 几 下 。 最 后 在 一 个 新 的 高 度 上 稳定 下 来 . 
在 这 一 过 程 中 , 整个 气体 的 压力 和 温度 不 会 保持 均匀 ，《 请 注意 ， 
热流 因为 绝 绿 而 受到 阻止 . ) 特 别 是 在 给 定 体积 了 下， 并 无 压力 t 
可 谈 ， 我 们 就 不 能 用 公式 (1) 去 计算 所 作 的 功 ， 除 了 定性 结果 外 ， 
我 们 还 会 看 到 活塞 不 会 像 上 一 段 所 考虑 的 非常 缓慢 的 过 程 中 那样 
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上 升 得 那么 高 ， 闻 样 温度 也 不 会 降低 得 那么 低 ， 如 果 把 阔 子 突然 
倒 回 活塞 ,这 个 装置 便 不 会 回 到 实验 开始 前 所 在 的 位 置 ,温度 也 不 
会 回 到 它 的 初始 值 ,温度 事实 上 要 高 些 

我 们 以 后 将 回 过 头 来 对 把 所 有 的 沙子 突然 移 走 所 出 现 的 这 类 
不 可 逆 过 程 加 以 讨论 。 现 在 我 们 则 限于 注意 到 这 种 过 程 的 路 径 不 
能 用 限制 在 均匀 密度 的 这 一 系统 来 加 以 描述 ， 男 一 方面 ， 进 行 一 
个 不 可 逆 过 程 ,然后 等 待 足 够 长 的 时 间 , 这 样 得 到 的 最 终结 采 是 一 
种 均匀 态 ,并且 是 可 以 描述 的 .我 们 将 能 够 描述 这 种 极限 无 穷 组 
慢 的 可 逆 过 程 的 路 径 。 这 里 “极限 ?本质 上 是 用 它 的 数学 意义 ， 因 
而 不 能 吹 毛 求 疲 说 一 个 无 穷 缓 慢 的 过 程 将 永远 达 不 到 某 种 改变 . 
一 个 实际 的 过 程 越 盆 ， 它 将 越 接近 用 极限 可 六 过 程 对 它 所 作 的 近 
似 ， 

为 了 简单 起 见 , 我 们 考虑 一 个 绝热 的 圆 简 ,其 中 没有 热量 加 进 
这 个 系统 ,也 没 热 量 从 中 移 走 ,因而 是 一 个 绝热 过 程 . 但是， 我 们 
可 以 考虑 本 质 上 可 道 的 过 程 ,这 时 ,热量 是 靠 容 器 内 外 的 温度 有 的 微 
小 差别 缓慢 加 入 的 ， 

我 们 现在 来 阐述 平衡 热力 学 的 两 个 主要 公理 中 的 第 一 个 公 
理 ， 与 所 有 物理 定律 一 样 ， 这 两 个 公理 是 不 能 用 实验 “证明 ” 的. 
相反 ， 它 们 宁可 是 对 一 定量 的 实验 和 经 验 已 揭示 了 具有 普遍 性 质 
的 结果 的 推测 .这 些 推 测 的 正确 性 是 建立 在 从 它们 得 到 的 推论 与 
实验 进行 比较 之 上 的 。 因此， 对 导致 这 些 推测 的 直 党 推理 进行 天 
格 的 推荐 是 不 合适 的 。 然 而 ,如 果 只 因为 放 在 那里 的 “定律 ”没有 
支持 它 的 讨论 就 几乎 没有 心理 上 的 感染 力 ， 那 未 对 直 党 有 茶 种 感 
性 知识 也 必然 是 需要 的 . | 

。 对 于 每 一 个 热力 学 “定律 ”, 将 给 出 两 种 形式 .第 一 种 形式 将 

是 两 种 均匀 状态 之 间 的 比较 ， 第 二 种 是 关于 缓慢 变化 过 程 行为 的 
一 种 陈述 . 


平衡 热力 学 的 第 一 定律 
第 一 种 形式 令 一 个 系统 的 两 种 均匀 状态 分 别 具 有 内 能 万 
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种 大, 揽 末 如 果 AFE 三 F 一 方 ， 
A =0-W, 

式 中 是 加 给 系统 的 热 、W 是 系统 从 状态 1 到 状态 2 疡 做 的 功 ， 
《注意 ,根本 没有 说 到 从 状态 1 到 状态 2 所 经 过 的 过 程 ， 这 个 过 程 
可 以 是 不 可 逆 的 ,因此 在 过 程 的 路 径 中 有 非 均 匀 状 态 存在 .) 

第 二 种 形式 。 对 于 可 逆 过 程 ， 需 要 计算 由 于 传导 的 热量 和 所 
作 的 功 引 起 内 能 变化 所 需 计 算 的 短 写 形式 ?是 

dF = d0 — aW. (2) 

方程 (2) 使 我 们 回忆 起 计算 EE 的 改变 所 震 的 线 积分 。 在 现在 
的 讨论 中 ， 让 我 们 把 名和 了 看 作 独 立 状 态 变量 。 假 设 系 统 经 过 只 
有 内 能 El\ 冉 力 P 和 体积 六 的 状态 到 到 达 具 有 内 能 Es\ 于 力 p， 
体积 斑 的 状态 2。 假定 丈 是 从 2 沿 一 条 规定 所 经 过 p-V 值 的 
状态 曲线 淹 达 的 ( 见 图 14.15 ), 那 未 第 一 定律 告诉 我 们 


P : >, 
(P=D,, V = 72) 


图 14.15 P-y 状态 平面 ， 系 统 经 过 状态 2 到 
达 状 态 2 完全 由 规定 的 状态 曲线 情 所 给 出 


E,— E, ~ | 008 gp + 39 gy 


2 Op DT 
一 | 4 十 2 4 C3) 
2 Op ov 


1)“ 短 写 形式 ”类 似 于 平 厅 曲线 弧 长 的 公式 diz 二 dx? 十 4y?， 如 果 曲线 为 + 二 
(23y 一 XDoa<tSta 那 末 。“ 长 写 形式 ”当然 是 :一 |z = | [Carlap 
+ Cady/adt)’]' ar. : 
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与 通 稍 一 样 , 如 果 曲 线 瑟 可 以 参数 化 的 话 , 那 末 , 线 积分 可 以 
转换 成 一 个 普通 的 单 重 积 分 。 假 定 这 样 一 个 参数 化 的 方法 为 
P= PC), VV 一 VG), 式 中 1 是 时 间 , 4 和 志 1 寺 4 (4) 
于 是 ， 
EE - (82 2F dB 99 sp)y, 
Op dr OV adi. 


-站 (sz < 地 ar (5) 


‘Op Adt OV di 


[在 (5) 式 中 ，P(z) 和 VV(z) 是 用 来 代替 8(P,V) 和 W(P，V) 的 
导数 中 的 家 量 己 和 了 了 的。] 
因为 ,例如 ,在 (5) 式 中 
4 OLB PN] ~ 69 dP 4 89 op 
a DT gp gr t BV dr” 
我 们 可 以 用 一 个 变量 上 限 + 去 代替 4, 因此, 对 于 + 作 导数 ,就 可 
得 到 微分 方程 形式 第 一 


dO 
一 一 二 二 一 -一 6 
2 dt (6) 


这 个 方程 只 在 非常 缓慢 改变 的 极限 情况 下 成 六 . 

在 图 14.14 的 活塞 系统 中 , 我 们 已 看 到 dW 一 P4AV。 象 气球 
这 样 的 一 些 系统 , 若 把 我 们 早先 的 论证 加 以 推广 , 便 可 建立 相同 的 
脱 胀 功 的 表达 式 . 更 一 般 狂 的 系统 可 以 完成 化 学 功 和 电 功 ， 但 我 
们 在 此 不 引进 这 种 普遍 狂 ， 

非常 重要 的 一 点 是 热量 0 和 功 W 都 不 是 状态 变量 ， 可 以 用 实 
验证 明 , 一 个 可 逆 过 程 中 的 8 和 歼 不 仅 与 初 终 态 有 关 , 和 而 且 还 与 过 
程 有 关 。 特 别 是 ,试图 确定 一 块 物质 的 “ 热 的 含量 这 是 没有 益处 
的 ,因为 假定 建立 了 一 个 参 蔚 点 ,物质 在 此 时 刻 便 看 作 具 有 的 热量 
为 零 . 物质 的 热 的 含量 的 以 后 的 值 大 概 就 等 于 可 以 测量 的 量 
“加 入 的 净 热 量 ,但 是 如 果 整 个 历史 的 精确 的 细 市 一 旦 失去 ， 那 
未 这 个 热 的 合 量 值 就 不 能 检验 ，、 这 是 因为 系统 目前 的 状态 并 未 给 
出 在 过 去 把 热量 加 给 物质 的 方式 。 这 同一 论据 表明 ， 试 图 给 一 块 
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物质 规定 功 的 容量 ”也 同样 无 益处 的 . 
因为 W 和 8 不 是 状态 变量 ， 对 于 不 同 的 状态 曲线 了， 线 积分 


| ,4W 和 | 40 给 出 不 同 的 值 。[ 但 是 第 一 定律 保证 ， 这 两 个 积 


分 之 差 |， (dW 一 40) 一 | 4E 只 与 了 的 起 始 和 终止 点 有 关 , 因 


为 E 是 一 个 状态 变量 . ] 换 名 话说 ,4 于 和 49 都 不 是 恰当 微分 ， 然 
而 请 注意 ,《 在 可 逆 过 程 中 )4W 乘 以 积分 因子 PP 后 却 是 一 个 恰当 
微分 ,因为 Pd = dV*，P dW 是 一 个 状态 函数 的 微分 , 这 一 
事实 的 确定 是 通过 非常 缓慢 地 作 功 强迫 某 种 物质 以 各 种 方式 从 状 
态 2 到 达 状 态 来 完成 的 。 假定 我 们 不 断 地 测量 压强 ， 因 此 可 
以 如 图 14.16 所 示 地 画 出 P™ 对 WW 的 曲线 ， 因 为 


| ,Paw ~ |ar — VV, (7) 
所 以 在 这 些 曲线 下 的 面积 都 相同 ， 而 且 体 积 之 差 与 系统 从 初始 状 
态 到 终止 状态 所 经 过 的 过 程 无 关 ， 
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一 个 重要 的 观察 结果 尚未 在 我 们 的 理论 结构 中 反映 出 来 。 这 
就 是 过 程 有 一 个 "自然 的 ”方向 例如， 如 果 把 一 个 冷 的 金属 杆 放 
到 一 间 房 间 里 ， 在 村 的 温度 与 房间 瘟 度 相 等 之 前， 热量 总 是 流 进 
金属 杆 的 ， 没 有 展 失 能 量 ， 能 量 只 是 均匀 地 分 布 了 。 但 是 均 习 地 
分 布 的 能 量 并 不 能 让 它 流 去 作 有 有 用功， 事实 上 为 了 恢复 原来 的 非 
均匀 状态 ， 必 须 (例如 靠 致 冷 机 ) 做 功 。 伟 大 的 物理 学 家 Richard 
Feynman 把 能 量 与 刚 从 浴池 里 出 来 的 人 身上 的 水 作 了 比较 。 生 动 
池 ”* 概 述 了 观察 结果 .。 两 块 小 巧 的 毛巾 是 干 的 。 这 个 人 先 用 其 中 
的 一 : 块 轻 拍 自己 ,然后 再 用 男 一 块 轻 拍 自己 ,经 过 一 会 以 后 ,( 在 这 
种 理想 化 的 模型 下 ) 就 不 再 有 水 的 交换 发 生 ,这 个 人 与 两 块 毛巾 者 


1) 因为 对 于 可 逆 过 程 ，4 殉 二 PdV ,只 有 的 改变 二 引 起 WW 的 改变 。 因 此 ,在 (3) 
和 (5) 式 由，6W /6P 一 0. 
2) 风 «¢The Character of Physical Law (Cambridge, Mass: MIT Press,1967)». 
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一 
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Pp 


W 

14.16 以 L/P 对 Ww 的 起 线 历 出 的 假想 可 北 实 验 的 结果， 虽然 在 

同一 状态 2 下 得 到 了 厂 的 两 个 不 同 的 值 ,这 两 条 曲线 下 面 ( 到 它们 

各 自 终 点 为 止 ) 的 面积 是 相同 的 ,但 如 果 |,.P-i2WY 只 与 互 的 初 终 态 
有 关 ， 那 末 P-!4W 就 是 一 个 状态 函数 (体积 Z) 的 恰当 微分 


是 同样 潮湿 。 所 有 的 水 (能量 ) 仍然 在 那里 ,但 不 再 有 进一步 的 自 
然 流动 发 生 . 

我 们 已 讨论 过 的 状态 函数 中 还 没有 一 个 以 单 向 方式 改变 的 函 
数 ， 至 少 在 事后 可 以 自然 地 推测 到 还 缺少 一 个 状态 函数 ， 而 这 个 
状态 函数 确实 是 以 定向 的 方式 改变 的 。 在 上 -一段 中 我 们 已 经 指出 
了 关于 发 现 这 个 函数 的 方法 。 乘 上 一 个 积分 因子 PP 就 把 4W 变 
成 一 个 恰当 微分 。 即 状态 函数 体积 的 微分 ， 除 了 dW 外 ， 第 一 定 
律 还 包 另 一 个 非 恰 当 微 分 22。 确实 ,可 逆 过 程 的 实验 表明 ， 如 果 
Z0 乘 上 一 个 积分 因子 就 构成 了 一 个 恰当 微分 ,在 这 种 情况 下 积分 
因子 为 9 飞 图 14.17)。 由 9-'40 给 出 的 微分 的 状态 函数 称 之 为 
箭 $, 于 是 


状态 Z， 


0 
图 14.17/ 以 9 对 9 曲线 画 出 的 两 个 恨 想 可 逆 实 验 得 到 的 结果 ， 殉 六 
曲线 下 重 的 面积 相同 ;因此 80749 十 一 个 认 芒 国 获 ( 炳 ) 的 答 当 短 分 ， 
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4 一 9 4d0 (可 逆 过 程 ) 《8 ) 
注释 ,为 了 使 (8) 式 成 立 ,温度 必须 相对 于 最 低 的 可 能 瘟 度 处 
的 零度 来 测量 。 因 此 在 所 有 热力 学 计算 中 ,给 温度 @ 赋值 时 ,都 采 
用 绝对 尺度 (例如 开尔文 尺度 )。 我 们 要 强调 ,只 有 对 于 可 送 过 程 ， 
《8) 式 才 给 出 用 线 积分 计算 炉 改 变 方 法 的 短 写 形式 。 
有 了 (8) 式 和 表达 式 dW 一 Pd (适用 于 可 逆 的 脱 胀 和 压缩 
过 程 ), 第 一 定律 可 写作 


dE = @4dS — pady : | C94) 
或 者 ， 对 于 缓慢 的 改变 ， 
dE _ ods ,aV / 
a 天 a : (9%b) 


S 的 改变 有 方向 性 吧 ? 为 了 得 到 某 种 理解 ， 考 虑 图 14.14 上 
用 绝热 活塞 所 做 的 那 两 个 实验 .在 这 两 个 实验 中 ， 我 们 把 沙子 从 
活塞 移 走 ， 因 而 气体 从 初 态 3 彤 胀 到 终 态 叉 . 因为 活塞 是 绝热 
的 ,所 以 脱 胀 是 绝热 脱 胀 : 


rr 


14.18 从 ,到 的 曲线 代表 活 赛 的 可 逆 胶 胀 ， 虚 线 代 表 

最 终 使 气体 的 状态 3a 与 ， 具 有 相同 压力 的 不 可 送 腾 胀 的 平 

均 路 径 。, 的 人 性质 可 以 从 使 系统 由 也 到 2 《〈 庶 线 ) 所 必需 的 
假想 的 本 道 冷却 效应 准 导 出 来 . 


情况 1i.。 线 慢 的 可 北 绝 热 过 程 。 这 里 ， 


5 和 3 。 


Ja Ji 一 和. 
他 


系统 是 绝热 的 ;所 以 肯定 没有 加 热 ， 于 是 3 一 S,, 炳 不 改变 (因此 
过 程 称 为 等 焙 的 ). 

情况 2 不可逆 绝热 过 程 。 考 虑 图 14.18 的 P-8 图 .为 了 参 
考 起 见 , 我 们 用 实 线 画 出 了 缓慢 地 把 沙巴 移 走 所 造成 的 从 状态 3 
到 史 的 可 逆 膨 胀 . 不 可 逆 过 程 的 路 径 不 能 完全 用 曲线 来 表征 ,办 
为 在 给 定时 间 内 没有 单个 的 了 和 6 值 来 表征 这 个 系统 。 考 虑 图 中 
用 点 线 表 示 出 来 的 P 和 9 的 平均 值 是 有 益 的 。 但 是 ,只 有 台 的 终 
点 才 是 重要 的 。 因 为 已 经 移 走 了 同样 多 的 沙子 ， 这 个 点 的 了 坐标 
与 可 逆 过 程 的 相应 的 坐标 是 相同 的 。 但 是 实验 指出 ， 在 很 快 的 不 
可 逆 膨 胀 中 ,有 “浪费 的 ”额外 加 热 存 在 ， 因 此 在 县 点 温度 坐标 比 
较 高 、 

为 了 确定 系统 在 3 时 的 状态 ,我 们 采用 设想 可 逆 过 程 时 常用 
的 策略 ， 这 就 会 使 系统 具有 一 种 已 知性 质 的 状态 。 系 统 的 状态 可 
以 用 缓慢 的 冷却 从 三 变 成 马 , 因 为 热量 必须 从 系统 移 走 ,所 以 a5 
一 40/8 中 的 49 是 负 的 , 相对 于 均匀 的 焙 值 ， 冷 却 造成 闹 的 减 
少 , 这 是 沿 忆 和 马 之 间 可 逆 曲 线 的 状态 的 特征 。 这 一 推理 表明 ， 
从 到 马 的 不 可 并 绝热 膨 腾 中 粹 是 增加 的 ， 

这 辐 一 推理 适用 于 绝热 压缩 。 如 果 压 缩 是 可 逆 的 ， 那 末 过 程 
便 等 米 。 但 是 , 不 可 六 绝热 压缩 使 炉 增 加 (练习 1)。 利 用 与 环境 
绝热 因此 在 边界 上 没有 热 交 换 的 系统 ( 象 活塞 ) 所 作 的 其 他 实验 或 
埋 想 实验 ,可 以 得 到 类 似 的 结果 ， 的 确 ,大 概 我 们 必须 把 经 过 边界 
的 所 有 东西 的 交换 排除 掉 。 于 是 ,在 孤立 系统 中 ;我们 会 得 到 这 样 
的 假设 , 烂 永 不 减少 ,而 且 只 在 可 逆 过 程 中 才 保 持 不 变 . 

一 个 有 关 的 假设 是 字 宙 中 的 炉 永 不 减少 ， 因 为 在 没有 东西 可 
从 “其 他 地 方 ” 进 人 ,从 这 个 意义 上 来 说 ,宇宙 是 “孤立 ”的 .但 是 ， 
我 们 必须 谨防 把 我 们 的 尘世 经 验 推广 得 太 远 。 在 大 多 数 热 交 换 实 
验 中 ,在 实验 中 很 难 从 进行 实验 的 建筑 物 (或 者 也 许 是 城市 ) 更 远 
的 地 方 去 寻找 任何 环境 影响 ， 因 此 也 许 并 不 奇怪 ， 还 有 涉及 到 真 
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自 的 宇宙 热力 学 的 没有 回答 的 问题 ,了 为 了 过 避 这 些 问题 ,我 们 假 
设 一 个 系统 加 上 它 的 环境 的 永 不 减少 ,并 且 让 “环境 的 定义 有 些 
含糊 ”. | 

上 一 段 加 了 着 重 号 的 句子 包含 着 业 的 一 个 有 用 的 性 质 ， 这 个 
性 质 适用 于 不 可 逆 但 却 改变 得 足够 缓慢 因而 它们 仍 可 用 单一 温度 
@ 来 表征 的 系统 。 (有 一 个 例子 是 由 两 种 允许 混合 的 成 分 组 成 的 
系统 ， 还 有 一 个 例子 是 具有 缓慢 移动 但 却 “ 无 摩擦 ”的 活塞 的 系 
统 . ) 我 们 知道 ,如 果 改 变 是 可 逆 的 , 那 末 精 变 为 | 6-'w0。 我 们 电 
定 在 不 可 逆 过 程 中 , 米 变 超过 这 个 量 

为 了 支持 我 们 的 论断 ， 我 们 从 如 下 的 观察 结果 开始 ;进入 系 
统 的 热流 的 作用 ,应 该 与 环境 的 类 型 无 关 。 因 此 ,我 们 可 以 把 环境 
想象 为 具有 均匀 的 、 任 何 时 候 都 与 系统 相等 的 温度 92， 在 我 们 所 
设想 的 环境 中 ,不 允许 有 不 可 逆 的 情况 ,这 样 环境 温度 的 缓 棍 改 恋 
将 是 可 逆 的 . 

令 9 和 5, 表示 系统 初 终 态 的 焙 值 ， 并 用 引 .和 5 表示 相应 的 
环境 的 米 。 流 和 人 系统 的 热量 正在 可 逆 地 从 环境 中 流出 ， 利 用 这 一 
点 ,我 们 得 到 

S$, 一 S, | 5-ao. 
按照 上 面 楷体 的 句子 的 意思 ， 
$+5— (S++ $5)>0. 
9 一 5 > | ereo. 
我 们 的 讨论 可 以 用 另 一 个 定律 性 质 的 公设 来 综述 . 


ee ee es | 


1) 参阅 , 仿 如 ，B. Gal-or,，“The Crisis About the Origin of Irreversibility and 
Time Anisotropy,” Sctence 176, 11—7(1972). 

2) 没有 温差 就 没有 热流 . 因此 更 精确 的 说 法 是 把 这 个 极限 看 作 是 环境 的 热传导 
率 无 限 地 增加 的 情 帝 ， 这 样 系统 和 环境 之 间 只 需要 趋向 于 零 的 小 温差 便 可 产生 
29， 
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平衡 执 力学 的 第 二 定律 


第 一 种 形式 . 假设 一 个 孤立 系统 从 炉 为 5 的 均匀 状态 改变 
到 | 燃 为 9 的 均匀 状态 。 那 末 4 之 9:， 而 且 等 号 只 适用 于 可 逆 弯 
化 . 
”第 二 种 形式 . 假设 一 个 非 孤 立 系 统 缕 慢 地 从 炳 为 9 的 均匀 
状态 改变 为 粮 为 5; 的 均匀 状态 。 (改变 足够 缓慢 ,以 使 任何 了 时刻 
系统 总 是 可 以 用 单一 温度 日 来 表征 . ) 于 是 


4 一 Si 之 |e 四 -CO ， 


其 中 的 等 号 只 在 可 逆 变 化 时 才 成 立 

关于 烂 和 可 作 功 能 量 之 间 的 联系 ， 我 们 要 提 到 开尔文 事 士 的 
一 个 展示 人 狂 的 推论 。 开 尔 文 考 虑 过 在 温度 为 @,、@,、@,、*… 的 各 
个 热 库 闻 工 作 的 过 程 , 这 里 @ 二 8, 志 8,…*。 他 证 明 , 这 样 的 一 
个 过 程 所 造成 的 不 能 进一步 作 功 的 能 量 等 于 @ 的 大 小 与 过 程 所 5 
起 的 燃 的 改变 的 乘积 . 
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1. 利用 图 14.14 画 出 的 绝热 活塞 装置 所 作 的 不 可 逆 和 不 可 逆 膨 胀 
实验 ， 课 文中 讨论 了 粹 的 改变 。 试 给 出 相应 于 压缩 实验 的 类 似 
时 启 论 . 

2. 如 果 S= SC(CE,V), 从 (i) 45 = 8@-ipadV 十 B-dE 是 一 个 从 
当 微 分 ， ii 二 阶 偏 微 商 的 次 序 是 不 重要 的 (如 果 这 些 导数 都 是 
连续 的 ), 试 推导 下 列 方程 : 


08 BP 60 
一 十 @ -一 一 P- 一 一 0 (了 ,天 
5 有 SE ( 为 自 变 量 ). 


( 当 把 其 他 变量 看 作 自 变量 时 ,类 似 的 关系 也 成 立 ， 对 这 些 关系 中 
的 一 些 进行 推导 为 我 们 提供 了 偏 导 数 方法 的 一 个 很 好 的 实践 . 参 
阅 附 录 13.1 ) 
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附 承 14.2 一些 历史 记 注 


在 下 面 几 段 中 ， 我 们 将 非常 简要 地 概述 一 下 连续 介质 力学 早 
期 发 展 历史 中 的 一 些 情 况 ， 使 读者 可 以 开始 看 到 这 门 学 科 只 是 经 
过 了 曲 有 才华 的 人 们 多 年 的 努力 才 发 展 起 来 的 .在 这 样 做 时 ， 我 
们 六 量 地 根据 Clifford Truesdell* 的 一 篇 有 特色 的 透彻 而 雄辩 的 文 
章 ”, 为 了 了 解 更 多 的 细节 ， 同 时 也 对 力学 发 展 中 实验 所 起 作用 作 
出 评价 ,我 们 让 读者 去 参阅 这 篇 文章 . 

牛顿 定律 在 连续 介质 力学 的 发 展 中 仅仅 是 极其 重要 的 第 一 
步 。 从 和 牛顿 并 没有 能 解决 这 门 学 科 中 的 许多 重要 问题 这 一 事实 来 
看 ,这 是 很 明显 的 。 事实 上 ,这 些 问 题 中 有 许多 至 今 尚 未 解决 ， 

例如 , 牛 申 考虑 过 弹性 体 经 过 弹性 质 扩 等 距 点 阵 的 运动 ,他 试 
图 以 此 计算 放置 在 空气 流 中 的 物体 上 的 作用 力 。 所 得 的 理论 给 出 
的 阻力 正比 于 空气 的 密度 、 物 体 的 横 截 面积 和 速度 平方 。 它 只 是 
很 差 邮 算出 了 作用 在 物体 前 面 的 力 ，、 根 本 没有 计 及 物体 后 面 作用 
着 的 比较 低 的 压强 ， 而 后 者 是 造成 物体 阻力 的 主要 部 分 。 在 十 九 
世纪 末 , 和 牛顿 的 理论 用 来 证明” 飞机 的 飞行 是 不 可 能 的 ,因为 飞机 
会 们 到 很 大 的 阻力 。 二 十 世纪 建筑 规范 所 需 的 风 压 计算 中 ， 还 残 
留 着 这 个 理论 的 影响 "， 这 并 不 奇怪 ,因为 是 普 朗 特 在 十 二 世纪 初 
方 打开 了 很 好 地 理解 我 们 今天 才 有 的 流线型 物体 的 阻力 的 道路 . 
到 便 这 样 一 种 理解 也 是 不 完全 的 ， 而 钝 体 阻力 问题 在 很 大 程度 上 
仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 .( 人 参阅 第 I 卷 第 三 章 .) 

牛顿 并 没有 试图 寻找 由 他 的 定律 所 得 到 的 某 些 微分 方程 的 近 
似 解 ,以 确定 物体 的 阻力 。 相 反 , 他 尝试 着 用 各 种 具体 的 假定 和 特 
有 的 理解 去 解决 问题 。 这 是 很 有 代表 性 的 。 只 有 在 有 了 多 年 处 理 
问题 的 经 验 以 后 ,才能 清楚 哪 一 个 假设 是 正确 的 , 哪 一 个 假设 是 不 

1) “A Program ‘Toward Rediscovering the Rational Mechanics of the Age of 

Reason”, Arch Hist Exact Sci 1(1), 3—36(1960), 


72) PF. Nemenvi, “The Main Concepts and ldeas of Fluid Dynamics in Their 
Historical Development”, Arch. Hist Rxacts Sc1., 2(1), 52--86(C1980). 


” 507 * 


正确 的 ;在 有 可 能 讲 出 哪 一 条 正确 的 假设 是 基本 的 , 哪 一 条 又 可 以 
从 基本 假设 推导 出 来 之 前 ， 则 必须 做 更 多 的 研究 ， 最 最 困难 的 是 
把 看 问题 的 方法 提炼 成 为 清楚 地 下 了 定义 的 原理 . 

有 一 个 后 来 弄 请 楚 是 很 重要 的 一 般 原 理 ， 对 它 的 认识 为 我 们 
提供 了 一 个 失败 的 例子 ,这 就 是 英国 数学 家 B. 泰勒 关于 振动 着 
的 弦 的 工作 。 1713 年 ， 泰 勒 把 牛顿 定律 应 用 于 弦 线 的 一 个 微 元 ， 
他 并 不 明白 把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 物体 的 无 穷 小 的 微 元 就 可 以 推 
出 运动 方程 。 “他 并 不 把 这 个 结果 认 作 运动 的 微分 方程 ， 因 此 他 
(进一步 ) 的 工作 便 建 立 在 混乱 和 部 分 错误 的 假 设 之 上 ”(Trues- 
dell ). 

把 牛顿 定律 上 应用 于 无 穷 小 微 元 从 而 首先 把 运动 方程 有 明确 推导 
出 来 的 工作 ,出 现在 本 伯 努 利 的 水 力学 (1739) 之 中 。 在 研究 不 可 
压缩 无 粘性 流体 的 一 维 运动 时 ， 们 努 利 引进 了 一 个 他 称 之 为 内 力 
而 我 们 现在 称 为 压强 的 应 变量 。 壁面 或 流体 静 力 学 中 的 液 柱 所 作 
用 的 压强 ,以 前 已 有 人 用 过 .不 过 ,虽然 他 把 这 一 概念 解释 得 很 不 
好 ,也 几乎 没有 利用 过 它 , 但 是 , J]. 伯 努 利 由 于 引进 了 未 知 的 内 力 
而 取得 了 重要 的 概念 上 的 进展 . 

现在 我 们 来 说 已 人 荆 . 欧 拉 (1707 一 1783), 他 计算 起 来 至 不 
费 切 ,就 象 斜 吸 或 座 在 风 中 各 翔 一 样 ”(Arago)。 欧 拉 的 工作 有 
很 多 卷 ,整理 了 大 量 前 人 的 材料 ,对 他 那个 时 代 所 懂得 的 各 种 数学 
作 了 深刻 的 贡献 .。“ 他 的 记号 几乎 是 最 新 的 ,或 者 也 许 我 们 最 好 说 
我 们 的 记号 都 是 欧 拉 的 记号 (Struik)， 在 欧 拉 生 命 的 最 后 十 七 年 
中 ,即使 完全 是 宦 目 的 ,也 几乎 只 能 使 他 的 工作 性 质 更 加 出 色 ”. 

我 们 只 能 触及 欧 拉 的 几 个 最 重要 的 发 现 。 十 八 世 纪 五 十 年 
代 , 他 作出 了 两 个 非常 重要 的 页 献 。 首 先 ,对 运动 学 和 动力 学 之 间 
的 差别 的 次 刻 认识 使 鞠 拉 理解 了 质量 守恒 。 其 次 ,他 把 J. 伯 努 利 
几乎 没有 利用 的 一 维 瓷 动 的 内 力 的 概念 应 用 到 条 和 说 轮 上 去 ， 然 
后 把 这 个 概念 推广 为 我 们 现在 在 三 维 流动 中 所 用 的 内 部 法 向 压力 


1) 但 是 ?即使 是 天 才 也 不 能 没有 错误 。 例 如 "在 试图 计算 声速 时 牛顿 和 欧 拉 都 做 
过 不 正确 的 物理 假设 ， 参 阅 13.3 市， 
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的 概念 ， 

多 年 来 ， 欧 拉 一 直 党 试 着 把 柔 线 理论 和 弹性 范围 内 的 理论 统 
一 起 来 , 前 郑 利 用 力 的 平衡 , 后 者 利用 力 年 的 平衡 ,1771 年 ,他 和 弄 
明白 对 于 计算 作用 在 -- 根 弹性 线 的 某 微 元 上 的 力 来 说 ， 剪 切 和 拉 
伸 都 是 必须 的 。 这 是 普遍 应 力 矢 量 的 第 一 次 应 用 . 

似乎 是 欧 拉 在 上 面 提 到 的 工作 和 1744 年 他 关于 许多 平面 连 
证 的 工作 导致 了 动量 窍 守恒 的 假设 。 因 此 是 积累 了 几 十 年 的 努力 
才 在 1776 年 发 表 了 欧 拉 的 力学 定律 . 

虽然 在 研究 弹性 理论 时 欧 拉 引 进 了 未 知 的 应 力 矢 量 ， 但 是 应 
力 矢量 这 个 重要 的 普遍 概念 是 一 直到 再 过 了 五 十 六 年 才 被 引进 
的 。 这 恰恰 就 是 柯 西 这 个 人 来 完成 的 。 柯 西 在 复 变 函数 方面 也 作 
了 基本 的 工作 ,他 把 这 门 微 积分 表述 成 为 我 们 现在 学 习 的 样子 ,并 
且 对 有 限 群 作 了 许多 重要 的 早期 研究 . 

对 于 某 些 历史 情况 ,即使 我 们 只 写 了 很 少 的 几 段 ,但 这 也 足以 
证 明 ， 连 续 介 质 力学 的 发 展 需要 最 有 能 力 的 人 们 去 做 许多 年 的 工 
作 。 还 要 提 及 一 点 ， 这 就 是 虽然 连续 介质 力学 的 原则 现在 可 以 归 
纳 成 几 行 ,但 这 应 该 感谢 天 才 人 们 的 提炼 ,尽管 对 它 的 确实 理解 需 
要 作 很 多 的 研究 . 

相反 ， 计 算 方法 却 是 我 们 很 容易 弄 懂 的 巧妙 发 现 之 一例. 例 
如 ,学 虑 欧 拉 的 发 现 、. 稼 系数 线性 常 微 分 方程 有 指数 形式 的 解 , 一 - 
个 能 干 的 大 学 二 年 级 学 生 在 几 个 小 时 内 便 可 学 会 有 关 这 个 问题 要 
知道 的 一 切 。 而 一 个 新 的 物理 概念 则 是 另 一 回 事 ， 对 于 一 个 学 
生 , 一 开始 看 问题 的 新 方法 往往 看 起 来 很 简单 ,很 自然 ， 然 而 经 验 
表明 ,如 果 -- 个 人 要 对 来 之 不 易 的 概念 得 到 透彻 的 理解 , 那 末 他 就 
必须 亲自 经 历 某 些 得 到 这 个 概念 所 花费 的 费劲 的 智力 上 的 斗争 . 
一 本 讲义 或 一 本 教科 书 ,只 能 指出 这 一 道路 . 

因此 ,“ 直 觉 上 很 明显 ”这 个 词 不 应 纳入 连续 介质 力学 基本 原 
理 或 任何 一 门 现代 科学 的 讨论 中 去 。 我 们 有 时 在 办 公 室 和 实验 室 
里 贴 上 一 些 幽 默 的 条 幅 , 从 中 可 以 找到 一 条 比较 合适 的 瞳 语 : “在 
所 有 这 种 混乱 中 保持 平静 的 人 ,简直 就 是 不 明白 发 生 了 什么 .” 
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第 十 五 革 ”无 粘性 流体 的 流动 


如 同 14.5 节 中 所 讨论 的 那样 , 场 方程 描述 家 质量 守恒 那 柱 的 
为 所 有 连续 介质 都 共有 的 人 性质 ， 而 本 构 方程 则 描述 一 种 具体 的 连 
线 介 质 有 别 于 另 一 种 具体 的 连续 介质 的 属性 ， 我 们 在 本 和 中 背 先 
讨论 一 种 最 简单 的 本 构 方 程 ， 即 无 粘性 或 理想 流体 的 本 构 方程 . 
(如 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 如果 没有 运动 , 这 个 方程 也 适用 于 所 有 
的 流体 . ) 然 后 我 们 再 转向 某 些 特殊 问题 的 表述 和 求解 。 这样 便 会 
使 我 们 开始 明 昌 无 类 流体 模型 的 威力 和 缺点 。 

在 所 处 理 的 具体 问题 中 ， 第 一 类 问题 讨论 在 密度 随 高 度 变 化 
的 静止 的 流体 层 上 小 扰动 在 水 平方 向 传播 的 情况 .引进 了 重要 的 
稳定 性 概念 后 ,采用 线性 化 的 方法 ,对 所 得 到 的 特征 值 间 题 的 定性 
行为 作 了 研究 ,或 者 在 特殊 情况 下 作 了 求解 。 我 们 看 到 ,无 粘性 汶 
体 模型 对 一 些 物理 上 有 意义 的 情况 给 出 了 合理 的 预测 ， 

其 次 我 们 芳 虑 气体 中 的 压缩 波 。 我 们 的 讨论 论 及 了 小 振 申 声 
波 和 大 振幅 的 激 波 。 我 们 碰 到 了 传播 时 形状 不 变 的 线 化 波动 方程 
的 解 。 我 们 讨论 了 适当 的 非 线 性 偏 微分 方程 组 的 不 断 变形 的 简单 
波 解 。 后面 这 类 解 的 改变 发 展 得 非常 决 ， 实 际 上 就 形成 了 间断 的 
微波 .所 有 这 些 预 测 的 流动 状态 都 在 实验 上 得 到 了 很 好 的 验证 . 

最 后 。 我 们 利用 变数 分 离 法 去 求解 均匀 流 绕 一 个 贺 柱 的 二 维 
流动 。 这 种 六 动 似乎 并 不 与 经 验 相 符 ， 因 为 计算 表明 作用 在 圆柱 
上 的 净 阻 力 为 零 。 进一步 的 研究 指出 ， 这 同一 结果 也 适用 于 均 勾 
流 绕 相当 一 般 的 物体 的 流动 。 那 未 对 于 这 个 问题 ， 无 粘性 模型 似 
乎 并 不 能 令 人 满意 。 关于 粘性 如 何 造 成 阻力 的 讨论 是 第 着 这 
三 章 的 中 心 论题 ， 
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15.1 静止 流体 和 无 粘性 流体 中 的 应 力 


”本 节 的 主要 目的 是 描述 静止 流体 中 的 应 力 矢 量 ， 并 证 明 所 得 
的 结果 对 运动 中 的 某 一 类 流体 也 是 有 用 的 。 还 用 一 种 分 子 模型 为 
我 们 最 初 的 推断 提供 基础 。 


分 于 观点 


考虑 一 个 没有 优选 方向 来 回 迅 速 运动 并 作 弹 性 碰撞 的 候 多 微 
小 的 质 所 所 组 成 的 系 综 。 这 是 一 个 合理 而 且 熟 知 的 静止 气体 的 
理想 气体 分 子 ” 模 型 .( 在 运动 气体 中 分 子 具 有 优选 的 运动 方向 .) 
象 在 普通 物理 教科 书 中 那样 ,按照 这 个 模型 ,我 们 推论 出 这 样 的 结 
论 :” 某 表面 元 上 的 分 子 碰撞 是 这 个 面 元 上 纯粹 法 向 应 力 的 来 源 . 
因为 没有 优选 的 方向 , 切 向 力 分 量 加 起 来 为 零 , 由 于 同一 原因 , 一 
个 面 元 上 的 压强 大 小 (单位 面积 上 的 法 向 力 ) 应 该 与 该 面 元 的 方向 
无 关 , 因 而 我 们 假定 ,应 力 矢量 t 满 足 

tx,1, 7) = —p(x, tin, (1) 

式 中 是 压强 . 

上 一 段 中 的 弹性 质 后 模型 对 液体 显然 是 不 合适 的 。 关 于 更 合 
适 的 分 子 模型 的 研究 ， 其 进展 的 摘要 可 以 在 (例如 ) Seeger 和 
Temple《〈1965) 的 书 中 找到 但是， 未 深入 研究 补体 的 分 子 运 动 
沦 以 前 ， 我 们 可 以 猜想 某 种 形式 的 拥挤 将 代 痊 完全 气体 的 弹性 碰 
撞 。 仍然 没有 优先 的 方向 ,因而 可 指望 在 静止 的 流体 中 ,(1) 式 仍 
适用 ， 

虽然 固体 并 非 我 们 现在 的 研究 对 家 ， 但 是 我 们 也 许 应 该 提 一 
下 国体 分 子 结构 所 引起 的 非常 不 同 的 性 质 。 通 常 束 缚 在 或 多 或 少 
占 优 先 位 置 的 分 子 ， 一 般 可 能 以 某 种 国定 的 位 移 对 与 时 间 无 关 的 
任何 力作 出 调整 ,同时 伴 之 以 各 种 分 子 相互 作用 的 改变 。 因 此 , 正 
内 为 固体 是 静止 的 ,就 没有 理由 指望 其 中 有 简单 的 应 力 分 布 . 

在 这 里 也 宜 于 作 如 下 的 回忆 ,很 多 物质 是 不 容易 按照 “固体 ”、 
“液体 ”或 气体 分 类 的 儿童 们 的 玩具 橡皮 纪 (toy Sily Putty)， 如 
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朱 把 用 它 做 成 的 球 邵 到 地 面 上 : 它 就 反 跳 名 来 ,但 是 如 有 果 让 它 不 受 
扰动 ， 它 便 会 慢 慢 地 流 成 容器 的 形状 。 这 里 我 们 将 不 去 讨论 立 种 
模棱两可 的 问题 .我 们 按照 普通 讲话 中 的 含义 来 使 用 天体、 流体 
和 气体 “这 几 个 词 . (因此 ,流体 既 可 以 是 被 体 也 可 是 气体 .) 我 们 
的 本 构 关系 将 适用 于 每 一 类 材料 的 典型 代表 : 固体 钢 , 液体 水 和 
气体 空气 ， 


连续 介质 观点 


让 我 们 再 考虑 静止 流体 中 的 应 力 ， 这 次 我 们 利用 通常 把 液体 
看 作 一 种 连续 介质 的 经 验 。 在 这 样 做 时 ， 我 们 将 发 现 把 沿 垂直 于 
法 向 n 的 方向 作用 在 微 元 上 的 前 应 力 和 沿 mn 方向 作用 的 法 应 力 区 
分 开 来 是 很 有 用 的 . 


(3) (b) 


图 13.1 丸 放 六 同 下 切 过 冷 蜂 密 . 图 15.2 向 右 运动 并 把 蜂 乾 
(a) 5 表示 流体 作用 在 刀片 上 的 阻尼 前 应 力 ， ” 铺 开 的 刀片 .流体 中 的 篇 
(b)》 篆 号 表示 典型 的 访 体 速度 号 表示 典型 的 速度 天 量 . 


值得 注意 的 是 剪 应力 在 象 冷 蜂蜜 那样 的 液体 中 是 特别 明显 
的 ,我 们 把 这 种 液体 称 为 非常 粘 的 ">。 作 为 一 个 示例 ,设想 一 下 用 
一 把 刀 切 过 冷 妖 密 时 是 多 么 困难 . 刀片 的 边 绿 是 多 么 薄 ， 以 致 这 
种 阻力 必然 由 作用 在 刀片 平 面部 分 上 的 剪 应力 引 起 的 。 你 切 得 越 
快 ,就 越 艰难 . 

如 果 你 把 刀片 转 成 侧 向 ,并 试图 把 蜂蜜 铺 开 ,你 想 使 一 层 峰 蜜 
在 另 一 层 上 六 得 越 快 ,你 就 必然 推 得 越 费 动 (图 15.2)。 这 些 观 测 
结果 可 以 用 图 15.3 中 的 定性 曲线 加 以 概述 ， 请 注意 小 的 相对 速度 
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dy 
图 15.3 从 日 常 经 验 准 导出 来 的 前 应 力 工 与 流体 相 邻 

两 层 间 相对 速度 ar 之 阅 的 定性 曲线 . 
是 与 小 的 剪 应 力 是 联系 在 一 起 的 ， 我 们 指望 静止 流体 中 的 前 应 力 
将 会 消失 ,因为 在 这 里 , 相 邻 物质 的 相对 速度 总 是 等 于 零 的 ， 

岂 此 我 们 可 以 假设 静止 流体 的 应 力 是 纯 法 向 的 。 这 就 是 说 ， 

t 必然 在 n 的 方向 。 因 此 对 于 数量 疯 数 2 有 

t(x, 1, n) 一 —p(x, 1, nn. (2) 
所 以 , 除了 暂时 我 们 不 能 排除 ? 对 n 的 依赖 外 ， 现 在 关于 连续 介 
质 的 讨论 导致 了 一 种 与 (1) 式 相同 的 假设 。 但 是 从 应 力 矢 量 和 应 
力 张 量 之 间 的 关系 


3 
ti(X, 1, n) 人 >》 ， NiTii(X, 1), 
利用 (2) 式 我 们 得 到 
— PX, 1, n)n; 一 >, nTi(x, 1). 


T(x,1) = —fp(x,1, mn) (3) 
式 中 6;; 是 克 罗 内 克 尔 5。 因 为 (3) 式 的 左 端 与 nn 无 关 ,Px, 1, nn) 
实际 上 必须 与 nn 无关， 因此 ,我 们 从 连续 介质 的 观 扣 发现, 位 于 x 
处 的 面 元 上 的 压力 必须 与 法 矢量 n 无 关 ， 这 就 跟 我 们 上 面 从 分 
子 运 动 没 有 优先 方向 的 前 提 推 导出 来 的 结果 一 样 ， 
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注释 。 气 化 饮料 中 的 气泡 是 球形 的 。 这 就 证 实 了 我 们 的 看 
法 : 兽 止 流体 中 的 压强 大 小 是 与 应 力 所 作用 的 面 元 的 方向 无 天， 


流体 静 力 学 
因为 ? 不 依赖 n， 所 以 静止 流体 中 的 本 构 方 程 最 终 的 形式 如 
下 : 
T.,(X¥, 1 ) ~ — p(X, t )6,;. (4) 
当然 ,对 于 静止 流体 我 们 有 
v= 0. (5 ) 
利用 (4) 和 (5) 式 ,线性 动量 守恒 方程 (14.2.19) 简 化 为 
of — vp = 0, (6) 


这 就 是 流体 静 力学 方程 。 很 容易 看 出 ,除了 热效应 以 外 ,其 他 的 场 
方程 都 是 自动 满足 的 . | 

作为 流体 静 力 学 的 一 个 简单 应 用 ， 让 我 们 对 如 下 的 说 法 作 一 
验证 : 我 们 的 结果 是 与 人 们 从 未 见 到 过 一 块 流体 静止 地 停留 在 一 
个 固体 表面 上 的 这 一 事实 是 一 致 的 .假设 有 这 样 一 块 静止 的 流体 ， 
高 妃 , 宽 蒜 , 坐标 原点 位 于 其 一 边 的 中 心 ( 见 图 15.4)。 我 们 来 求 


图 15.4 假设 静止 地 停留 在 固体 上 的 - 块 流体 . 
解 (6) 式 ,其 中 体力 为 重力 : 
一 gk, (7) 
流体 受到 均匀 的 大 气压 强 p 的 作用 : 
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汪 4 0 过 = 去 刀 ， + 一 十 了 W (在 侧面 ) 时 ,， Pp 一 Pp。 (8:) 


当 z 一刀, 一 二 WW 芝 * 忆 坟 W (在 顶 面 ) 时 ,一 (8b) 


作为 一 种 习惯 , 当 求 解 具体 | 问题 时 ,我 们 采用 *,y 和 x 作为 空间 
坐标 ,而 不 用 比较 麻烦 的 xi， x2, 3. 
如 及 我 们 利用 (7) 式 ,(6) 址 便 变 成 
—p:—0, —pg— p=)0, (9) 
方程 (9) 和 (8b) 要 求 p = 一 pg(% 一 蝇 ) 十 ps， 但 是 。 利 用 这 个 
压强 ,我 们 不 能 使 (8a) 式 得 到 满足 。 如 所 指望 的 那样 ， 我 们 的 方 
程 组 表明 ， 图 15.4 不 能 描述 静止 流体 。 男 一 方面 ， 如 未 在 x 二 


二 W 处 存在 一 个 壁面 ,此 时 (8a) 式 的 情况 应 该 珊 去 ， 流 体 家 力 


学 方程 以 及 其 边界 条 件 便 会 得 到 满足 . 

假定 有 一 块 物质 放 在 一 张 桌子 上 不 发 生 形变 。 我 们 的 讨论 似 
乎 允许 我 们 排除 掉 这 是 一 块 流体 的 假设 。 但 是 , 如 果 长 时 期 进行 
观察 , 这 一 块 物质 会 经 受 类 流体 的 形变 。 我 们 应 该 说 ,“ 在 受到 几 
个 小 时 重力 的 作用 这 一 块 物质 的 行为 并 不 象 流体 ”， 这 种 更 为 精 
确 的 术语 使 我 们 想起 抽象 观念 “流体 ”对 于 理解 某 种 范围 的 现象 是 
很 有 用 的 ， 这 就 使 我 们 对 听 到 下 列 说 法 时 不 会 感到 惊异 : 在 研究 
地 质 时 标 下 出 现 的 形变 时 ,通常 可 以 把 “固体 岩石 看 作 流体 2. 


1) 在 Physics Today (Vol 17, p62，1964) 上 的 一 篇 评论 中 ， M. Reiner 把 如 
石 流 动 的 知识 归于 Prophetess Deborah 。 在 战胜 腓 力 斯 人 后 ， 在 她 的 一 首 着 名 
的 歌 中 。 她 唱 道 ; “山脉 在 基督 面前 是 流动 的 ?>. 在 三 百年 之 前 当 圣 经 翻译 成 次 
语 时 , 译 者 们 .…. 把 这 一 段 翻 译 成 “山脉 在 基督 面前 熔化 ”。 并 且 因 此 而 成 为 权威 
版 本 .但 是 Deborah 知道 两 件 事 情 。 第 一 如 同一 切 东 西 都 流动 一 样 ， 山 脉 是 
流动 的 。 第 二 ,山脉 是 在 基督 面前 流动 而 不 是 在 人 面前 流动 ， 其 简单 的 理由 在 
人 在 他 短暂 的 一 生 中 :不 能 看 到 山脉 的 流动 , 而 上 帝 的 观察 对 间 是 无 限 的 我 们 
因此 而 可 以 很 好 地 定义 一 个 称 之 为 Deborah 数 的 无 量 纲 数 

D 二 松弛 时 间 
观察 时 间 
于 是 固体 和 液体 之 间 的 差别 由 万 的 大 小 所 确定 ， 
那 末 从 科学 的 观点 来 看 ， 我 们 不 应 该 问 某 一 块 给 定 的 物质 是 固体 还 是 洲 
体 ， 如 果 Deborah 数 大 物质 应 该 看 作 固体 ,否则 它 就 应 该 看 作 液体 . 
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无 粘性 流体 


关于 切 开 冷 妖 蜜 的 讨论 ,我 们 把 大 的 蚤 应 力 与 通常 称 之 为 高 
粘性 的 流体 ”联系 在 一 起 。 相反 , 很 容易 用 一 把 刀 切 过 水 和 空气 . 
因此 ， 作 为 一 级 近似 ， 无 论 如 何 可 以 假设 在 这 些 不 重要 的 流体 剪 
应 力 总 是 为 零 。 因 此 , 我 们 定义 一 类 无 粘性 流体 ， 对 于 这 种 流体 
来 说 ,即使 它们 处 于 运动 状态 ,应 力 张 量 也 满足 本 构 方 程 (4)。 线 
性 动量 守恒 方程 (14.2.19) 现 在 便 变 成 和 著名 的 无 粘性 流动 的 欧 拉 方 
程 : 

pF —— vp ph. (10) 

本 章 其 余部 分 包含 有 几 个 表明 无 粘性 ?假设 成 功 与 失败 的 例 
子 。 我 们 将 把 刚才 推导 的 欧 拉动 量 方程 ,质量 守恒 方程 和 (在 研究 
压缩 波 时 ) 合适 的 状态 方程 作为 基本 方程 。 我 们 将 要 求 没有 流体 
穿越 边界 。 但 是 在 没有 前 应 力 存 在 时 ， 我 们 没有 理由 对 无 粘性 流 
体 可 以 怎样 在 边界 上 滑动 提出 任何 限制 。 


练 习 
并 . 试 证 明 、 对 于 完全 温 没 在 补体 中 的 物体 ,作用 在 上 面 的 泽 压 力 
大 小 ,等 于 物体 所 排 开 液体 的 重量 . 证 明 力 的 方 网 向 上 (与 重力 
方 同 相反 ). / 
2. 假定 重力 次 与 x 轴 方 向 相反 的 方 同 作用 ， 从 第 一 原则 详细 推 叶 
流体 力学 方程 


dz 


让 作用 在 水 平流 体 薄片 上 的 净 垂 直 力 等 于 零 ， 从 而 完成 这 个 推 


1) 名 词 “ 理 想 ? 过 去 常常 用 于 满足 (10) 式 的 流体 ， 这 个 名 词 也 许 反 了 驳 了 十 九 世 纪 的 
一 种 乐观 主义 的 观点 ; 即 只 有 造物 主 的 失败 :才能 使 自然 界 与 它 比 较 容易 接受 数 
学 分 析 的 行为 有 偏离 . 
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导 . 
下 面 两 个 练习 讨论 一 个 很 有 用 的 概念 流 函 数 
3. (a) 考虑 二 维 定常 流体 流动 。 试 证 明 连 续 方程 意味 着 
VA( 一 pvi 十 puj) 一 0。 因而 存在 一 个 盟 数 由 满足 pu 一 
风 ，py 一 一 es。 为 什么 ? 试 证 明 , 当 p 二 常数 时 ,这 个 关 
系 式 也 适用 于 非 定 弟 谎 动 . 
(b) 通过 证 明 曲 线 上 = 常数 是 流 线 , 证 明 把 四 称 做 流 鹃 数 ” 这 
个 名 词 是 合理 的 ，( 因 此 ,上 的 确定 与 得 到 流动 的 流 线 是 等 
价 的 : 只 要 经 过 微 商 也 可 求 得 pu 和 pz. ) 
14. (a) 令 C 为 连续 二 维 流动 的 一 对 流 线 如 和 由, 的 曲线 , ( 见 图 
15.5 ) 设 当 C 与 这 两 条 流 线 相交 时 C 的 弧 长 :的 值 为 s 和 
4 51 sj0。 试 证 明 


式 中 v 是 速度 矢量 ,并 且 
n 一 .ji 一 < 
ds ds 
从 物理 上 作 人 解释 . 
Y= yi i 
\ 
An 
y tc 


图 15.5 两 条 流 线 上 二 和 4 二 Jo. 计算 沿 任意 曲线 C 的 积 
分 (C 的 法 线 为 na), 从 而 给 出 差 $91 一 po 的 物理 解释 


(b) 考虑 密度 为 常数 的 无 粘性 流体 的 二 维 运动 、 设 保守 体力 主 
用 位 势 和 给 册 ， 于 一 VB。 取 动 量 方程 的 旋 度 , 试 证 朋 
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Ar B(x,y) ”一 Br T Oy: 

(于 是 ,矢量 方程 的 三 个 分 量 便 为 一 个 数量 方程 所 代 赫 .) 

75. 正 压 流体 定义 为 其 中 压强 只 依赖 于 密度 的 流体 : ?二 久 p). 

(等 炮 流 中 的 理想 气体 便 是 一 例 .) 在 这 样 一 种 流体 中 , 试 证 明 
VA(p vbi) 一 0。 如 未 了 hg 一 0， 那 末 对 某 个 *，9 = 一 Vr. 
高 等 微 积 分 书 给 出 了 确定 > 的 方法 。 利用 这 样 一 个 方法 去 确 
定 在 正 压 流体 中 pvz 是 其 梯度 的 数量 函数 ， 

6. 本 练习 证 明 , 对 于 在 保守 体力 作用 下 的 无 粘 正 压 流体 的 一 部 分 ， 
如 果 速 度 势 在 这 部 分 流体 中 一 开始 便 存 在 的 话 ， 那 末 这 个 速度 
势 将 继续 存在 ， 这 就 说 明 在 很 多 问题 中 假定 存在 速度 势 匈 数 的 
合理 性 .特别 是 那些 其 中 的 运动 可 以 看 作 从 静止 状态 开始 的 议 
体 。 (在 第 开卷 2.3.10 要 求 用 张 量 运算 对 这 个 重要 结果 进行 男 
一 种 推导 .) 

(a) 出 发 点 是 练习 14.2.7 中 得 到 的 用 物质 变量 表示 的 无 粘性 流 


mr 


体 的 下 列 运 动 方程 : 
3 , ( Ox | Ox 
二 上 Or O04, 
Op 
= = ] ， 2 ， 3 
OA, 人 


假定 外 力 是 保守 的 ， 因 此 力 矢量 是 基 些 标量 势 8 的 楷 度 
(六 1; 一 一 600/84;).、 进一步 假定 流体 是 正 压 的 [一 
pP(p)1， 对 时 间 在 0 到 :之 间 积 分 上 述 方 程 ,证 明 它 们 可 以 


写 戌 
3 
Oxi Or; yo 0, ,3 
7 了 1 Oz OA: OA 
式 中 


上 
一 | 入 + Q 一 本 (到 二 V2 十 3)| ar， 


Oxk 

Br | 

为 了 做 到 这 一 点 ,利用 分 部 积分 ,并 证 明 
Ox 
Ak | 一 


可 直接 从 偏 导数 的 定义 得 到 ， 
(b) 假定 对 于 有 限 体积 的 流体 ,t 一 0 时 存在 者 速 式 势 


le 
sp 


3 
| 3 了 
do— > FedX VD = V0. 


1 二 1 


推导 

3 ee- dx 一 > Vd A 一 dX， 

大] 1 
从 而 证 明 在 所 有 其 他 时 间 内 在 同一 部 分 流体 中 存在 着 速度 
EE 


7. 这 个 练习 证 明 , 无 粘性 流体 的 动量 方程 在 某 些 情况 下 可 以 积分 ， 
得 到 伯 努 利 方程 。 如 同 后 面 一 个 练习 所 指出 的 那样 ， 伯 努 利 方 
程 给 出 了 速度 和 压力 之 间 的 一 种 非常 有 用 的 关系 . 

(a) 比较 方程 商 端 的 分 量 证 明 下 列 等 式 


v .vv 一 二 VClvl) — vACvAv). 


《这 个 结果 是 第 开卷 2.3 节 定理 7. 那里 利 力 张 量 计算 方法 
给 出 了 一 -个 更 为 精巧 的 证 明 .) 

(b) 满足 VAhv 一 0 的 流体 运动 称 为 无 旋 的 . (第 开卷 3.1 节 
开头 有 一 个 讨论 指出 为 什么 这 个 术语 是 合适 的 . ) 对 于 无 旋 
流体 ,存在 基 个 速度 势 $,v 一 V4$。 同 样 ， 如 果 力 场 是 
保守 的 , 那 示 对 于 力 势 PP 有 FF = 二 一 Vd. 

对 于 保守 体力 作用 下 的 无 粘性 正 夺 流体， 推导 无 旋 运 
动 的 非 定常 伯 努 利 方 程 


和 十 | 十 era 二 一 一 个 时 间 的 函数 
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注释 ， 一 个 重 玫 的 特殊 情形 是 均匀 密度 的 定常 流动 ,这 时 ， 
伯劳 利 方 程 显然 变 为 


二 lv 十 二 十 8 一 常数 


18. 均匀 密度 的 无 粘 流体 沿 变 截 面 水 平 管道 作 定常 无 旋 流 动 。 假 
定 在 任何 给 定 截面 上 速度 均匀 . 如 果 Ap 是 连接 横 截 面 分 别 
为 5 和 5 的 差分 压力 计 上 所 指示 的 压强 差 。 试 找 出 单位 时 间 
流 过 的 液体 质量 的 公式 。 答案 是 某 个 量 的 平方 根 。 这 个 量 可 
能 是 作 的 ,因而 质量 流量 是 虚 的 吗 ? 
9. 考虑 基 个 锡 摊 ( 正 圆 柱 ) 以 等 角速度 w 旋转 。 流 体 象 固体 一 祥 旗 
U0 Vv" wr, w= 0. 
(这 是 在 普通 的 第 卡 儿 坐标 中 一 一 不 是 极 坐 标 .) 上述 速 度 场 在 
锡 催 上 满足 边界 条 件 。 试 证 明 具 有 重力 的 无 粘性 不 可 压缩 流动 
的 运动 方程 也 得 到 满足 。 假定 流体 表面 的 压强 等 于 大 气压 强 
4 (4 为 常数 ), 试 求 出 自由 表面 的 形状 . 
10. 一 个 轴 对 称 计 时 水 漏 的 设计 使 它 所 容纳 的 不 可 压缩 无 粘性 疹 
体 的 表面 以 等 速度 V 下 降 ( 见 图 15.6)。 试 证 明 y~* ,并 求 出 
比例 常数 . 


和 
2 
» 
图 15.6 旋转 图 形式 的 容器 . 在 每 个 》 处 横 截 天 为 半径 ?\ 面 积 5 一 rm 
的 殴 ， 液 体 经 过 底部 一 个 小 孔 外 漏 : 容 冀 设计 得 使 它 的 表面 以 常 速 了 了 下降. 
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15.2 分 层 流体 的 稳定 性 


和 枉 丙 阿 米 已 人 在 耗 尽 了 食物 供应 以 后 ， 突 伏天 始 集聚 到 比较 规 
则 、 彼 此 贸 有 一 定 疗 隔 的 诊 集 后 上 。 如 采 驱 动 压力 增加 得 很 大 的 
三, 光 共 地 六 过 管 道 风 诉 体 会 爸 展 出 吾 烈 的 随机 旋光 . 如 霖 把 少 
量 额 外 载 傈 加 到 一 个 金属 结构 上 去 , 它 就 会 朋 塌 ,所 有 这 些 以 及 其 
他 更 多 的 现象 部 可 看 作 是 平衡 失 稳 的 例证 。 所 朝 平 街 态 ,我 们 指 
的 是 问题 的 基本 方程 所 允许 的 定 弟 态 ， 如 果 把 一 个 系统 置 于 多 少 
偏离 乎 衡 态 的 状态 ， 我 们 就 说 这 个 系统 从 平衡 态 受 到 了 扰 动 。 抠 
动 就 是 为 了 取得 扰动 状态 我 们 必须 加 给 平衡 态 的 东西 . 如 条 在 系 
统 在 演变 的 意义 上 ,平衡 态 的 初始 扰动 在 变 大 , 那 末 我 们 融 说 平衡 
态 对 扰动 是 不 稳定 的 . 

1.3 节 简 要 地 讨论 了 共有 生物 学 兴趣 的 一 个 失 稳 问题 .如 本 
至 少 已 经 浏览 过 这 段 讨 论 的 话 , 那么 在 动机 上 将 是 有 帮助 的 。 更 
重要 的 是 在 进行 下 面 的 讨论 前 ， 读 者 熟悉 11.1 节 中 (与 其 他 材料 
无 关 地 ) 叙述 的 单 摆 的 失 稳 计 算 . 因为 在 这 里 我 们 将 研究 与 单 摆 
的 稳定 性 理论 有 关 但 却 更 为 复杂 的 材料 ， 这 就 是 研究 底 重 流体 层 
和 顶 重 流体 层 的 稳定 性， 

单 摆 是 一 个 只 具有 单个 自由 度 的 力学 系统 。 它 的 状态 可 以 用 
一 个 变量 来 描述 , 即 杆 与 参考 值 的 角 偏 离 ， 因此 单 探 随 时 间 的 六 
变 只 为 一 个 常 微分 方程 所 制约 。 相反 , 流体 层 可 以 说 具有 无 数 个 
自由 度 。 在 这 种 情况 下 ， 在 给 定时 刻 描写 流体 的 状态 需要 在 流体 
层 的 每 一 点 给 定 三 个 速度 分 量 、 压力 和 密度 。 这 个 系统 随时 铜 的 
演变 为 一 个 偏 微分 方程 组 所 制约 。 但 是 除了 这 些 深刻 的 差别 外 ， 
我 们 (正确 地 ) 猜 测 到 , 顶 重 流体 的 行为 与 倒置 摆 , 底 重 流体 的 行为 
与 处 于 "正常 ”位 置 上 的 单 摆 , 存 在 着 许多 相似 之 处 

我 们 之 所 以 如 此 细致 地 对 单 摆 的 运动 进行 研究 ， 这 不 仪 内 为 
它 的 直接 的 技术 上 的 重要 性 ， 而 且 还 加 为 它 为 许多 物理 情形 提供 
了 一 个 比较 熟悉 和 容易 为 人 们 理解 的 范例 。 类 似 地 , 下 面 要 研究 
的 无 粘性 流体 运动 ,虽然 它 本 身 具 有 不 小 的 意义 ,但 是 当 把 它 看 作 
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用 来 斋 明 连续 分 布 系统 失 称 的 自然 现 得 的 范例 时 ， 已 还 获 ; 和 导 很 大 
的 附加 重要 性 

这 种 间 题 的 一 个 极端 情形 是 我 们 将 要 考虑 的 涉及 两 种 互 不 相 
次 流体 ( 辟 如 说 油 和 水 ) 的 运动 。 分 开 来 看 ,这 两 种 流体 中 ,每 一 种 
者 可 看 作 具 有 均匀 密度 , 但 这 对 于 它们 的 混合 物 却 并 非 如 此 。 在 
运动 过 程 中 ,空间 某 特 殊 点 的 密度 可 能 首先 是 水 密度 ,然后 是 视 黎 
度 :, 再 是 水 密度 ,如 此 等 等 . 尽管 如 此 ， 与 给 定 的 流体 微 函 小 包 祖 
联系 的 密度 在 小 包 来 回 运动 时 仍然 是 常数 。 推 而 广 之 ， 我 们 将 在 
本 区 考虑 不 可 压缩 但 密度 不 均匀 的 流体 。 

我 们 将 看 到 ,如 果 重 力 垂 直 向 下 作用 ，, 那 未 , 对 于 只 依赖 于 垂 
直 坐 标 z 的 任何 密度 分 布 ， 在 原则 上 不 可 压缩 的 水 平流 体 层 可 能 
保持 静止 ， 因 此 ;我们 在 本 节 的 标题 下 论述 分 层 流 体 : 即 〈 密 度 不 
同 的 以 薄 层 形成 的 ”流体 ， 假 定 流体 是 无 粘性 的 ,我 们 来 研究 水 
平分 层 的 流体 层 的 稳定 性 ， 我 们 将 对 各 类 分 层 得 到 某 些 一 般 的 结 
打 ， 而 对 特殊 的 情形 得 到 某 些 特 殊 的 结果 .我 们 分 析 的 第 一 个 目 
的 是 得 到 速度 和 密度 扰动 的 一 组 线性 偏 微分 方程 。 因 为 平衡 解 只 
依赖 于 垂直 坐标 ， 于 是 我 们 就 把 问题 归结 为 一 个 通 数 z 的 假 微 分 
方程 . / 


靶 本 方程 及 其 精确 平 街角 


那么 我 们 来 考虑 位 于 z*” 一 0 和 z* = d 的 两 块 刚体 平面 之 
间 变 密度 的 不 可 压缩 无 粘性 流体 . (这 里 z* 是 垂直 坐标 ;xz” 和 7 
将 是 水 平 坐标 , ) 基 本 方程 如 下 : 


质量 守重: 
2 二 ov.Y 一 0. (1a) 
无 粘性 流体 线 动量 平衡 : 
0 一 一 Vi — p*gk., (1b) 
不 可 压 编 性 


7 


De i 


Dpo”__ 
pr = 0, (1c) 
水 平平 面 的 不 渗透 性 : 

/ 对 于 xs 一 0,d4，V .kk 一 (0 (1d) 
除了 已 加 上 星 号 以 强调 变量 不 是 无 量 岗 的 之 外 ， 所 有 变量 都 具有 
它们 的 习惯 上 的 含意 ， 跟 平常 一 样 ,k 是 垂直 坐标 矢量 ,8 是 重 
力 加 速度 ,因此 一 p*gk 是 用 来 代表 垂直 向 下 作用 的 重力 为 常数 的 
正确 有 的 一 项 . 

为 了 把 明显 地 出 现 的 参数 数目 加 以 减少 ， (参阅 6.2 节 关 于 
量 纲 分 析 的 讨论 .) 可 供 我 们 使 用 的 是 长 度 4 和 重力 加 速度 & ( 量 
纲 : 长 度 /时 间 *). 为 了 得 到 质量 的 量 纲 ,我 们 使 用 "标准 ”密度 R。 
〈 量 纲 : 质量 /长 度 ')。 因为 尚未 有 明显 的 方法 赋 给 第 数 Re。 以 确 
定 的 值 , 我 们 暂时 对 它 不 作 规 定 . 

我 们 选择 4a、g 和 Ro 的 组 合 使 没有 星 号 的 变量 定义 为 如 下 无 
量 纲 ? 量 : 

| * 
a 

fr 


vw 
VT (dg ) 纺 9 p Rdg” | 
如 果 我 们 引进 这 些 变 量 , 并 且 再 用 (1c) 式 来 修正 式 (13), 我 们 得 到 


六 

也 
要 = 一 一 - 
d 


YY 一 1， pe 一 一 Vz 一 pk, (2a,b) 
Dt 
Dp . 
Dr; 对 丁 3 一 U，|， w 一 1 (2c,d) 
1 


这 里 w 是 速度 的 垂直 分 量 , 算 符 匀 和 D/D: 用 新 的 (无 星 写 ) 变量 
来 解释 。 方程 (2) 本 质 上 与 方程 (1) 相 同 ,只 是 在 方程 (2) 的 无 量 纲 
变数 中 边界 平面 间 的 距离 和 重力 加 速度 都 是 有 值 1. 


“1) 距离 与 层 钓 厚度 4 相 比 较 。， 因 为 因子 2 会 把 方程 弄 乱 ,所 以 把 它 略 去 了 ， 要 
不 时 间 可 与 C24/g)"” 相 比 较 , 后 者 是 从 静止 开始 的 粒子 目 由 地 洲 过 这 层 流体 
了 听 用 的 时 间 ， 类 似 地 ,速度 在 本 质 上 是 以 末 速 度 《〈《248) ”为 参 若 是。 这 年 一 个 
科 子 从 静止 开始 下 落 距 离 a 所 达到 的 速度 . 


BD 5 83 办 


一 个 静止 层 是 否 相应 于 方程 (2) 的 一 种 可 能 的 解 呢 ? 在 v=0 
时 ,(2a) 和 (24) 目 动 满足 ,而 刹 下 的 方程 变 为 
pi: =0, p=—=0, p= —p, p=0, (3a,b,c,d) 
式 中 下 标 表 示 偏 微 商 。 方程 (3a) 和 (3b) 要 求 与 和 ?无 关 ， 而 
《3d) 要 求 2 与 1 无关， 有 了 这 些 知 识 ,(3c) 变 为 


Pp.(z2,1) 一 一 PCx， y， 2), (4) 
这 里 我 们 已 明显 地 示 出 了 P 和 ;的 其 余 的 可 能 的 自 变 量 。 如 果 
对 任何 时 | 间 z 和 z;, 我 们 有 


ps(2, 1) 天 p,(2, 11)， 
那 末 与 (4) 式 便 有 矛盾 。 因而 如 不 能 随 : 而 变 。 类 似 地 , 2 不 能 
随 * 和 ?7 而 变 。 因 此 ps, 和? 只 能 依赖 于 zz.。 


令 
p 三 R(z), : (5) 
式 中 R(xz) 是 z 的 一 个 任意 函数 。 于 是 由 (4) 式 
p(2) 一 一 |Rcoazz (6) 


在 不 定 积分 (6) 中 所 隐 仿 的 (可 能 与 时 间 有 关 的 ) 积分 常数 可 以 在 
某 高 度 zx 二 zs。 处 用 来 使 p(z) = 二 0. 这 仅仅 意味 着 pCz) 是 相对 
于 在 参考 水 准 sx 处 的 零 值 而 测量 的 .请 注意 , 把 参考 水 准 改 变 意 
味 着 在 的 定义 上 加 一 个 常数 。 因为 p 只 以 形式 Vp 出现， 这 并 
不 影响 运动 。 也 请 注意 ， 现 在 似乎 有 几 种 切合 实际 的 方法 来 定义 


参考 密度 Ro, 即 Ro 一 R (= (在 流体 层 中 央 的 密度 ) 或 R, 一 


上 ,RGz)4dz (平均 密度 ). 

我 们 已 经 证 明 ， | 
: Vv 三 0, p= R(z), p=—— |Ra: (7) 
是 任何 (可 积 ) 变 量 的 基本 方程 (2) 的 精确 解 。 我 们 现在 以 类 似 于 
研究 单 摆平 衡 态 稳定 性 的 方式 来 讨论 这 个 精确 解 对 小 扰动 的 稳定 
性 ， 
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扰动 的 线 化 方程 
我 们 首先 把 对 精确 解 (7) 的 扰动 规定 为 v,p 和 户 : 
Vv—0+v,p=R+p, p——|Raz+p, (8) 


把 (8) 式 代 人 基本 方程 (2)， 我 们 得 到 一 组 扰动 量 的 非 线 性 偏 微 分 
方程 。 例 如 ,不 可 压缩 条 件 (2) 变 为 
0 一 (R+ 十 p'), 十 u (Rp ); 十 vsv(R+p ), 
+w(R+p ), 
— pwups tvpyt wlR,+ pal. (9) 

与 单 摆 的 情况 一 样 ， 即 使 我 们 只 限于 扰动 很 小 的 情况 ， 以 致 
当 二 个 扰动 项 的 乘积 项 与 一 个 扰动 项 相 比 很 不 重要 时 ， 我 们 可 以 
忽略 乘积 项 ,这 样 仍然 可 以 获得 有 意义 的 知识 。 应 该 清楚 地 理解 ， 
我 们 限于 小 扰动 并 非 因 为 只 有 这 些 扰动 在 物理 上 才 有 意义 ， 而 是 
因为 只 有 这 种 限制 才能 使 我 们 得 到 可 以 求解 的 比较 简单 的 问题 . 

把 线 化 步骤 ?( 舍 去 非 线 性 项 ) 应 用 于 (9) 式 得 到 


pi 十 5 本 0， (10) 
而 当 这 个 步 邓 应 用 于 动量 平衡 条 件 (2b), 得 到 三 个 数量 方程 
Ra 一 —p’, Rvu=—py, Rw——ps—p. (lla,b,c) 


不 作 近 似 ,连续 方程 (2a) 就 可 化 成 线性 方程 


1) 热 悉 尺 度 化 (6.3 节 ) 的 那些 读者 ,可 以 较 好 地 理解 线性 化 ， 在 C9) 式 中 ， 如 果 所 
有 的 扰动 项 都 比 1 小, 那 末 ( 例 如 ) 象 wp 和 xoy 那样 的 项 就 可 以 忽略 ， 而 
象 o, 项 就 保留 下 来 。 但 是 ， 我 们 所 有 的 无 量 纲 化 过 程 是 以 与 撕 述 质点 自由 下 
落 的 尺度 可 比较 的 长 度 为 基础 的 。 因此 ,如 果 扰 动 流 的 实际 速度 比 自由 落体 的 
终端 速度 小 ? 那 末 无 量 纲 垂直 速度 w 就 比 1 小. 这 一 论证 以 及 与 此 类 似 的 论证 
给 出 了 “小 扰动 ?也 表示 的 概念 . 

如 果 我 们 希望 完全 采用 尺度 化 方法 ， 我 们 就 会 选择 〈dg)!:48 作为 一 个 速 
度 尺 度 。0<s&1、 这 便 明显 地 指出 ， 我 们 在 考虑 一 种 情况 其 中 最 大 的 预期 
速度 比 自由 落体 的 终端 速度 小 . 类 似 地 把 小 参数 8 引进 其 他 自 变量 的 尺度 中 
去 ,就 会 使 基本 方程 的 所 有 非 线性 项 前 出 现 8. 这 样 我 们 就 为 一 种 扰动 分 析 建 立 
了 步 豫 ， 而 这 个 分 析 所 得 到 的 一 阶 方程 构成 了 课文 的 主要 部 分 中 不 很 正式 地 扒 
导出 来 的 非 线性 问题 ， : 
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xz 十 2 十 比 : 一 1 (12 
边界 条 件 (2d) 要 求 

对 了 于 2 二 0,1。 w 一 0. (13) 
方程 (10) 一 (13) 构成 了 扰动 的 线性 问题 。 对 于 五 个 未 知 国 数 、 

v、w、p 和 wp ,有 五 个 偏 微分 方程 ， 
在 线性 仿 微 分 方程 组 (10)、(11) 和 (12) 中 , 自 变量 x\y 和 :只 
以 吕 数 形式 出 现 . 换 名 话说 ,就 这 些 变 量 而 言 , 偏 微 分 方程 具有 常 
系数 . 把 具有 常 系数 的 线性 常 微分 方程 所 用 的 方法 加 以 推广 ,我 
们 惑 得 到 对 变量 x、y 和 :中 的 每 一 个 都 以 指数 形式 依赖 的 解 , 和 而 
且 ， 把 这 个 解 代 人 方程 后 每 个 项 都 会 有 一 个 最 终 可 以 相 消 的 指数 


因子 ，. 
上 面 这 一 段 部 分 地 推动 着 我 们 去 寻找 如 下 形式 的 解 
U(x, ys, 2,1) f(z) 
vy (X,Yy, 2,1) 六 (2 
wr ys) | 一 | 长 (go le hrthy)to: (14 ) 
p(X, y, 7,1) 6(z) 
P(x, ,2,1) -~ Blz) 


在 这 里 ,似乎 我 们 只 在 考虑 非常 小 的 一 类 扰动 。 然 而 ,即使 这 些 扰 
动 是 真 的 ,我 们 的 方程 也 只 简化 为 常 微分 方程 ,这 就 使 它们 的 求解 
比较 容易 ?。 我 们 下 面 将 要 讨论 的 一 个 更 有 力 的 观点 是 我 们 的 特 
殊 扰 动 方 法 可 以 “加 起 来 ”, 从 而 得 到 一 个 相当 一 般 的 扰动 . 

我 们 注意 到 ， 如 同 经 党 对 线性 问题 那样 ， 我们 既 可 取 复 数 解 
(14) 的 实 部 ,也 可 取 它 的 虚 部 作为 我 们 的 最 后 的 解 ， 以 满足 速度 、 
压强 和 密度 都 是 实数 的 要 求 . 

在 (14) 式 中 ,0o 可 以 是 复数 ,但 我 们 却 把 kh 相让 取 作 实数 ,如 
儿 名 和 两 者 之 一 的 虞 部 不 为 零 , 那 末 当 x -> 土 0 ,或 一 士 o 
时 ,扰动 将 无 界 地 增长 。 例 如, 如果 


1) 化 费 大 量 的 工作 去 得 到 一 个 特殊 的 解 是 不 明智 的 . 但 是 如 果 只 需 比 较 少 量 的 
工作 ， 考 忠 一 种 特殊 情况 可 能 是 值得 的 。 这 是 应 用 数学 中 方法 的 一 个 一 般 规 
则 ， . 
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= 二， 0， 
堵 末 
(如 果 ?二 0， 当 x-> 十 oo 时 ， 

| expihix| 一 exp(— A Nx) 一 > | z 

如 果 如? 盖 0， 当 xz 一 一 co 时 . 

把 和 大 限制 为 实 值 ,这 就 限制 了 所 讨论 的 这 组 扰动 ,但 是 这 一 
组 扰动 似乎 足以 把 足够 多 的 成 分 包括 进来 以 合成 感 兴 趣 的 所 有 拢 
动 。 竹 谍 一 下 长 管 进 口 处 产生 的 形成 对 比 情况 的 抗 动 可 能 是 很 有 
帮助 的 。 这里“ 感 兴趣 的 扰动 ”时 间 上 有 限 但 空间 上 是 增长 的 2 

在 建立 了 要 加 以 考虑 的 扰动 形式 以 后 ， 我 们 可 以 进行 计算 . 
把 (14) 式 代 人 (10)、 (1LD 和 (127) 式 ,并 消去 公有 的 指数 因子 ， 我 们 
偶 得 到 线性 常 微分 方程 


ob + p=0, (15) 
dz 
Ro = 一 —1hkip, 人 az 一 — ihkp, 
Rob =— .5$, (16a,b,c) 
dz 

， ， dw 
1Rit + 1h 十 一 一 一 0， (17 ) 

dz 

和 边界 条 件 

(0) = 2(1) 一 0. (18) 


把 增长 率 g 表征 为 一 个 本 征 值 


因为 把 边界 条 件 应 用 在 (xz) 上 ， 我 们 就 试图 消去 其 他 变量 . 
做 法 如 下 ”求解 (16a) 和 (16b), 用 表示 雹 多 和 访 9 再 代 人 (17) 
式 ,我 们 便 得 到 


dP 


1) 在 最 后 的 分 析 中 。 只 有 完全 规定 了 的 初 边 值 问题 才能 确定 应 该 加 以 考虑 的 那 类 
扰动 ,但 是 ,对 象 现 在 这 个 问题 的 初步 研究 中 ， 采 用 一 种 较为 非 正式 的 方法 是 合 
适 的 ， 

2) 在 一 个 给 定 问 题 中 ,发 现 一 种 有 效 的 消去 方案 之 前 ,可 能 要 作 大 量 的 试 广 . 
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一 — Rok™ 4， (19) 


宅 


式 中 

三 大 十 有 (20) 
这 样 利 用 (15) 和 (19) 式 ,我 们 便 可 完全 用 必 来 写 出 (16c), 为 了 把 
我 们 的 符号 作 简 化 ,我 们 写成 于 一 攻 ， 最 后 得 到 ? 


2 (R +R(o ER) WwW- JR) wo, (21a) 
| WwW(0) ~ Wl1) = 0. (21b) 


我 们 立即 从 (21) 式 注意 到 和 和 多 只 以 组 合 好 一 天 十 下 出 
现 . 现在 ,我 们 正在 考虑 的 扰动 正比 于 
exp [zi(Rix 十 hy )] = exp(ik .Yr) 
式 中 rr 一 xi 十 yj, k= hit ki. 
但 是 [练习 1(a)]， 


exp | 二 ( + 3) 一 exp(ik . r). 


因此 ,扰动 交 且 线 k -rf = 常数 (垂直 于 波 数 矢量 上 的 直线 ) 是 常 
数 。 它 们 具有 空间 周期 2x/， 式 中 太一 《 妨 十 妨 )Y 二 |k|。 只 
有 外 进入 (21) 式 意味 着 稳定 性 行为 只 与 扰动 的 空间 周期 有 关 ; 与 
扰动 的 方向 无 关 。 这 是 可 以 预期 到 的 , 因为 问题 中 没有 优选 的 方 
同 ,但 是 ,请 记 住 ,这 里 没有 考虑 的 非 线 性 问题 ,可 能 会 在 波 数 矢量 
的 某 些 组 合 所 形成 的 模式 中 表现 出 优选 性 来 . 

注释 名词 全 波 数 或 水 平 波 数 有 时 用 克 来 表示 k 的 大 小 . 

似乎 不 可 能 找到 一 个 用 函数 Rs) 表 示 方 程 (21) 的 显 式 解 .不 
过 ,我 们 确实 知道 ,二 阶 线性 常 微分 方程 (21) 具 有 如 下 形式 的 通 解 


1) 方程 组 (21) 构 成 了 斯 图 姆 - 刘 维 问题 ， 我 们 将 重复 5.2 节 中 对 这 个 问题 的 一 些 
一 般 性 的 讨论 。 这 种 重复 有 双重 的 目的 ;用 一 个 特殊 的 问题 说 明 一 般 性 的 概 
念 ; 使 本 节 自 洽 . 
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1 (22) 
式 中 WD? 和 W" 是 方程 (21) 的 线性 无 关 的 解 , (我 们 已 经 明显 地 
出 过 , 解 对 参数 及 和 of 的 依赖 性 .) 
应 用 边界 条 件 (18) 便 得 常数 C; 和 C; 的 一 对 线性 代数 方程 : 
CWHO0; Ro) I+ CW 0; R00)= 0, (23) 
CD Ro) 十 Co 了 OCT RR, 0)= 0. 
相应 于 W 硅 0, 这 些 方程 具有 平庸 解 C: == C; 一 0. 情况 应 该 如 
此 ,因为 W 夺 0 意味 着 三 v 三 Pp 二。 三 0, 而 但 等 于 零 的 扰动 
对 精确 解 来 说 肯定 是 允许 的 .为 了 式 (23) 有 非 平庸 解 ， 我 们 必须 
有 有 
WO; R00) WHOO0; Rk, 0) 
WH; R00) WO, Ro) 
或 者 ,如 果 定 义 函 数 下 , 则 有 
F(R,0) = 0. (25) 
当 且 仪 当 参数 驴 和 之 间 有 某 种 天 系 ,。 那 末 ( 齐 次 方程 及 边界 条 
件 (21) 才 构 成 一 个 具有 非 平庸 解 的 本 征 值 问 题 。 如 果 名 看 作 已 
知 , 那 末 (25) 式 便 以 隐 式 确定 了 o， 一 般 地 讲 , 相应 于 每 个 *， 有 
许多 0 的 允许 值 . : 
稳定 性 的 结果 如 下 。 给 定 扰动 在 * 和 y 方向 的 波 数 多 和 名， 
我 们 由 (20) 式 来 确定 +。 对 于 一 个 给 定 的 ,原则 上 可 从 (25) 式 得 
到 ce 值 。 假定 对 于 某 些 & 值 ,存在 着 一 个 相应 的 具有 实 部 的 o: 


oo 十 10 。 Tir > 0. 


= 0， (24 ) 


因为 

[| expoaiz| = exp(o™n), (26) 
扰动 速度 ,压强 和 密度 将 随时 间 指 数 地 增加 。 如果 我 们 发 现 ,静止 
流体 层 中 至 少 有 一 个 这 样 不 断 增 长 着 的 扰动 ， 那 末 我 们 就 把 静止 
状态 称 为 不 稳定 的 。 如 朱 对 其 一 类 扰动 所 有 可 能 的 o" 值 都 是 负 
的 ， 我 们 惑 把 静 正 状态 称 为 对 这 类 扰动 是 稳定 的 ， 如 果 对 于 某 一 
扰动 ， 所 有 的 cc” 值 都 满足 oo 委 0， 并 且 至 少 有 一 个 值 满 足 
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ao” == 0, 那 末 我 们 就 把 静止 状态 称 为 对 这 类 扰动 是 随 过 稳定 的 ”. 

让 我 们 回 到 所 研究 的 具体 问题 。 这 就 能 使 我 们 说 明 我 们 在 如 
面 四 段 中 所 作 的 一 般 性 讨论 ， 并 为 下 刷 末 尾 多 少 比较 全 面 的 讨论 
打下 基础 , 


定性 的 一 般 推 手 


给 定 特征 值 问 题 421),， 有 两 种 做 法 。 第 一 种 做 法 实际 上 不 对 
方程 进行 求解 , 而 是 尝试 着 对 各 类 初始 密度 分 布 RC(z) 去 做 关于 
特征 值 o 的 行为 的 某 些 一 般 的 推论 。 第 二 种 做 靶 是 选择 特殊 函数 
R, 对 问题 作 详 细 的 求解 ,因而 对 茶 个 具体 问题 的 o 的 行为 得 到 一 
个 完整 的 分 析 。 证 我 们 从 第 一 种 做 法 和 人手 

方程 (21a) 可 能 具有 复数 解 ， 作 为 最 终 的 结果 ， 我 们 将 只 取 
(14 ) 式 的 实 部 或 虚 部 ,因此 没有 物理 上 的 理由 楼 求 WW 本 号 是 实数 ， 
考虑 到 复数 解 的 可 能 性 , 于 是 , 我 们 用 它 的 复 共 轿 历 乘 (21a) 式 ， 
并 从 0 到 1 积分 : 


| 矿工 4(R 2 ) dz 十 or: 
0 dz dz 


xm 天 dz — kh | RIW Idz 一 0， (27) 


这 并 非 一 件 明显 要 做 的 事 ,不 过 ,如 同 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 它 将 
产生 一 些 有 趣 的 知识 。 我 们 正在 进行 的 有 关 运 算 仅仅 是 许多 方法 
中 的 一 个 最 简单 的 例子 ， 而 这 些 方 法 是 近年 来 发 展 起 来 去 得 到 象 
(21) 式 那样 的 特性 的 知识 的 ， 而 在 实际 上 并 不 用 显 式 去 对 它们 进 
行 求解 . 

如 果 我 们 分 部 积分 (27) 式 中 的 第 一 项 , 便 得 到 


1) 不 稳定 扰动 最 终 增 长 得 如 此 之 大 以致 线性 理论 变 成 不 合理 的 。 然而 ， 邵 使 扰 
动 按 预 期 增长 时 ,为 了 考查 起 见 , 大 概 总 可 能 选择 一 些 初始 扰动 ， 它们 很 小 ， 因 

”此 在 某 个 时 间 关 隔 内 线性 化 是 正确 的 ， 因 此 、 从 线性 理论 推导 出 来 的 失 稳 结果 
对 于 静 上 上 状态 下 失 稳 的 预测 应 该 是 有 意义 的 ， 尽管 此 时 线性 化 理论 不 能 确定 最 
终 的 流动 条 件 ， 
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-一 - 2 二 1 
Ra | | eR ) a 
dz |z=0 0 dx dz 


边界 条 件 (21b) 意 味 着 WC0) 二 W(1) 一 0, 如 此 我 们 从 (27) 式 推 
得 方程 


a) 2 IW Id 
0 dz 


gw 1 / 
dW | dz (28) 


1 
-| RIwlias + -7?| R 4 
0 0 “dz> 


推论 1 如 果 对 0 三 z 三 1， 有 4R/dz > 0 (密度 随 高 度 连 
续 增 加 ), 那 末 对 于 某 个 正 值 P, 每 个 号 值 都 满足 o? 一 P。 因此 
rc 一 土 VP. (29) 
这 可 立即 从 (28) 式 得 到 ,因为 《是 实数 ,这 样 就 使 密度 是 一 个 正 量 
的 下 列 物 理 要 求 明 确 了 : 
对 于 0 过 rz 委 1，RCz) 二 0. (30 ) 
从 (29 ) 式 我 们 看 到 ,21) 式 的 特征 值 , 如 果 存 在 的 话 ; 则 它们 
将 一 个 正 一 个 负 地 成 对 出 现 . 有 关 和 党 微分 方程 的 论文 中 说 明 ， 只 
要 尺 满 足 某 些 条 件 ,事实 上 确实 就 有 无 穷 多 个 特征 值 存 在 ， 例 如 ， 
对 于 0 委 x 和 1，R 满 足 条 件 (30) 并 且 有 具有 两 个 连续 导数 这 锅 丘 
够 了 。 因 此 ,相应 于 这 种 函数 尺 的 平衡 态 ,由 于 在 (29) 式 中 存在 着 
正 根 而 一 定 是 不 稳定 的 .不管 初 始 密度 扰动 是 什么 ， 总 可 以 军 全 
以 流体 最 终 终 止 其 重 流体 薄 层 在 顶层 的 ( 非 稳 定 的 ) 平 衡 状 态 的 方 
式 去 选择 初始 速度 扰动 . 
推论 2 ”如果 对 于 0 委 * 近 1，,dR/dz 一 0， 那 未 对 某 个 正 量 
,我们 得 到 o 一 土 iV Pp .对 于 相应 于 问题 (21) 的 特征 函数 的 这 
类 扰动 ， 静 止 状态 是 随 遇 稳 定 的 ,，[ 这 里 也 是 从 (28) 式 立即 得 到 
的 .] 与 正常 摆 绪 平衡 位 置 周期 振荡 相似 ， 当 密度 随 高 度 的 增加 而 
连续 减 小 时 ,速度 、 密 度 、 压 力 将 不 其 振荡， 因此 , 当 稳 定 分 乓 流体 
受 扰动 时 ,一定 可 以 预期 有 波动 存在 。 这 种 “内 波 ” 在 大 气 和 海 广 
现象 中 是 常见 的 ,而 且 很 重要 . 
我 们 来 叙述 一 下 下 列 很 有 价值 的 结果 (Ince，1927， 第 237 
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页 ), 以 结束 我 们 对 从 方程 (21) 得 到 的 一些 定性 推论 的 说 明 。 如 果 
对 于 20 2 219 有 

> 0， 这 里 0 委 z 委 zi< 委 1， 
孝 末 有 无 穷 多 个 正 特 征 值 一 存 在 。 因 此 , 分 层 无 粘性 流体 的 一 个 
静止 层 , 如 果 它 包含 任何 个 子 层 , 不 论 这 个 子 层 多 薄 ， 只 要 其 中 密 


度 随 高 度 增加 , 那 末 这 个 静止 层 便 是 不 稳定 的 ， 
一 个 特殊 分 层 问 题 的 详细 结果 


我 们 现在 对 一 个 特殊 函数 尺 来 考虑 问题 (21)。 如 果 我 们 对 分 
层 流 体 的 兴趣 直接 为 一 个 具体 应 用 而 激励 ， 那 末 函 数 R 就 选 来 代 
表 某 些 实 验 测 量 结果 。 这样 一 个 函数 可 能 相当 复杂 。 精 确 的 分 析 
会 给 出 最 终 形式 方程 (21) 的 解 ， 但 数值 方法 很 可 能 会 是 更 适合 于 
得 到 具体 细节 的 方法 , 当 我 们 试图 处 理 实际 问题 时 ,往往 就 希望 这 
样 来 做 。 这 里 我 们 的 兴趣 更 为 一 般 。 因 此 ,作为 第 一 步 , 我 们 来 寻 
找 一 个 特殊 函数 R 使 方程 (21) 尽 可 能 简单 。 读 者 可 能 喜欢 把 下 一 
段 诞 起 来 , 花 一 点 时 间 试 着 去 找 出 这 样 一 个 函数 。 

犹如 瑞 利 历 士 第 一 个 观察 到 的 那样 ,可 以 证 明 , 对 于 某 个 常数 
8, 如 果 

R(z) = exp(p2z), 

那 末 (21a) 简 化 为 下 列 常 系数 方程 


2 + pO + kp — DW 0. (31a) 
我 们 仍然 有 相同 的 边界 条 件 
W(0) 一 W(1) 一 0. (31b ) 
倘若 常数 ”是 下 面 的 二 次 方程 的 一 个 根 ， 
十 pz 十 po 一 1 一 0， (32) 
那 末 , 常 系数 线性 方程 (31a) 便 有 形 为 exp(rz) 的 解 。 因 此 
一 一 了 8 土 二 V 9， (33) 


* S978 


式 中 
0=fF— 4k(b0 °C— 1). (34) 
很 容 匈 分 别 考 志 如 下 儿 种 情况 , 即 方 程 (32) 的 根 7+, 和 7+; 为 (1) 不 
相等 的 实数 并 2) 相 等 的 实数 ;3) 共 斩 复 数 . 
情况 (1): 8 > 0， 方 程 (31a) 的 通 解 为 
W = Ciexp(r2) + Cexp(722)s 
式 中 


为 了 得 到 满足 W(0) 二 W(1) 一 0 的 非 平庸 解 ,直接 计算 或 应 用 
式 《24 )， 得 到 条 件 exp(71) 一 exp( 7+;), 对 于 正 2 这 条 件 并 不 满 
是 . 
情况 (2): 0 一 0. 方程 (31a) 的 通 解 为 
一 一 二 Y 3exp | 一 工 二 
W = Ciexp ( ps) + C; p( -ps). 
边界 条 件 (31b) 意味 着 Ci = C; 二 0. 与 情况 (1) 相 同 , 没有 非 平 
情况 (3): 0 二 0, 我 们 把 0 写成 0 圭一， 因此 方程 (31a) 
W = exp (- 二 pz 
1 . 1 
》 4 | Cieos (= pz ) + Csin (= pz )|. (35) 
要 求 W(0) 一 W(1) 意味 着 


Cl,= 0， Casin p= 0, 


因而 ,对 于 非 平庸 解 ,有 
于 六 一 oz， 7 一 十 1]， 土 2， 填 3，。'。。 (36) 
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因为 吕 一 一 bp 从 (36) 和 (34) 式 我 们 推论 得 到 ， 如 果 0 = 0ay 这 
时 


a2 = 448(4k + B+ 4nr) (37) 
那 示 方程 (31) 具 有 非 平 户 解 (本 征 辫 数 ) 
W 一 exp(— TT po)sinCnre), 7 二 1,2,3,*，*…, (38 ) 


因为 sin( 一 arz) 一 一 sin nzz, 所 以 在 (38) 式 中 允许 有 2 一 一 1， 
一 2, 一 3 等 ,并 不 得 到 新 的 本 征 限 数 ， 

注释 , (37 ) 式 是 一 般 关 系 (25 ) 的 一 个 例子 ,我 们 断定 过 ,如 来 
本 征 问题 要 有 非 平 良 解 , 那 末 就 必须 有 这 样 一 个 关系 把 叶 和 总 联 

根据 (37) 式 ,如 果 8 < 0 (密度 随 高 度 指 数 减 少 )， 那 未 0 是 
一 个 纯粹 的 虚数 。 对 于 歼 由 (38) 式 给 定 的 那 类 拢 动 ,平衡 状态 是 
随 遇 平衡 的 ; p、* 和 vw 可 从 (19) 和 (16) 式 得 到 .( 记 住 W 三 力 .)》 

考虑 到 (37) 式 ,对 于 6 > 0〈 密 度 随 高 度 指数 增加 )， 按 照 推 
论 我 们 首先 注意 到 于 是正 的 (和 失 稳 )。 其 次 ,让 我 们 探讨 一 下 2 
变化 时 的 影响 。 请 记 住 , 对 于 一 定 的 水 平 扰动 周期 2x/*， 对 每 个 
正 数 # 就 有 一 个 周期 为 2/ 的 垂直 扰动 模式 .每 个 这 种 扰动 都 为 
一 个 不 同 的 时 间 因 子 exp(ost) 所 放大 ， 这 里 o, 由 (37) 式 给 定 . 
当 7 二 1 了 时， 增长 率 oo 最 大 ， 当 ”一 oo 时 ，o 单调 地 趋向 于 
等 ， 

增长 率 随 7 的 变化 说 明 不 同 的 xz 值 有 不 同 的 流 线 形 状 。 图 
15.7 示 出 了 这 些 流 线 ，。 沿 这 些 流 线 流 动 以 不 断 增 加 的 速度 旋转 ， 
(在 这 张 图 上 ,为 了 简化 得 到 这 些 流 线 所 需 的 计算 ， 密 度 分 层 化 基 
子 取 得 很 小 。 练 习 2 中 有 要求 做 这 些 计算 . ) 显然 , 当 重 流体 在 充满 
整个 诬 体 层 的 单个 倾覆 涡 旋 [图 15.7(e)] 中 下 落 时 ,其 运动 要 比 有 
两 个 涡 旋 [图 15.7(2)] 等 情况 加 速 得 快 。 

对 于 车 定 的 ” 当 有 从 堆 增 加 到 无 穷 大 时 ,co: 单 调 地 从 零 增 可 
到 8 (图 15.8)。 可 以 指望 , o: 的 最 大 值 随 8 的 增加 而 增加 。 这 就 
是 这 ,其 他 条 件 一 样 ;上面 的 重 流 体 和 下 面 的 轻 流 体 之 间 的 密度 差 
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-一 一 一 一 一 2 一 一 一 一 一 
天 三 卫 
图 1?.! 飞 育 方向 上 具有 不 同 局 期 的 抗 动 模式 之 流 线 图 。 扰动 是 
加 在 静止 流体 层 上 的 后 者 的 密度 随 高 度 的 变化 为 exn(B6z)，B 是 
一 个 小 正 数 ， 倾覆 运动 或 证 转运 动 可 以 看 到 是 苔 渴 轴 的 ， 


k 
0 


图 15.8 扰动 增长 率 的 变化 作为 水 平 扰动 疲 数 的 照 数 ， 


武大， 运动 就 越 快 . 不 怎么 明显 的 是 为 人 人 么 & 越 大 ， 因 此 训 旋 越 
注 ， 运 动 越 快 。 这 可 用 下 面 这 一 扩 来 解释 : 换 动 动能 增加 的 速率 
是 与 比较 重 的 顶层 流体 下 落 所 引起 的 势能 碱 小 的 速率 相等 和 的。 疾 
穴 涡 旋 中 的 运动 比 宽阔 涡 旋 中 的 运动 僚 ， 因 为 后 者 包含 较 多 的 水 
平 运动 ,而 水 平 运动 在 势能 释放 中 是 不 产生 的 ， 

根据 (37) 式 , 当 8 二 0 时 ,可 得 到 类 似 的 箔 灯 . 这 些 部 留 给 读 
者 去 做 [练习 1(5)], 不 过 , 莽 至 不 用 更 进一步 去 芳 谍 ， 读 痢 一 定 
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会 同意 ,通过 对 (37) 式 的 仔细 芳 察 ,已 经 引出 了 其 量 惊人 的 物理 理 
解 。 还 留 下 一 个 很 自然 的 问题 : 这 种 理解 中 有 多 少 只 适用 于 (37) 
式 成 立 的 那 种 特殊 的 指数 兆 数 R? 又 有 多 少 适 用 于 所 有 的 哆 数 尺 
或 它们 中 的 一 大 类 2 不 作 进 一 步 研究 不 可 能 有 令 人 信服 的 回答 ， 
但 是 上 面 一 段 的 一 般 性 解释 使 我 们 十 分 确信 它们 其 有 广泛 的 适用 
人 性. 

对 具体 问题 的 研究 往往 比 有 经 验 的 人 预料 更 有 成 效 。 就 势能 
释放 的 机 理 来 说 ， 把 注意 力 集中 于 某 个 特殊 问题 的 一 个 异 和 的 方 
面 常 第 会 导致 具有 普遍 适用 性 的 看 法 .一 个 特殊 问题 的 比较 平 弟 
有 内 一 些 方面 ， 往往 是 一 大 类 问题 的 特性 。 只 有 在 来 解 了 几 个 特殊 
问题 并 将 它们 的 解答 作 了 比较 以 后 才能 想起 茶 类 问题 有 一 个 共同 
的 方面 。 遂 常 ,这 时 才能 表述 某 个 一 般 性 的 论证 ,而 这 一 论证 证 明 
上 面 的 想 靶 是 正确 的 ， 


正 态 模 的 合 加 


至 此 ， 我 们 的 整个 讨论 都 以 某 个 符 解 为 基础 。 例如 ， 在 
R(z) 一 exp(pz) 的 情况 下 ,只 考虑 由 方程 (31) 的 解 


exp( —87 | SIN Anx2 
2 J 


中 的 一 个 给 出 的 垂直 变化 。 但 是 ,因为 回 题 是 线性 的 ,允许 对 这 些 
解 进行 全 加 ,这 种 区 加 所 代表 的 图 数 有 多 大 的 一 般 性 昵 9 这 束 是 
说 ,对 于 合适 的 常数 dz， 上 是 那 一 类 图 数 下 陈 才 成 立 ? 


f(z) — PD atls), 其 中 0 所 xz 专 1， (39) 
式 中 z 
paz2) 一 exp (- > Bs) sin ns . (40) 
如 果 我 们 用 exp (二 8z) 乘 等 式 (39) 的 两 边 ,问题 就 变 为 选择 常 
数 4 以 保证 
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F(z) 一 > dr sinnxz, 0 三 z 夺 1， 
办 一 工 


式 中 
F(z) = fz)exp (二 pz 


这 是 一 个 经 典 的 傅 里 时 级 数 问 题 。 在 第 四 章 中 我 们 已 经 详细 地 讨 
论 了 这 个 问题 ,在 这 里 不 再 对 它 作 进一步 的 研究 . 

从 比较 大 的 方面 来 看 ,就 如 上 面 提 到 的 那样 ,我 们 在 考虑 第 五 
章 中 讨论 过 的 斯 图 姆 - 刘 维 理论 这 个 基本 问题 中 的 一 个 问题 。 这 
个 理论 村 论 以 (21) 式 为 代表 的 一 类 特征 值 右 题 的 性 质 , 那 未 ,假定 
我 们 考虑 (39) 式 的 展开 ,这 里 8p,(z) 就 是 斯 图 姆 - 刘 维 问题 (21 ) 的 
特征 曾 数 。 我 们 只 假定 对 于 0 和 yz 委 1，RLCz) 具有 两 阶 连续 导 
数 。 于 是 ,犹如 Ince (1927) 或 Coddington 和 Levinson (1955) 所 
做 的 那样 ,可 以 证 明 , 如 果 


ds — | fz)(z)de, (41) 


闭 未 ,只 要 所 sz) 满足 本 征 函数 所 满足 的 同一 边界 条 件 (31lb) ,并 且 
在 0 委 z 委 1 中 有 两 阶 连续 导数 , 则 (39) 式 的 右 端 在 0 委 z 委 1 
时 一 致 收敛 于 fz). / 

对 各 个 和 值 把 形 为 (14) 的 解 公 加 起 来 (加 在 一 起 ), 我 们 
还 可 进一步 做 下 村 着 手 处 理 一 般 的 水 平 扰动 问题 . 在 第 II 卷 第 
八 章 关 于 水 琉 的 讨论 中 ， 可 以 找到 这 种 方法 的 一 个 例子 。 现 在 我 
们 广 足 于 这 样 的 说 法 :把 满足 线性 齐 次 偏向 分 方程 (10) 一 (12)、 边 
界 条 件 (13) 和 z* 十 和 一 co 时 解 保持 有 界 条 件 的 本 征 函数 (14 ) 
丛 当 地 和 登 加 起 来 我们 就 可 以 处 理 很 大 一 类 扰动 问题 。 (上面 最 后 
一 个 条 件 是 用 来 去 掉 丸 和 名 的 复 值 的 .) 

寻找 象 (14) 式 那样 的 本 征 肖 数 。 希 望 能 用 又 加 方法 处 理 一 般 
的 初 值 同 题 ， 称 为 稳定 性 的 正 态 模 方法 。 用 这 种 方法 得 到 的 本 征 
唤 数 称 为 正 态 模 . 我 们 看 到 ,用 严格 的 正 态 模 方法 处 理 线 性 问题 ， 
不 仪 需要 证 明正 态 模 可 以 合成 给 定 的 某 类 初始 条 件 。 而 且 还 要 求 
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址 明 相 应 的 无 穷 级 数 满足 方程 和 边 错 条 件 
评注 ， 当 正 态 模 方 法 失败 时 (有 时 它 确实 如 此 ), 采用 拉 普 拉 
斯 变换 了 束 可 换 回 局 面 。 例 如 。 人 参阅 G. F. Carrier 和 C. T. Chanp 
“On an Initial Value Problem Concerning Taylor Instability of Inco- 
mpressible Fluids ,0O. Appl. Math. 16，436 一 39 页 (1959)。[ 了 某 些 
读者 可 能 会 发 现 用 下 列 措 词 来 看 竺 这 种 情况 是 很 有 和 帮助 的 ， 正 态 
柳 相 应 于 孤立 的 特征 值 《 反 疾 )。 在 很 多 情况 下 连续 详 也 存在 , 因 
此 正 态 模 并 不 构成 一 个 完备 集 。 为 了 求解 这 种 初 值 问题 需要 积分 


登 加 读 .。] 


非 线 性 效应 


我 们 已 讨论 了 一 个 扰动 集 ;, 其 中 的 扰动 都 很 小 ,因而 非 线 性 效 
玫 但 定 这 个 集 是 非 空 集 吗 9 这 就 是 说 ， 我 们 能 否 证 明 
线性 理论 给 出 的 扰动 行为 具有 足够 小 的 幅 值 。 在 很 多 情况 下 ， 近 
期 工作 已 允许 对 这 个 问题 给 出 肯定 的 答案 , 《这 里 和 下 文中 ,我 们 
讲述 普遍 的 稳定 性 理论 . ) 

如 用 线 性 理论 示 出 即使 只 有 一 个 增长 着 的 扰动 ， 我 们 也 感到 
确信 ， 平 衡 态 是 不 稳定 的 。 非 线性 项 可 能 起 着 把 扰动 的 增长 限制 
在 非 第 小 的 振幅 之 内 的 作用 。 尽管 如 此 、 所 得 到 的 流动 与 平衡 态 
也 是 不 同 的 ,因此 后 者 可 以 合适 地 称 为 不 稳定 的 . 

相 ,按照 线性 理论 , 如 果 所 有 的 扰动 都 消失 , 这 只 表明 足够 
小 的 扰动 最 终 对 平衡 态 根本 不 产生 影响 .这 是 一 个 很 有 用 的 结 
朱 ， 因 为 这 意味 着 如 时 我 们 足够 小 心地 把 平衡 流动 与 扰动 踊 离 开 
来 , 那 末 流 动 应 该 持续 下 去 。 但 是 ,我 们 必须 多 小 心 呢 8 是 否 可 能 
是 那些 物理 上 “适中 ”但 却 大 得 足 雇 使 线 柱 理论 不 能 应 用 的 扰动 使 
半 衡 流动 失 稳 的 情形 呢 9 这些 问题 构成 了 60 年代 开始 发 展 的 非 
线性 理论 。 有 人 在 一 篇 文章 中 指出 ， 有 些 流动 对 大 幅度 的 扰动 是 
级 其 乌 感 的 ,而 对 男 外 一 些 流动 ,增加 扰动 的 幅度 并 不 加 速 失 稳 的 
建立 . 

计算 机 是 研究 大 扰动 不 可 缺少 的 。 作 为 一 个 已 取得 结果 的 例 
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子 ， 著 虑 B. J. Daly 对 轻 流体 层 上 放 着 的 重 流体 层 失 稳 的 数值 研 
究 。Daly 报告 说 ,“ 密 度 比 为 10:1 时 ， 重 流体 以 大 小 随时 间 加 迹 
的 细 长 尖峰 的 形式 通过 轻 流体 下 落 . 但 是 在 密度 比 为 2:1 或 更 小 
时 , 尖 蜂 的 顶端 加 富 了 ,，…… 因此 ,后 来 的 速度 …… 是 常数 .”* 同 一 
作 才 的 较 及 一 后 的 计算 [Phys. Fluid 12，1340 《1969)|] 研究 了 
表面 张力 把 尖峰 破裂 成 分 开 液 点 的 作用 . 

当 扰动 很 小 时 ， 流 动 一 开始 的 发 展 的 计算 结果 与 线性 稳定 性 
理论 一 致 。 计 算 结果 完全 与 有 关 的 实验 相符 ， 


已 解 得 的 例子 :一 个 粘性 流动 失 稳 的 模型 


| 还 有 一 个 线性 稳定 性 理论 的 性 质 没有 说 明 ， 这 就 是 关于 失 稳 
开始 时 增长 着 的 扰动 具有 特别 有 限 的 波长 的 预测 。 我 们 已 经 看 
到 ,对 于 无 粘性 分 层 流 体 来 说 , 当 流 体 是 顶 重 时 ， 所 有 站 长 的 扰动 
部 是 不 稳定 的 。 我们 关于 特例 R(z) 一 exp(Bz) 的 研究 表明 ,因为 
接 小 的 涡 旋 在 耗 尽 已 有 的 势能 方面 比较 有 效 ， 因 此 谱 长 速度 随 波 
长 的 增加 而 减 小 ， 然 而 当 考 起 粘性 时 ， 因 为 短波 长 所 造成 的 大 的 
速度 梯度 耗 衣 了 大 量 的 能 量 ， 所 以 很 短 的 波长 是 不 起 作用 的 。 一 
种 “综合 平衡 ”导致 了 中 等 波长 是 “最 危险 的 扰动 * 的 结论 . 

因此 , 当 粘 性 流体 变 成 足够 顶 重 时 ,他 们 以 一 定 的 滤 长 于 始 环 
流 运 动 。 足 够 的 网 重 是 需要 的 ， 因 为 否则 粘 竹 的 稳定 性 质 将 阻止 
运动 . 

继续 进行 项 重 流体 称 定 性 的 研究 已 超出 本 文 的 范围 . 工 进 一 
步 学 习 的 本 料 可 出 Chandrasekhar 的 书 Hyadrodyramic ard Hy- 
dromagnetic lnstability ( New York: Oxford U.P.，1961).] 然而 ,我 
们 确实 希 记 指出 , 当 造 成 不 稳定 的 影响 足够 大 时 , 有 许多 例子 , 其 
失 稳 是 在 一 定 疲 长 下 建立 起 米 的 .。 练习 10 示 出 了 这 样 的 一 个 例 
子 ， 该 例子 研究 有 扩散 存在 时 的 化 学 反应 . 现在 来 概述 另 一 个 例 
于 . 

如 未 把 简单 的 粘性 流动 充分 加 速 , 那 末 它 们 便 变 成 不 稳定 的 . 
不 用 去 研究 粘性 流体 运动 .而 只 要 对 一 个 模型 方程 进行 分 析 , 便 可 
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理解 这 一 事实 . 这 个 方程 设计 得 使 分 析 保 持 着 完整 计算 的 基本 性 
质 , 但 却 并 不 具有 后 者 的 复杂 性 . 

例 . 考虑 分 开 距 离 为 2 的 两 块 平板 之 间 的 粘性 流动 (粘性 系数 
一 2). 设 底 板 固定 。 顶 板 以 速度 上 运动 。 假托 无 量 纲 切 向 速度 
u(x，Yy， 1) 满足 下 列 方程 和 边界 条 件 : 

R [wr yy) — Urrrr — Us 一 zhxxtys 
u(x,0,1)=—=0, ulx,1,?)= 1. (42) 
真实 方程 组 与 方程 (42) 具有 同样 的 一 般 结构 ,特别 是 无 量 纲 速度 
参数 或 雷诺 数 ”R 硅 Ud/»v 以 相似 的 方式 出 现 . 
易于 证 明 方 程 (42) 具 有 精确 解 x《(x，y, ti) 一刀 。 沙 碟 对 这 个 
解 的 形 为 f(y) coskxexp(ot) 的 小 扰动 ， 证 明 (R,，《) 平 面 被 划分 
为 图 15.9 所 示 出 的 稳定 区 和 失 稳 区 。 求 R. 和 .如果 流速 从 小 
值 组 慢 增 加 , 失 稳 将 在 波 数 为 的 二 R。 处 建 这 。 为 什么 ? 


1).9 随 遇 平 衡 曲线 把 雷诺 数 尺 对 波 数 的 
平面 划分 为 稳定 区 和 失 稳 区 . 


1) 有 牙 纲 速度 w* 和 垂直 座 标 关 以 wjV 二 tn 和 y*/4 二 y 的 形式 与 # 和 }y 相 
关 .。 因此 ， 解 # 一》 相应 于 tr* 二 Uy*/Jd4， 这 个 流动 的 速度 从 静止 平板 
六 一 0 上 为 零 线 性 地 增加 到 运动 平板 六 二 4 上 为 也. 


ea 600 * 


解 如果 u(x， ?9 1) 一 y 十 u'(x, ys 1), 则 ww 的 线性 化 方程 
为 
Ri[ws 十 tyy] — Hxrrr + Ur — trr = 0. 
如 果 w 一 帮 y)cos(kz)exp(at)， 那 末 满足 
{+4f=0, f0)= fH1)=1, 
了 式 中 i= Rge— Ro Ru — x. 
f 的 这 个 本 征 值 问题 的 仅 有 的 一 些 非 平庸 解 在 4 = wx? 时 出 现 ， 
1 一 1，2，-…. [这 些 解 是 sin(zrz) 的 常数 倍数 ] 因 此 
Re — Ro — Ru’ — k= fin’, 
并 且 当 且 仪 当 
R < Rusz)， 式 中 Res ao) 一 二 
时 ，c 过 0 《稳定 ). 随 着 尺 的 增加 当 上 面 的 不 等 式 反 向 时 ， 失 稳 
才 在 R. 的 最 小 值 RC(p，n) 处 开始 ， 通 过 观察 可 知 , 当 n= 二 1 时 
R。 出 现 最 小 值 . 相对 于 上 取 极 小 值 便 给 出 
pe 十 元 
pe — me 
式 中 ， ww 一 丸 二 一 十 xVwet+1. 
对 于 R 二 R,, 不 论 护 动 的 波 数 为 多 少 ，o 二 0. 当 尺 刚好 仅 比 R。 
大 一 后 ,扰动 就 增长 ， 这 就 是 说 ， 这 些 护 动 的 波 数 是 在 或 附 
近 ， 


R, 一 


练 习 


1.(a) 方程 (21) 下 面 的 课文 对 波 数 上 的 几何 意义 作 了 注释 ， 试 证 
明 这 些 注释 . 
(b) 当 8 一 0 时 ,用 物理 语言 讨论 (37) 式 给 出 的 振动 频率 的 变 
化 ， 
2. 本 问题 要 求 对 图 15.7 的 定性 流 线 图 作出 校 核 。 不 失 一般 人 性 ,》 
轴 可 以 取 在 沿 扰动 倾覆 的 轴 上 ,因此 ”一 0, 总 一 0， 为 了 简 
单 起 见 ， 把 你 的 考虑 限 止 在 小 8 的 情况 。 实 际 上 只 要 确定 流体 
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沿 垂直 和 水 平方 向 流动 的 直线 x 一 常数 和 y 一 常数 就 足够 了 . 
3. 根据 (11) 式 推论 ,如 果 区 域 D (例如 一 个 矩形 或 六 边 形 ) 中 的 流 
动 具 有 有 周期 重复 的 流 形 , 那 未 ， 


0 | = Ri(YV ‘Yar 一 一 | wp dr 
“p” 一 p" 


[Vv {ww ,vv ,ww )]. 
《按照 线性 近似 ， 上 面 这 个 方程 的 左 端 是 扰动 动能 的 改变 速率 ， 
右 端 是 浮力 作 功 .) 
4. 代替 假设 (14) 并 且 不 必 去 取 最 终结 果 的 实 部 的 一 种 方法 是 假设 
u’ 一 [用 cos(AYt + kay) FT tsin(kix + Roy)le"’, 
并 对 其 他 应 变量 作 类 似 的 假设 .党 试 着 进行 所 需 的 计算 ， 从 而 
使 你 自己 信服 这 是 一 种 不 合算 的 替代 方法 。 《如 果 你 完成 了 这 
-计算 ,你 应 该 得 到 与 使 用 复数 符号 时 相同 的 绪 未 . ) 
3. 在 生物 学 中 , 时 间 * 时 一 个 给 定 群 的 个 体 数目 请 ， 凋 前 近似 地 
遵循 方程 dp/d 一 hp， 其 中 《一 有 1) 是 繁殖 速率 。 学 谍 可 
能 性 


一 a 一 Bp 《es 为 正常 数 )， 因此 统一 ap Bp” 


(* 中 的 82 项 代表 由 于 分 布 过 密 及 与 此 相伴 随 的 食物 供 腾 区 
减少 、 毒 素质 含量 的 增加 等 而 引起 的 群 增长 速率 的 下 泽 .) 显 
然 , 控 制 方 程 有 两 个 精确 的 定 第 解 : 


六 一 po, 这 里 加 二 0 或 者 pb, = 


试 研究 这 些 解 对 小 扰动 的 稳定 性 . 
6. 本 问题 与 两 块 无 限 大 的 刚性 平板 y 一 0 和 y 一 1 之 间 的 密度 


为 1 的 无 粘性 流体 有 关 ， 忽略 重力 ,只 考虑 二 维 运动 ( w ~ 


Cr 


了 


一 0). 控制 方程 和 边界 条 件 


vp Viv-0: 在 y=0,1 上 v0 
2 


s i002. 


其 有 解 
U = U(y), v=0, p= p,; 
式 中 局 是 一 个 任意 的 可 微 函 数 , 加 是 凋 数 ， 
(a) 确定 遵循 上 述 方程 的 小 扰动 所 满足 的 一 组 线性 偏 微分 方 
程 . 
(b) 假定 解 正比 于 exp[ia(x 一 ct1)]， 其 中 0 是 实数 ,特别 十， 
取 v= 一 V(y)explialzx 一 < 区] 消去 压力 和 水 平 速度 ， 从 
而 证 明 问 题 可 简化 为 
(7 一 AV —oV)— UV=0; (43) 
V(0)= V(1)= 0. 
为 什么 方程 《43) 具有 非 平庸 解 意 味 着 c 和 w 之 间 存 在 看 
半数 天 系 ? 
(c) 令 c= c; 十 ici, 假 定 c; 关 0. 用 UVU 一 c 去 除 (43), 再 乘 
V( 这 里 是 VV 的 复 共 轿 .)， 在 0 和 1 之 间 积 分 。 进行 分 
部 积分 。 取 所 得 方程 的 虚 部 。 得 到 


1 
| DZ PH 一 cy 一 0 
0 


推论 ,如 果 ci 闫 4, 则 UU 至少 具 有 一 个 拐点 , 试 解释 这 一 结 
7. 作为 流体 运动 的 一 个 模型 , J. M. Burgers 考虑 wu(1) 和 以 的 
下 列 方 程 组 : 


dU py vy, du 一 TU1z — yn, 
di di 
这 里 了 和 都 是 正常 数 . 
(a) 试 证 明 有 一 个 解 是 U 二 Pl/v, w 一 0， 当 且 仅 P< 二 vw 时 ， 
令 动 是 稳定 的 . 


(b) 斌 证明 当 P > wr? 时 ,有 另 一 对 稳定 解 ,U 和 是 常数 。 [这 
使 我 们 想起 真实 流体 在 驱动 ”压强 梯度 ”P 取 临 界 值 P 一 » 
时 ,比较 简单 的 流动 (4 一 0) 变 成 不 稳定 的 ,并 出 现 一 种 新 
类 型 的 流动 , 它 是 稳定 的 ,但 更 加 复杂 .1 
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8. 在 这 个 问题 中 ,我 们 考虑 密度 均 勺 且 为 Ri 的 无 粘 不 可 压缩 流体 
,运动 的 流体 上 运动 。 重力 垂直 向 下 作用 . 在 这 个 问题 中 我 
们 限于 二 维 运动 ( 一 pm = 0 )， 可 以 合理 地 推测 我 们 的 结果 


将 与 风 产 生 的 水 波 有 关 . 
(a) 试 求 出 站 (z) 和 Pa《(z)， 以 使 如 果 Ui，Us 和 R, 和 R; 是 常 
数 , 那 末 下 列 各 式 给 出 了 无 粘 不 可 压缩 流动 方程 《1a 一 c) 的 
一 个 解 ， 
对 于 0 过 zx< 过 00: w=U, w= (0, 
p= R, p= pi(%). 
对 于 一 00 < 过 zz < 之 0. aw* = VU, w* = 0, 
p” = R,, Pp” = p(x). 
也 使 两 种 互 不 相 咨 的 流体 之 闻 的 界面 z 二 0 上 的 压强 保 
证 连续 [练习 14.4.8(b), 其 中 m 一 0, tt 一 一 pn]. 
必须 汽 虑 运动 学 边界 条 件 在 z 二 5x, 2) 上 w* 
Ci 十 Wxs 这 里 z 一 5(x,1) 是 交界 面 方程 (这 个 条 件 在 
第 芋 产 7.1 广 推导 .) 对 于 现在 的 简单 解 ,zxz 一 0 是 交界 面 
方程 ,并且 运 动 学 边界 条 件 显 然 满足 。 
(b) 在 上 面 的 层 里 , 写 出 
tr 一 1 十 1 w=—=w, pp*= Rt pi, 
Pp* = p(s)+ ph. (44) 
推导 扰动 [444) 式 中 带 投 的 量 ] 的 线性 偏 微分 方程 组 ， 对 下 
层 的 扰动 作 同一 推导 . 《利用 下 标 2 表示 扰动 .) 
写 出 
wii(xzy ys 2) — pis)exp[lia(xr — ct)] 
(a 为 实数 ，c 为 复数 )， 
以 及 i, pis Pi 的 类 似 的 表达 式 ; 1 = 1,2. 把 (2) 中 的 每 一 
组 偏 微 分 方程 简化 为 浓 微 分 方程 ， 这 两 组 方程 中 一 组 是 对 
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心 ， 的 , 另 一 组 是 对 Dp 的 
(d) 把 两 层 间 的 扰动 后 的 交界 面 写 作 
2 一 (xzryr) 一 Aexp[ia(x 一 ci)]、 6 是 一 个 第 数 
根据 运动 学 边 秀 条 件 试 推导 
2 一 6 上 ， pe 
(e) 我 们 忽略 了 表面 张力 ,因此 压强 (不 是 扰动 压强 ) 在 = 一 《 
上 必须 连续 。 推 寻 在 zx 二 % 上 有 


Rk ww U, 四 c)! 十 RD c ) 1 
dz 
= 一 Rta U, 一 c) 十 RU TT c) 2 


(f 在 x = 二 0 处 应 用 边界 条 件 (d) 和 (e) 是 与 我 们 的 小 扰动 假 
设 相 符 的 。 (为 什么 ?2) 考虑 情况 Ui 二 一 UV, = 二 就 使 代 
数 方 法 简化 一 把 。 《为 什么 这 确实 不 会 真 的 形 失 一 般 性 ? ) 
利用 这 两 个 解释 求解 轴 和 总 《〈 当 | zj 一 co 时 加 上 合理 的 
条 件 ), 并 推导 

c 一 cn 十 (cy 十 cy) 

这 里 cw 是 两 层 的 加 权 平 均 速 度 : 

RU 十 RU; 

Ki +R 
而 ca 和 <, 分 别 由 密度 和 速度 的 间断 得 到 : 
g Ri— R, RRAU, — UY 


& 天 Rk, (Ri 十 R;) 
(g) 试 证 明 ， 当 重 流体 在 轻 流 体 上 面 时 ， 总 是 失 稳 的 《泰勒 类 
稳 ) | 
(h) 试 把 了 一 0 的 结果 与 课文 中 密度 随 高 度 按 指数 变化 的 结 
果 作 比较 。 象 这 里 所 预示 的 那样 ， 油 水 的 交界 面 比 空气 和 
水 的 交界 面 振动 得 慢 得 多 ， 这 个 现象 已 为 本 杰 明 : 富 兰 克 
林 所 注意 (Lamb，1932， 第 371 页 ). 


miei 
Pp 
pli 


ni 
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(i) 说 明 当 R; 一 R 时 存在 着 失 稳 〈 开 征文 - 幸 妈 鹤 效 失 稳 ). 
试 证明 当 R, 二 R; 时 , 足够 短 的 波长 仍然 是 不 稳定 的 ， 因 
此 与 经 验 相 反 , 最 小 的 做 风 也 应 该 在 水 上 引起 短波 的 出 现 . 
[ 当 把 表面 张力 效应 包括 进来 对 这 个 练习 的 方法 进行 修正 
时 ,理论 预计 ， 在 产生 水 波 之 前 , 楼 求 风速 远 超过 每 小 时 10 
英里 .这 个 速度 比 所 观测 到 的 值 大 得 多 ,因此 , 必须 寻求 产 
生 波 的 更 加 微妙 的 机 理 .。 对 这 个 问题 已 进行 了 许多 例 究 . 
例如 ,参阅 A. Gupta ，M. Landahl. 和 E. Mollo-Christensen， 
J. Fiud Mech. 33, 673—91(1968).] 

'9 在 怀 二 常数 的 情况 下 ,水 及 增长 速率 0 的 项 从 式 (21) 消 失 了 ， 
试 重新 考虑 这 种 情况 。 因为 假定 与 时 间 有 指数 依赖 关系 导致 
了 困难 , 代 之 (14) 式 请 从 假设 

2 ~— f(z, 1)expli(Kx 二 R2y ) ]; 等 等 

开始 . : 

(a) 对 于 某 些 函数 a, pwo， vo。 和 wo, 试 证 朋 
a= kk oc (os) us), d= kk ez) + v2), 
B= oz)t Tt wzs), P= Rik oz) 一 cs)]， 

f = — RA). 

(b) 解释 下 列 结果 : (i) 当 把 问题 看 作为 考察 某 均 匀 密 度 层 ( 因 
而 5 二 0) 的 搅拌 时 ; (i) 当 把 问题 看 作为 考察 初始 密度 几 
乎 均匀 的 某 层 《因而 6 是 zx 的 某 个 给 定 函 数 ) 的 最 终结 果 

10. 数学 家 A. Turing 《因为 在 逻辑 学 方面 的 基本 工作 而 著名 ) 发 
表 了 一 篇 论文 ? 激 起 了 人 们 对 化 学 失 稳 在 生物 学 中 起 重要 作用 
可 能 性 的 兴趣 ， 这 方面 的 一 个 贡献 是 由 I Prigogine 和 及 . 
Lefever” 做 出 的 ,他 们 研究 过 (模拟 ) 反 应 方案 


4 入 X， 2X 十 了 入 3X， B+XSY+D, 


1) Proc. Roy. Soc (London) B237, 37(1952). 
2) J. Chem. Phys. 148, 1695(1968) 
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XE. (45) 


为 了 得 到 控制 方程 ,他 们 把 扩散 项 加 到 质量 作用 所 需 的 项 上 去 
(10.1 节 )。 为 了 简单 起 见 ,我 们 只 考虑 一 个 币 卡 儿 坐 标 .读者 
可 能 希望 验证 我 们 可 以 得 到 * 和 ? 的 下 列 方程 


和 — A+ bXyY — kBX— kX+ Dx 和 (46) 


一 一 XY + hBX + Dy - (47) 


因为 X 和 Y 在 表达 式 (45 ) 的 左 端 和 右 端 代表 相同 的 分 子 数 ,所 
以 《45) 去 给 出 了 总 体 的 反应 方案 4 十 B 一 E 十 D,， 我 们 将 
把 初始 组 分 看 作 本 质 上 其 有 国定 的 均匀 浓度 4 和 BB, 因 此 在 以 
后 4 妇 和 BB 可取 作 前 数 。 本 | 右 题 的 上 且 的 是 证 明 有 一 个 浓度 失 稳 
开始 的 临 弄 值 . 

(a) 为 了 使 计算 稍 容 多 一 些 , 我 们 将 假设 Dx 和 Dy 相等 ， 开 取 
Dx 一 Dy 二 D. 这 个 假设 的 物理 意义 是 什么 2 何 时 能 指望 
它 成 联 或 搂 近 成 立 ? 

(b) 试 证 明 (46) 和 (人 《47) 式 具 有 一 个 唯一 的 均匀 解 X = Xo, 
Y 一 Yo, 这 里 了 和 了 ,为 


了 ,= Ki A， Yo _ RR B (48) 


RR, 4 
(c) 证 明 通 过 引进 变量 变换 
x y y 
Y 一 -一 ， y == 一 -? T = hr, 4 一 > (49) 
Xu Y, VD/R 
(46) 和 (47) 式 变 为 

px 一 pz 一笑 十 5 (50) 
2 一 一 yz2y 十 yx 二， (51) 
Or Qs 


其 时 i 
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i= 8 = B%, y = A 
ks Ri A 
如 果 你 已 学 过 量 纲 分 析 和 人 尺度 化 的 材料 ， 试 全 面 叙 述 一 下 
为 什么 这 种 变量 变换 是 一 个 好 的 想法 。 在 这 样 做 时 ， 试 指 
出 不 作 进一步 的 工作 ,我 们 能 从 (50) 和 (51) 式 得 出 什么 结 
论 ,再 说 说 (如 果 必 须 ) 进 一 步 研究 这 些 问 题 ,现在 可 用 什么 
样 的 徐 化 方 靶 


(d) 写 出 x 一 1 十 zy 一 1 十 7 ， 并 进而 假设 


X 一 fcos se , y= Ycospuse”', 
试 证 明 均 匀 解 对 小 扰动 的 稳定 性 可 从 研究 下 列 方程 而 确定 
出 来 : 
0 一 &( 一 5 一 4) 十 5，o 一 一 7& 一 (5 十 a)7， 


式 中 
4 一 上 十 1 一 6， B=7 + pm. 


(e) 试 证 明 o 必须 满足 形 为 o? 十 bo 十 c 一 0 的 方程 说明 当 


且 仅 当 2>>0 和 *e>>0 时, 抗 动 才 消 失 。 在 这 一 部 分 和 
下 一 部 分 ， 我 们 考虑 由 于 c 从 正 变 为 负 的 改变 引起 失 稳 的 
可 能 性 。 在 这 些 情况 下 ,说明 对 于 波 数 为 4 的 扰动 稳 定 的 
充分 必要 条 件 为 4B 十 87 > 0 或 者 

B 二 BAm) 这 里 Bm) 二 (mm 十 kj)(Ym! 十 1)， 


m 二 AL 


+(f) 继续 部 分 (e), 求 当 8 缓慢 增加 时 失 稳 首先 开始 的 8 值 , 求 


出 这 种 失 稳 所 预期 的 波 数 . 


“《〈8g) 现在 考虑 45 的 符号 的 改变 引起 失 稳 的 可 能 性 。 求 出 6 组 


慢 增 加 时 这 类 失 稳 首先 开始 的 8 值 。 证 明 这 个 值 比 (f) 中 
相应 的 值 小 ,从 而 推论 出 失 稳 实际 上 以 这 里 和 部 分 (g) 中 
所 挡 述 的 振荡 方式 开始 .。 | 如 果 把 假设 Dx 一 Dy 据 掉 ， 
堵 末 融 存 在 一 些 参数 范围 ， 其 中 失 稳 以 部 分 Ke) 和 (f) 中 描 
述 有 的 方式 开始 .] 


* 608 « 


15.3 气体 中 的 压缩 波 


自然 界 里 气体 中 充满 着 压缩 波 . 每 天 的 生活 中 ， 我 们 都 要 础 
到 人 类 通讯 噪声 和 音乐 所 产生 的 声波 。 爆 炸 产 生 “ 激 波 ”, 激 波 是 
高 强度 的 压缩 波 。 在 天 体 演 化 晚期 的 一 些 阶段 中 ， 人 恒星 吉 炸 并 发 
出 激 波 ,后 者 哮 出 去 的 质量 很 多 .在 太阳 的 大 气 中 ,人 们 相信 声波 
是 使 太阳 日 园区 域 温 度 保持 在 一 百 万 度 或 两 百 万 度 的 原 到 ， 而 太 
阳 的 表面 则 处 在 约 为 6000K 这 种 比较 低 的 温度 之 下 ， 

本 站 将 简要 地 描述 理想 气体 压缩 波 基 本 理论 ， 我 们 的 讨论 将 
从 基本 方程 及 小 振幅 波 理论 开始 ， 

对 压缩 波 作 一 般 的 讨论 ,导致 了 “ 双 昌 ”型 偏 微分 方程 理论 的 
发 展 。 这 里 我 们 根本 不 能 深入 研究 普遍 理论 ， 但 是 我 们 将 重 述 黎 
曼 早 期 关于 有 限 振 幅 一 维 压 缩 疲 的 其 些 工 作 ， 因 此 它 是 我 们 在 本 
卷 中 要 稍 加 一 提 的 几 个 非 线 性 效应 ?中 的 一 个 。 在 目前 对 非 线 性 
的 比较 充分 的 讨论 属于 高 等 课程 。 同 时 ， 关 于 非 线 性 问题 的 新 方 
法 是 当代 研究 的 中 心 议题 。 比 较 老 的 书籍 有 时 反复 灌输 这 样 的 看 
法 : 非 线性 的 出 现 是 一 个 为 人 们 视 为 似乎 绝望 的 问题 。 但是, 我 
们 却 很 想 要 给 读者 留 下 一 个 正确 的 印象 .今天 非 线 性 问题 给 入 们 
提出 了 要 以 热情 来 看 待 的 挑战 。 也 许 现在 的 数值 方法 和 分 析 方 法 
(至 少 在 经 过 某 些 修改 以 后 ) 仍 然 有 用 ; 或 者 也 许 要 发 明 一 种 新 方 
法 才能 获得 信誉 ， 


完全 气体 的 无 粘 等 炉 流 动 : 
我 们 将 采用 无 粘 流体 力学 的 下 列 基本 方程 : 质量 守恒 方程 
(14.1.7) 
s+ > (po) — 0; (1) 
肌 有 体 为 时 的 拉动 晤 平和 方程 (10) 


1) 在 某 些 非 线性 问题 中 用 了 第 二 部 分 的 扰动 方法 ; 但 在 那里 非 线 性 并 非 起 这 样 大 
的 作用 ， 
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| | 
ed Oy; 9 
和 热力 学 方程 (14.4.14) 
9 (5 + Dg) =o (3) 
2 和 7 7/ 


式 中 2 是 密度 , 巡 是 速度 分 量 , 尹 是 压力 ,9 是 是 温度 ， * 是 单位 质量 
肘 燃 ， 
在 (3) 式 中 ,我 们 忽略 了 项 Dh/D:， 这 就 是 说 我 们 假设 ,一 团 
给 定 气 体 在 经 受 显著 形变 的 任何 时 | 间 里 ， 谋 进 这 团 气体 的 热量 是 
可 以 忽略 的 。 因 此 ,变形 过 程 可 看 作 绝 热 的 。 此 外 ,我 们 忽略 了 机 
械 能 癌 热 能 的 耗损 ,这 是 一 个 与 忽 覆 粘性 相 一致 的 假设 .〈 试 与 第 
[I 卷 练 习 3.1.8 作 比 较 ) 按 照 (3) 式 ,流动 是 等 粮 的 z 
上 述 方程 要 与 状态 方程 一 起 求解 : 根据 14.4 节 或 者 根据 以 前 
关于 基础 热力 学 的 知识 ,我 们 记得 ,我 们 可 以 使 用 下 列 两 个 方程 中 
的 任何 一 
PP 一 Rp0 或 了 二 Koeirvp'， Ko 是 一 个 常数 . (4a,b) 
因为 如 有 果 把 上 述 方程 中 的 一 个 看 作 是 已 知 的 话 《 比 热 可 看 作 常 
数 ), 男 一 个 方程 便 可 推导 出 来 ， 这 里 Cv 是 定 容 比 热 ,满足 
Cv = (7 — LR, (5) 
起 中 7 二 Cp/Cy 是 比 热 比 ,对 于 给 定 气体 , R 是 常数 . 
方程 (3 ) 表 有明 ,一 个 流体 微 团 的 粮 为 常数 ， 我 只 考虑 整个 流动 
中 米 都 均匀 的 情况 (例如 从 静止 开始 运动 的 流动 )。 在 :二 常数 
这 些 情况 中 ,我 们 可 把 形 为 
PP 二 Kp"， 是 一 个 第 数 (6) 
的 (4b) 式 取 作 状态 方程 。 这 个 方程 往往 称 之 为 多 方 状态 方程 。 有 
肝 它 被 代 之 以 更 一 般 的 正 压 关系 式 Pp 二 从) 因为 理论 并 没有 因 
此 和 而 大 为 复杂 化 ， 
如 有 末 我 们 把 压力 看 作 是 密度 的 已 知 函数 ， 那 末 现 象 便 遵循 方 
程 (1) 和 (2)。 后 者 等 价 于 三 个 速度 分 量 和 密度 的 数量 方程 。 窗 度 
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寨 速度 的 初始 分 布 必须 事先 给 定 ， 在 任何 给 定 的 固体 边界 上 速度 
的 法 向 分 量 必 须 为 零 。 在 运动 的 固体 边界 上 ， 气 体 的 法 向 速度 必 
须 与 边界 的 法 向 速度 相同 . 


小 振幅 疲 
我 们 希望 若 虑 对 均匀 而 静 正 的 大 气 所 作 的 小 扰动 。 令 未 杭 动 
的 大 气 具 有 均匀 密度 po. 为 了 考虑 小 扰动 ,我 们 写 出 


斑 一 1 二 (7 
Do 


量 5 有 时 称 为 压缩 率 , 它 是 无 量 纲 密度 比 p/po 偏离 未 扰动 值 1 的 
量度 . 

我 们 来 寻找 一 个 解 , 其 中 压缩 率 比 1 小 ,速度 分 量 的 数值 也 很 
小 ， 因 此 两 个 小 因子 的 乘积 可 以 忽略 ， 了 是 我 们 的 策略 是 安 守 奔 
所 有 的 非 线 性 项 ， 

把 (7) 式 代 和 人 (1) 式 ,我们 得 到 


0 Ov; 
a + > + > 2 (ov) =—0. (8) 
与 第 一 项 相 比 较 , 我 们 组 路 第 三 项 并 得 到 线性 方程 
ac ,SiOvi 
5 + 2 0. (9) 


如 果 与 1 相 比 不 仅 压 缩 率 o, 向 且 它 的 空间 导数 也 都 假 小 , 那 末 这 
种 线 化 便 是 正确 的 . 如果 我 们 也 把 《2) 式 加 以 线 化 ， 我 们 便 得 到 
[练习 1 (a)] 


和 0 
我 们 已 写 下 
pl\p) = plpo) + cip 一 po) 十 = 一 6 十 
CD) 
式 中 


as 0LLI。 


c= p'(po). (12) 

(10) 式 中 所 得 到 的 线性 化 隐 含 着 什么 呢 2 请 看 , 若 令 U 和 Zz 
为 速度 分 量 和 压缩 率 的 典型 值 。 让 空间 导数 乘 以 一 个 大 小 约 为 
二 的 一 个 量 , 并 证 时 间 导 数 乘 以 一 个 大 小 约 为 革 : 的 量 , 那 末 (9 ) 


和 (10) 式 意味 着 
ZiT LA TUE， Ur 1 ~ ctL >i。 (13) 
上 述 方 程 中 消去 之 得 到 
LT! 2 co. (14) 
(这 是 一 个 量 纲 上 正确 的 结果 , 因为 co 确实 具有 速度 的 量 纲 .) 因 
此 ;如 果 


LU 一 Tt 并 如 果 U <& ec0s 
那 未 如 问 所 假设 的 那样 ,对 流 加 速度 v. Vr 化 局 部 加 速度 0v/9z 
小 。 
比值 Uf/c。 称 之 为 马赫 数 。 如 果 流 体 速 度 与 声速 之 比值 充分 
小 , 邦 末 我 们 的 线性 化 似乎 便 是 正确 的 . 
2 9 我们 推 吕 了 压缩 0 的 波动 方程 : 


27 
3 > 或 > = CIVO., (15) 
i=1 1 


一 般 来 说 ,速度 分 量 v; 并 不 满足 波动 方程 ,但 是 6vi/8: 和 > Ovi/ 
R=1 
0x; 却 是 满足 的 [练习 1(f)]. 


声速 
如 果 o 一 co(x 1)， 那 末 在 给 定时 间 , 在 六 一 常数 的 平面 上 密 
度 为 常数 ,这 样 一 种 平 画 波 遵 循 下 述 方程 


O’o Oo 
7 8 0) 


在 无 界 空间 中 已 在 12.2 市 对 这 个 一 维 波动 方程 的 解 中 作 过 讨论 . 
在 那里 方程 制约 着 弹性 介质 中 的 小 位 移 。 解 的 形式 上 的 性 质 当 然 
是 与 它们 的 物理 解释 是 无 关 的 (并且 12.2 节 中 关于 被 动 方程 的 讨 
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论 也 是 与 十 二 章 的 其 余部 分 无 关 的 .) 

方程 (16) 的 平面 波 解 ,以 速度 co 按照 不 变 的 形状 传播 ， 因 此 ， 
co 是 密度 po 时 的 声速 . 这 个 速度 在 我 们 的 分 析 中 并 没有 明确 地 
规定 ,因为 (如同 我 们 现在 所 讨论 的 那样 ) 可 以 用 不 止 一 种 方法 去 
得 到 假定 的 正 压 关系 式 2 二 plp). 

在 关于 声波 的 研究 中 , 牛顿 作 了 看 来 似 然 的 假设 ; 气体 的 温 
度 在 它 膨胀 和 收缩 时 不 变 。 因此 ， 他 把 状态 方程 看 作 具 有 2 = 
p(p，0)， 并 且 0 = 常数 的 形式 。 对 于 理想 气体 ， 这 相当 于 利用 
6 一 常数 时 的 方程 (4a), 即 bp- 一 常数 。 由 此 得 到 


(实际 上 是 欧 拉 利 用 波动 方程 推 得 了 上 面 的 结果 ,从 而 对 牛顿 的 不 
太 正 式 的 论证 作 了 改进 .) 

观察 表明 , 生 顿 - 欧 拉 的 等 温 声 速 是 不 正确 的 。 正 是 拉 普 拉 斯 
指出 了 声波 的 膨胀 和 压缩 应 该 看 作 是 绝热 过 程 ,因此 是 等 焙 过 程 ， 
[参阅 (3) 式 的 讨论 , ] 因 此 ,状态 方程 ? 一 Kpr 对 完全 气体 是 正确 
的 ,并 且 


一 (2 这 
C (3.) > (17) 
球面 波 
妇 采 波动 共有 球 对 称 性 , 那 末 , 拉 普 拉 斯 算 符 变 为 
2 O° DB 
”一 Or? 1 Or 


式 .中 一 (xi 十 x2 十 x3) 是 点 (xi， X29 x3) 离 原 扩 的 距离 ， 玻 
动 方程 取 下 列 形式 : 
CD Os 一 0 27 一 Ds (18) 


为 了 求解 这 个 方程 :我们 引进 变量 变换 
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s = £. (19) 


7 
邢 示 6 满足 平面 波 方 程 
cn 08 一 = 08 
~ B2 Br’ (20) 
我 们 已 研究 过 上 式 的 解 . 因此 :球面 波 的 通 解 共 有 如 下 的 形式 : 
5 一 fr 一 ci) 十 yig(r Tei), (21) 
这 两 项 分 别 代表 输出 玻 和 入射 波 . 


球面 疲 的 振幅 按照 因子 1/r 随 距 离 而 减 小 。 用 下 面 了 的 芳 虑 这 
一 后 已 可 加 以 预测 (从 而 (19) 式 的 变量 变换 也 受到 了 月 发 . ) 波动 
中 的 能 量 正比 于 振幅 的 平方 。 我 们 的 模型 中 并 未 包括 能 量 耗 散 的 
机 理 , 所 以 球 壳 上 的 能 量 将 在 面积 以 x 增加 的 面 上 向 外 传播 。 能 
量 守 恒 要 求 ,能量 正比 于 一 ,从 而 扰动 振幅 本 身 必 须 正 比 于 
一 般 , 解 (21) 在 + 二 0 处 具有 一 个 育 点 。 人 然而， 在 一 个 物理 
问题 的 解 中 这 个 奇 点 并 不 出 现 . 例如， 如 果 我 们 考虑 一 个 脉动 着 
的 球 向 外 送出 球面 波 , 那 末 ,我 们 便 可 把 小 7 值 排 除 挥 ， 
取 
f(r —et)= sink(r — ct), g(r + et) = sink(r + ci), 
(22) 
便 可 得 到 一 个 具有 特殊 兴趣 的 形式 为 (21) 的 解 ; 其 中 & 证 一 个 稍 
数 ， 由 (22) 式 光 人 21) 式 变 成 
FF 一 27 sinArcosct (23) 
在 整个 无 限 空间 中 这 个 驻 波 解 是 有 限 的 . 若 把 这 些 球 面 驻 区 登 加 
起 来 就 可 得 到 其 他 许多 有 意义 的 解 . 
一 维 非 线性 波 
在 波动 的 线性 理论 中 ， 波 形 是 保持 不 变 的 。 当 采用 完整 的 流 
体 动力 学 非 线性 方程 时 《这 在 波动 的 振幅 不 再 是 小 量 时 是 合适 
的 ): 我 们 并 不 指望 传播 的 总 的 性 质 要 加 以 改变 ， 人 然而 我 们 硼 实 指 
望 波 的 形状 可 能 发 生 了 畸变 。 我 们 也 指望 向 右 和 疝 堪 传播 的 玻 可 能 
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会 互相 作用 . 为 了 说 明 这 些 效应 ， 我 们 按照 黎 受 的 方法 来 和 邯 谍 间 
线性 问题 ， 

我 们 的 研究 首先 从 寻找 仅 在 一 个 方面 上 传播 的 解 开始 .在 线 
化 的 情况 下 ,这 种 波 是 x 和 的 组 合 函数 , 既 可 以 是 x 十 ct， 也 可 
以 是 x 一 cz。 让 我 们 来 看 一 下 非 线 性 情况 下 是 否 有 依赖 于 某 个 
这 种 组 合 的 一 些 解 ， 我 们 来 寻找 其 中 密度 和 速度 是 一 个 量 C(x ,1) 
的 函数 的 简单 玻 解 . 

对 于 只 依赖 于 一 个 空间 坐标 并 且 具 有 速度 wz* 12) 的 流动 、 
连续 方程 和 动量 方程 (1) 和 (2) 可 写作 
Bp Op Ou 


EN (24) 
Ou -yOu re op 0 ; 
2 + Or + D Or (25) 
式 中 c? 二 dp/dp, 引进 
zx 一 tc)，p 一 pa)， (26) 
我 们 得 到 
pre) (2 十 5 5 ) + pu (0) © oo 一 0， (27a) 
wa) (下 十 5 二 5 0 (27b) 
当 且 仅 当 
， dpY du 2 
“Pf 网 2) C28) 
或 
w 一 +| c(Co)p dp (29) 
时 ,上 述 这 些 方程 便 是 相等 的 ，& 的 方程 便 变 为 
5 + (ure) 2 一 0. (30) 


方程 (30) 是 拟 线 性 的 , 这 就 是 说 , 就 导数 而 言 ， 它 是 线性 的 . 
(在 一 般 意 义 上 讲 , 它 并 不 是 线性 的 ,因为 “系数 ”依赖 于 应 变量 * 
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和 <.) 这 样 一 种 方程 可 以 用 “特征 线 锥 ”加 以 处 理 , 而 后 考 找 们 将 
不 再 作 详 细 的 讨论 。 相 反 我 们 将 写 出 (30) 武 的 解 ,并 用 直接 代入 
法 证 明 它 是 正确 的 。 
我 们 断定 ,(30) 式 的 通 解 为 
c= Fl(g), n=xr— (utec). (31) 
上 式 是 把 x 士 c 看 作 一 个 常数 而 从 (30) 式 得 到 的 。 为 了 证 明 (31) 
式 确实 是 一 个 解 ,我 们 注意 到 


Oa ， | ，， 2 | 
了 一“ 一 一 F 1 _ 十 ， 
Or (p) 1 ) Or 


Og _ F’() Gt) — aw to) | 


由 此 可 知 ，6a/ 6x 和 6c/ 8: 的 比例 为 一 (zx 士 c), 因 此 (30) 式 便 
得 到 满足 . 

对 (31) 式 的 解释 可 以 按照 类 似 于 线性 波 的 方式 来 进行 。 给 定 
x 值 ,因此 也 就 给 定 了 x 和 < 值 ,以 速度 u 土 < 代 人 右 端 ， 这 就 是 
说 ,相应 于 一 个 给 定 0 的 具体 状态 ， 一 道 简单 波 以 zx 十 < 的 速度 
传播 ,而 另 -- 道 简单 波 则 以 w 一 c 的 速度 传播 ，。， 换 名 话说 ， 相 对 
于 运动 着 的 流体 元 ， 波 动 的 传播 具有 速度 xs 十 <。 在 这 个 范围 内 ， 
所 得 的 结果 与 线性 理论 相 类 似 . 

然而 ,与 线性 理论 的 结果 相反 ,传播 涉及 到 波形 的 时 变 。 这 是 
下 述 事 实 的 结果 : 传播 速度 x 士 < 随 c 而 变 ， 因 而 也 随 物理 量 x 
和 < 而 变 ,而 c 是 与 气体 密度 唯一 有 关 的 物理 量 ， 

在 多 方 气体 的 情况 下 ,可 以 得 到 一 个 比较 清楚 的 畸变 的 图 形 . 
易于 把 状态 方程 p 一 及 or 写成 如 下 的 形式 : 
了 一 (人 ， (32 ) 


po Do 
式 中 Po 和 po 是 某 种 参考 状态 下 的 压力 和 密度 值 。 利用 这 个 关系 
式 , 定 义 ?一 dpjdp 和 (29 ) 式 的 更 为 明显 的 形式 


# = 二 | ,err gr, (33) 
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不 难 证 明 [ 练 习 1e)] 


一 土 (e ~ co)， 
因而 

c 一 土 一 xu 十 co. (34a) 
由 此 得 到 

“tc — (7 十 1)x 二 co (35 ) 


因此 ,由 (26),(31) 和 (35 ) 式 ,我 们 得 到 
“一 下 一 二 (+ tel); (36 ) 
式 中 正 ( 人 负 ) 号 是 对 相对 于 运动 介质 向 右 ( 左 ) 传 播 的 扰动 耐 取 的 . 
如 果 (36) 式 中 不 存在 正比 于 二 (7 十 1) 的 项 ， 那 末 * 的 图 


形 距 可 以 向 左 也 可 以 向 右 以 速度 co 传播 . py (> 十 1) 的 存在 使 


传播 速度 由 于 加 上 一 个 正比 于 纵 坐 标的 项 而 发 生 畸 变 。 图 形 的 畸 
变 恰好 就 象 在 速度 随 高 度 线性 增加 的 流动 中 放置 的 染色 质点 所 组 
成 的 畸变 那样 ， 见 图 15.10 

可 以 证 明 ， 只 要 声速 以 某 种 方 
式 随 密度 而 增加 ， 那 末 就 象 在 多 方 
过 程 中 那样 ， 同 一 定性 的 特性 就 成 
立 。 

虽然 我 们 已 发 现 了 两 种 简单 
波 ， 但 是 却 不 能 把 这 两 种 波 全 加 起 
来 去 求解 非 线 性 初 值 间 题 ， 关 于 这 ”图 15.10 剪 切 流动 的 速度 剖面 
个 问题 ,有 一 个 发 展 得 很 好 的 理论 ， 站立 处 训 症 EA6Y 式 的 图 形 就 


不 过 ,我 们 将 不 再 进一步 去 深究 。 好 象 放 在 这 种 流动 中 的 物质 线 


例 《在 练习 4 中 我 们 要 求 读者 给 出 这 个 问题 的 细节 ,.) 考虑 


es。 0T7。 


斜率 = 了 (y+ 


一 个 活塞 从 静止 逐渐 起 动 并 以 远 小 于 声速 的 速度 在 一 根 无 穷 长 的 
党 道中 推进 。 设 管道 中 充满 着 密度 为 po 的 理想 气体 . 

我 们 将 芳 虑 解 的 初始 阶段 ,在 这 个 阶段 中 ,扰动 的 主要 部 分 振 
蚂 应 该 非常 小 。 因 此 扰动 的 前 水 应 该 以 再 速 辣 有 运动 。 所 以 我 们 
指望 

对 于 Xx 守 cof，。 PpP 寺 po 4 三 to。 

时 间 为 了 上 时, 假定 活塞 的 位 置 上 为 一 大 rz)， 那 末 ， 可 以 证 
明 ,用 参数 法 能 够 给 出 合适 的 简单 疲 解 为 

us = f(t), +— f(r)=(ut cio rT); HT) 委 < 委 col， 

(37) 
这 里 。 按照 (34b) 式 与 相关 ,并 取 正 号 . 
激 波 

当 波 形 畴 变 着 向 前 传播 时 ， 将 会 到 达 一 个 解 具 有 三 个 值 的 位 
置 ( 图 15.11)。 在 一 点 密度 具有 三 个 值 是 不 符合 实际 的 ， 并 且 必 然 
会 出 现 理 论 不 加 修正 便 不 再 能 描述 的 引 和 人 注 目的 现象 。 事实 上 ， 
当 形 成 了 光波 时 ,并 用 无 粘 理 论 对 它 进行 描述 时 , 便 要 求 我 们 承认 
有 上 辐 斯 解 . 

激 波 的 形成 涉及 到 某 些 至 此 仍然 被 忽略 的 物理 过 程 ， 这 便 是 
粘性 和 热传导 的 扩散 过 程 。 在 解 发 展 出 一 个 无 穷 大 的 梯度 之 前 
(图 15.11b), 无 论 粘性 和 热传导 系数 怎样 小 , 导数 都 是 非常 大 的 ， 
以 致 扩散 过 程 不 能 再 加 以 忽略 ， 如 采 我 们 假定 在 这 个 扩散 区 域 之 
外 ,了 畴 变 过 程 还 在 继续 进行 着 , 那 末 看 来 势必 会 趋 癌 于 形成 一 种 间 
新 ;这 就 是 激流. 

我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 设想 激流 的 形式 .考虑 上 看 的 例 了 于 
中 所 提 到 的 活塞 问题 。 扰动 具有 以 速度 co 传播 的 疲 前 。 由 于 受 
到 压缩 , 波 前 后 面 的 气体 ,其 局 部 声速 比较 高 ， 因 此 ， 后 面 的 扰动 
多 向 于 赶 上 较 前 的 扰动 并 产生 比较 强烈 的 压缩 

分 析 包 括 一 般 激 波 在 内 的 压缩 玻 的 详细 传播 过 程 ， 霸 要 做 数 
值 计算 . 但 是 ， 我 们 将 限于 对 间断 条 件 的 简单 探讨 。 
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图 15.11 按照 简单 波 理 沦 ,密度 2 空间 变化 的 三 个 阶段 ， 


为 了 弄 明 白 变量 是 如 何 “ 跳 跃 “ 过 激 波 间断 的 ， 我 们 考虑 一 个 
与 数 波 一 起 运动 的 观察 者 . 这 个 观察 者 在 固定 位 置 上 观看 激 波 . 
我 们 以 下 标 « 表示 激 波 前 的 流动 条 件 ， 而 用 下 标 表示 激 波 后 的 
条 件 ， 因 此 , 流 到 激 疲 上 来 的 流体 具有 速度 w;, 离 开 激 波 的 流体 具 
有 速度 ws， 易于 看 到 [练习 5(a)], 质 量 守恒 要 求 


patta 一 PiUb = 1n. (38) 
其 他 的 练习 证 明 ,动量 关系 要 求 
Pa + pts = ps poui, (39) 


。619 ， 


而 能 量 方程 则 要 求 
pts m [= uz 十 cs) 


一 pup m (= tt 十 .|]， (40) 


式 中 <。 是 单位 质量 的 内 能 . 

可 以 忽略 薄 激 波 区 域内 的 详细 情况 ， 而 把 激流 当 作 解 中 的 一 
个 间断 面 来 处 理 , 这 样 便 可 以 很 好 地 描述 各 种 可 压缩 流动 ,这 是 一 
个 值得 注意 的 事实 。 间断 面 两 边 的 应 变量 的 值 ， 则 可 用 象 (38)、 
(39) 和 (40) 式 那样 的 “跳跃 ”条 件 把 它们 关联 起 来 . 

可 压缩 流动 理论 使 用 间断 条 件 的 成 功 ， 同 人 们 强调 了 下 列 事 
实 : 理论 家 们 总 是 讨论 目 然 现象 的 模型 。 人 们 甚至 会 同意 这 种 说 
法 : “自然 界 实 际 上 是 连续 改变 的 ”， 但 是 这 并 不 排斥 间断 解 的 应 
用 ,因为 在 预测 迅速 改变 的 区 域 ( 象 可 压缩 流动 ) 时 ,这 种 解 会 为 我 
们 提供 极 好 的 模型 ， 

在 12.3 节 中 我 们 已 讨论 了 一 维 弹 性 力学 中 的 同 断 解 的 应 用 . 
14.4 节 则 推导 出 了 经 过 间断 的 一 般 患 跃 条 件 。 练 习 8 和 9 中 要 求 
把 普遍 结果 对 激 波 加 以 特殊 化 。 最 重要 的 结果 便 是 下 面 一 点 : 当 
无 熙 性 流体 经 过 一 道 激 波 时 , 它 的 精 不 能 减少 ”( 练 习 9)。 这 是 克 
芳和 修 期 -Duhem 积分 不 等 式 (14.4.29 ) 的 一 个 结果 ， 


练 二 


1. 证明 下 列 方程 
(a)(10) 式 
(b) (20) 式 
(c) (27) 式 
(d) 《28)、 29) 和 (30) 式 


lr 


ik pe 


1》 按照 能 量 方 程 (3) ,一 个 微 田 的 粹 保持 常数 。 不 过 , 激 波 作为 闻 断 面 处 理 的 本 质 
在 于 把 全 部 耗 散 过 程 C((3) 式 中 被 忽略 ) 都 看 作 是 存在 的 , 但 只 出 现在 狭 罕 的 激 
波 区 域 之 中 ,而 方程 (3) 是 不 能 用 来 确定 经 过 溅 波 的 觅 路 多， 
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(Ce) 〈34) 利 (35) 式 
(f) 证 明 (15) 式 后 的 论 扩 . 
2. 表述 并 求解 与 从 脉动 着 的 球 处 发 出 的 声波 有 关 的 问题 . 
3. 如 果 你 已 学 过 无 量 纲 化 和 尺度 化 的 材料 。 试 把 这 些 概 念 用 于 压 
缩 率 波 动 方程 的 推导 。 你 的 答案 应 该 取 简 易 的 形式 . 
4. (a) 推导 (37) 式 . 
Cb) 讨论 (37) 式 在 特殊 情况 《<) 一 or” 下 给 出 的 解 , 其 中 。 为 
常数 . 
1(c) 对 下 述 陈 述 发 表 评 论 : “因为 没有 无 限 长 管道 这 种 东西 ， 
所 以 这 个 问题 没有 物理 意义 ”。 
5. (a) 让 流 和 人 和 流出 单位 激 波 面 的 质量 流 相 等 ,由 此 推导 (38) 式 . 
(b》 由 力 等 于 动量 的 增加 率 推导 (39) 式 
(c) 由 压力 作 功 率 等 于 能 量 改 变 率 推导 (40) 式 ， 
6. 假定 无 界 介质 中 的 气体 最 初 处 于 静止 状态 ， 但 具有 非 均 匀 分 布 
s 一 F(x) 给 出 的 压缩 率 扰动 。 证 明 解 为 


， 一 [FC 1) + F(x + ct)]. 


画 出 在 原点 处 由 三 角形 “ 鼓 包 “给 出 的 FC). 
7. 考虑 一 端 封 闭 的 无 穷 长 管子 中 的 气 你 。 如 果 封闭 端的 边界 按照 
规律 5 一 GD) 来 回 运动 。 按 照 线 化 理论 试 证 明 在 气体 中 诱导 


的 运动 为 
7 (: 一 三 )， 

求 相 应 的 密度 分 布 . : 
8. 游 睛 没有 热流 人 二 + 一 0) 的 无 粘性 流体 ， 本 练习 和 下 面 的 

一 个 练习 把 练习 14.4.8 应 用 于 激 波 ， 从 而 得 到 有 关 各 量 跳 睹 的 

一 些 结果 . | 

按照 练习 14.4.7 的 符号 ,因为 流体 经 过 滞 波 , 便 有 st 才 0， 
sw 产 0， 令 Vv 表示 速度 vY 在 激 波 表面 投影 得 到 的 舌 量 .。 用 练 
习 14.4.8(b) 的 公式 作 计 算得 到 
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ipsnj = 0, less +t pl=0, {v= 0, 
上 + a = (0， (41a,b,c,d) 


式 中 了 寺 ce 十 pr 称 为 比 痊 ,rT 二 p71! 是 比 容 . (符号 "通常 用 
来 表示 体积 ,已 经 用 它 表 示 速 度 了 .) 同 样 ， 
pp Cp (42) 
p 一 P- 
为 了 作 这 些 计算 ， 写 出 Y= von 十 wT, 其 中 了 是 激 波 表面 的 
” 切 平面 。 取 动量 跳跃 条 件 的 和 nn 分量, 记 住 利用 无 粘 流 体 的 
本 构 方 程 。 利 用 质量 跳跃 条 件 证 朋 vi 必须 连续 等 等 。 
9.7(a) 试 证 明 对 于 任何 激流 ,ss 和 ss 必须 同 号 ， 
(b》 试 证 明 如 果 流 体 流 从 一 到 十 地 经 过 激 波 , 那 末 sx 和 55 的 
共同 符号 为 负 。 (参阅 练习 14.4.7 的 定义 和 附 图 .) 于 是 
区 域 R- 称 为 激 冰 的 疲 阵 面 . 
(c) 把 练习 14.48 加 以 推广 ， 证 朋 不 存在 热流 的 无 粘 流 体 中 
[os 守 0， 其中， 是 比 炳 . 
(d) 准 导 [xz] 之 0. 
t(e) 量 (r- 一 Tt!) 称 为 激 波 强度 ， 可 以 证 明 这 个 量 是 正 的 ， 
并 且 
ss kK(Tr 一 ++ 十 
式 中 久 是 症 数 ,… 表示 上 略 去 了 高 阶 项 。 证 明 无 穷 弱 的 激 
波 相 对 于 流体 的 运动 速度 为 声速 (6p/9p)”， 从 状态 方 
程 出 发 ,利用 式 (42). 
10. 利用 拉 格 朗 日 特征 线 方法 (元 1.2 市 ) 推 导 (31) 式 。 


15.4 ” 统 贺 柱 的 均匀 流动 

确定 作用 在 运动 流体 中 的 物体 上 的 力 ， 这 是 几 个 世纪 以 来 研 
究 流 体 运 动 的 主要 问题 。 虽 然 已 取得 了 很 大 的 进展 ,但 问题 的 主 
要 方面 仍然 没有 得 到 解释 .在 本 入 中 ， 我 们 通过 考察 二 维 无 粘 流 
体 绕 一 根 无 穷 长 项 柱 的 流动 来 开始 对 物体 绕 流 问题 的 讨论 ， 
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表述 

我 们 试 轿 从 一 个 与 所 研究 的 一 般 现 象 有 关 的 最 简单 的 特殊 间 
是 开始 讨论 。 我 们 考虑 漫 没 在 密度 均匀 的 流体 中 作 二 维 定常 流动 
的 一 个 圆柱 


x 二 y= a’, 一 oo < 过 2 之 00， 
假定 在 远离 贺 柱 的 地 方 流体 以 匀速 Vi 运动 ,因此 速度 矢量 v 满足 
当 巡 十 一 oo 有 时，vGxry) 一 了 (1) 


作 一 个 到 本 市 末 才 能 证 明 合 理 的 假设 ,我们 便 可 把 速度 写作 
位 势 澳 数 $$ 的 梯度 。 均匀 密度 的 假设 要 求 , 如 果 质 量 守恒 ,加 是 调 
和 陋 数 。 因 为 p= 二 常数 ,所 以 Dp/D: 十 ov .vv 一 0 意味 着 v 
=Y’$ = 0. 

我 们 将 利用 分 离 变 量 法 去 确定 一 个 满足 适当 边界 条 件 的 调和 
负数 $5。 一 旦 确定 了 这 个 速度 势 $, 我 们 就 可 得 到 压力 如 , 这 是 因 
为 无 粘 形 式 的 动量 方程 把 速度 和 压力 联系 在 一 起 .压力 的 积分 效 
应 给 出 了 作用 在 物体 上 的 合力 . 

内 为 我 们 是 在 考虑 一 个 圆柱 体 ， 所 以 我 们 应 该 用 依赖 于 极 坐 
祭 x 和 6 的 速度 势 多 : 

+ 二 yy) ,0=tan! (二 )， 

plrecos0, rsind) = DB(r, 0). 

我 们 将 需要 极 坐 标 中 梯度 的 表达 式 。 根据 附录 15.2 的 方程 (3) 或 
练习 5, 这 个 式 子 为 

vo@(r,0) 一 Ge + 1-'Dge'd), (3) 
式 中 外 的 下 标 表示 偏 导 数 ，e”” 一 en(r,0)[e 一 e@OGr,09)] 也 
是 (r,90) 处 指向 > 增加 (6 增加 ) 方向 的 一 个 单位 矢量 〈 见 图 
15.12 )。 

我 们 已 为 问题 的 最 终 表述 作 好 了 准备 ， 根据 附录 13.1 练习 
2 或 其 他 地 方 我 们 知道 , 极 坐 标 下 的 拉 普 拉 斯 方程 V8 一 0 为 
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(2) 


en) 


15.12 ”以 速度 为 已 的 均匀 访 绕 一 根 半 径 为 4 的 直 
圆柱 的 流动 . 图 中 示 出 了 构成 极 坐 标 基 的 一 对 典 型 
的 单位 天 量 ei(r, 2) 和 er, 9) 


] 中 十 7 中， 十 1 “Doo 一 0 ， 7 > 人。 (4 
由 (3) 和 (1) 式 ,我 们 得 到 无 穷 远 处 均匀 流动 的 条 件 为 
/ Mr 00, DD,.—> Ucos0, r+ D> —U sinO, 


因为 流体 不 能 罕 透 圆柱 ,V8 内 径 向 分 量 在 > 一 a 处 必须 为 零 , 因 


而 
| Ba,0) 一 0, (6€) 


还 必须 加 上 一 个 条 件 ,因为 极 坐 标 为 (ro， 0,) 的 后 也 上 其 有 坐标 (ro， 
po 十 27zr) ， 2 一 二 |， 十 <，……， 我 们 绸 求 ， 无 论 我 们 是 在 (7r， 0) 
处 还 是 (+r ,8 十 2x) 处 来 考虑 流 场 时 , 这 个 点 的 速度 都 必须 相同 . 
因此 对 0 来 说 ,VB 必须 具有 周期 2x, 即 

P(r+,0+ 2x) = D,(r, 0 )， Bolr, 0 2x) = Dolr ,0). 

(7a,b) 

周围 打上 方 框 的 这 些 方程 给 出 了 一 个 确定 的 数学 癌 题 。 在 求 
解 这 组 方程 时 ,我 们 看 到 ,如 来 希望 要 有 一 个 唯一 的 解 ， 则 还 必须 
给 出 另 一 个 条 件 ， 


(5a,b) 


用 变量 分 离 法 求解 
虽然 几乎 可 以 猜 出 方程 4) 一 (2) 的 解 , 但 我 们 仍 将 利用 分 离 
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变量 法 求解 这 些 方程 。 对 这 个 方法 以 前 还 没有 经 验 的 那些 入 应 该 
注意 ,对 于 任何 这 类 问题 ,我 们 应 用 于 这 个 特殊 的 分 离 变 量 | 同 题 的 
六 个 步骤 (一 ) 一 (六 ) 只 要 稍 作 修 正 或 者 不 作 修 正 便 可 应 用 . 〈 试 
与 4.1 节 作 比较 ;也 可 见 练 习 了 7。) 

第 一步， 假定 一 个 乘积 解 : 

DB(r,0)= R(r 0(0). 
第 二 步 。 代 入 基本 微分 方程 ， 由 (4) 式 
RQ FriR'O + 1 0" =—0 


,AR ,00 
(R a ° dg ): (8) 
第 三 步 。 分 离 变 量 。 我 们 把 (8) 式 写成 如 下 形式 
Rr iR’ 四 
rR @ C9) 


现在 变量 已 经 分 离 , 上 式 左 边 仅 是 自 变 量 ? 的 辫 数 ,右边 仪 是 自 变 
量 6 的 咒 数 。 作 如 (2.4) 式 下 面 的 那 种 推理 , 我 们 推断 出 (9) 式 的 
现 这 必须 等 于 一 个 分 离 常 数 《, 因 此 我 们 得 到 分 离 方 程 
R 4 riR’ = kr ?RR, 0 = —h0, (10a,b) 
案 四 步 。 从 分 离 方 程 和 迁 当 的 齐 次 边界 条 件 所 组 成 的 一 个 本 
征 值 问题 确定 分 离 常 数 的 许可 值 。(10) 式 的 两 个 方程 都 是 二 阶 
时 ,因此 ,我 们 寻找 一 对 齐 次 边界 条 件 。 试 竣 法 表明 ， 在 各 种 可 能 
性 中 ,只 有 从 式 (7) 得 到 的 条 件 才 是 怡 当 的 。 由 (7a) 式 得 到 
R'(r )8(0 + 2x) = R'(r )8(0) 


因而 ,不 是 
R' = 0， (11) 
便 是 
(0 十 2z) 一 BC9)。 (12) 
由 (7b) 式 得 到 
9'(9 十 2r) 一 加 (6)。 (13) 


因为 KR 一 0 给 出 平庸 解 , 除 (13) 式 就 没有 男 外 可 供 选 择 的 解 。 作 
为 一 个 决定 的 本 征 值 问 题 ,我 们 因此 而 取 (10b)、(12) 和 (13) 式 . 
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《我 们 将 分 开 考 虑 (11) 式 的 可 能 性 ,) 
如 果 & > 0, 我 们 就 写作 万 一 py，& 关 0。 于 是 (10b) 式 的 通 
解 可 写作 


@ = ccos wub 十 csin go。 (14) 
根据 (12) 和 (13) 式 
Ci[ cosu(0 十 2r) 一 cospO| 
+ Csinu(0 + 2x) — sin 9] = 0, (15) 
C[— psin wk 十 2x) 十 Asin 0 | 
+ Ciucosu(0 + 2a) — pcos10] = 0. (16) 


除非 我 们 要 求 系数 行列 式 等 于 零 ,方程 (15) 和 (16) 只 具有 平庸 解 ， 
利用 简单 的 三 角 恒 等 式 , 这 个 要 求 便 是 
pp[ cos p(0 十 2z) 一 cosu0]’ 
十 gf sin jp(0 + 27) — sin ux0 1 一 10， 


或 
2 一 2fcosp(6 十 27x)cosub 
十 sin ux(0 + 27) sin p01] = 0, 
或 
cos2x4 一 ] 因 和 大 一 十 1, 士 2， 士 3,， …。 (17 ) 
当 为 整数 时 , 对 任何 常数 C, 和 C,, (15) 和 (16) 式 确 实 得 到 满 
自 . 


如 果 饮 一 0,《10b)、(12) 和 (13) 式 仅 有 的 非 平庸 解 为 @ 一 0， 
此 处 0, 是 一 个 非 零 的 常数 。 如 果 & < 0,(10b)、(12) 和 (13) 式 便 
没有 非 平庸 解 [练习 1(a)]. 

第 五 步 。 妾 分 离 常 数 取 第 四 步 所 确定 的 值 时 ， 求 解 利 下 的 分 
离 方程 。 当 & 一 入 时 ,等 尺寸 方程 或 欧 拉 方程 (10a) 具 有 一 个 六 
和 :的 线性 组 合作 为 通 解 。 当 太一 0 时 , 通 解 便 是 1 和 lnr 的 
线性 组 合 (Boyce 和 DiPrima，1963， 第 4.4 节 )。 

六 步 。 把 所 有 可 能 的 乘积 解 梧 加 起 来 以 满足 其 余 的 边界 条 
件 ，。 所 谓 “ 登 加 ”, 我 们 指 的 是 “形成 一 个 线性 组 合 "， 为 了 把 所 有 
可 能 的 乘积 解 包括 在 这 个 组 合 中 ,我 们 必须 考虑 (11) 式 的 可 能 性 ， 
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方程 (1 和 48) 意 昧 着 @ 一 0，, 并 得 到 如 下 的 结论 : 6 的 任何 倍 
数 帮 是 (8) 式 和 (7) 式 的 乘积 解 。 从 这 个 结论 以 及 第 四 步 和 第 五 此 
的 结 采 ,导致 我 们 假定 @ 是 无 穷 级 数 。 
Or,0) = AO By Bilnr 
十 > [(C,r” + car ”)cos(n0) 


+ (Ds,r’” + dtr") sin (n0)]. (18) 
如 果 
Ci:=U; DS=0; C=D,=0; n=2,3,4,.…， 
那 末 在 无 穷 远 处 的 条 件 (5) 全 满足。 于 是 ,边界 条 件 (6) 式 便 禄 求 
B'=0; ci 一 Do d=0; C= dd, = 0; 
1 2,3,4,.…: 
因此 ,在 所 有 的 方程 和 边界 条 件 下 ,有 人 解 
DS= A0+ U(r + a'r !)cos0, (19) 
这 很 容易 用 下 接 代 入 加 以 验算 ， 


解 的 解释 


(19) 式 中 存在 项 46 是 值得 注意 的 。 这 一 项 与 0 无 关 ， 但 却 
依赖 任意 营 数 4， 因 而 有 无 数 个 绕 贺 柱 的 均匀 流动 。 利 用 极 坐 标 
梯度 公式 (3), 相 应 于 46 的 速度 矢量 为 

VvV(A0) = 47 人 ， (20) 

相应 的 流动 完全 是 贺 环 形 的 。 当 + 一 co 时 速度 趋向 零 , 因 此 ,无 
穷 逻 处 的 均匀 流动 不 受 这 种 环形 流动 的 影响 . | 

作为 一 个 流动 中 总 体 旋 转 的 量度 ,1869 年 开尔文 引进 了 环绕 

一 条 单 圆 封闭 曲线 C 的 环 量 KK(C) 的 概念 ,他 用 下 列 线 积分 来 定 


义 这 个 量 : 
K(C)= pv ‘ dr. (21) 


当 Y 一 V 时 ,我 们 可 以 [ 象 在 练习 1(c) 中 那样 ] 蕊 无 困难 地 证 
明 ， 
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在 给 定 方向 上 在 给 定 方 向 上 绕 C 

绕 C 的 环 量 ”一 周 $ 的 改变 量 
当中 由 《〈19) 式 给 定 ， 曲 线 C 褒 反 时 针 方 回 绕 圆柱 体 一 周 的 
K(C) 一 2r4 【而 对 于 并 不 包围 圆柱 体 的 任何 曲线 C，K(C)= 
0]. 

因此 如 果 我 们 要 求 ， 当 + 一 oo 时 , 不仅 速度 趋向 一 个 曾 数 
U ,而 且 环 量 趋 向 于 常数 2xA , 那 末 我 们 的 分 离 变 量 法 便 给 出 了 唯 
一 的 解答 . 

让 我 们 回 到 启发 我 们 作 这 个 研究 的 问题 : 作用 在 圆柱 上 的 力 
是 什么 ?为 了 得 到 这 个 力 我 们 必须 从 定常 运动 的 动量 方程 计算 压 
力 。 由 (1.10) 式 以 及 于 一 0?, 我 们 得 到 

(Vv: V)v = —p Vv? 
或 
(Vb :VY)Y$ = —Y (2). (222a,b) 


(22) 式 左 端 已 知 ,所 以 P 可 以 从 直接 计算 得 到 ， 然 而 ,即使 利用 极 
坐标 ,这 多 少 也 有 点 使 人 讨厌 .不 过 ,(22) 式 可 写作 


L . P\_ 
| Vs v8+t+ 二 0 ， 
因而 
二 |vg| 十 三 一 常数 . (23) 
2 p 
看 出 这 一 点 就 能 使 我 们 得 到 一 个 较 简 单 的 方法 。 考虑 ”一 co 极 
限 下 的 (23) 式 ,我 们 就 可 确定 其 中 的 常数 最 终结 采 为 
工 2 Pp Ll 2 Pw 一 一 | 1 
| 了 十 太一 三 (po = limp) (24) 
(这 是 练习 1.7 中 所 证 明 的 伯 努 利 方程 的 一 种 特殊 情况 .) 作用 在 
半径 为 a 的 贺 柱 上 的 力 F 是 由 外 法 线 n 和 弧 长 :以 下 式 给 出 的 
F 一 | tu 一 一 |pna， 
1) 如 果 要 考 卡 重力 的 影响 ,就 仅仅 多 一 个 由 浮力 引起 的 升力 (练习 9). 
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忆 化 
一 -| (cos6i 十 singj)padoO。 (25) 
0 


利用 (24) 和 (19) 式 , 稍 作 计算 便 可 证 明 [ 练 习 1(c)] 
一 一 pUKj (K 一 2x4 一 逆 时 针 方向 的 环 量 )。 (26) 

如 果 无 穷 远 处 流动 沿 X 增 加 的 方向 ， 升力 和 阻力 便 定义 为 
和 一 i 方 同 的 分 力 。 我 们 发现 ,升力 正比 于 环 量 , 并 且 没 有 阻力 . 
为 了 把 没有 阻力 这 一 点 说 得 更 富 于 戏剧 性 ， 我 们 可 以 由 此 作 如 下 
的 预测 : 如 果 你 把 手臂 放 在 尼亚加拉 瀑布 里 面 ， 那 末 便 没有 加 下 
方面 的 力作 用 在 手臂 上 。 显然 ,什么 地 方 有 东西 错 了 . 

嫌疑 首先 落 在 假设 v 一 Vv 上 . 但 是 这 是 无 烙 流 理论 一 个 
主要 结果 ,该 理论 指出 ,即使 引进 了 和 重力， 并且 即使 也 考虑 了 密度 
的 变化 ,只 要 状态 方程 具有 p 一 pp) 的 形式 , 那 末 对 于 从 静止 开 
始 的 流动 便 有 VAv 二 0， 因 此 Y 一 V4 这 个 假设 是 不 可 避免 的 
(练习 1.6)， 

也 计 ， 还 有 另 一 种 并 未 为 分 离 变 量 法 所 揭示 的 统 圆 柱 形 物 的 

流动 ， 也 许 无 阻力 的 伴 雇 只 适用 于 完全 对 称 的 圆柱 形 物体 ， 对 于 
一 般 形 状 的 物体 ,会 出 现 更 合理 的 结果 。 但 是 ,可 以 证 明 ， 对 于 绕 
任何 刚性 封闭 物体 的 均匀 无 粘 不 可 压 纠 流 动 ， 
当 7 -> o9 时 ， v= Ui+ Arie'd? -+ O(r ), (27) 
而 且 《26) 式 继续 给 出 了 作用 在 物体 上 的 力 ( 库 塔 - 颂 可 夫 斯 基 定 
理 ). 

《27) 式 在 三 维 情况 下 变 为 

YY 一 Di 二 TO(Cr)。 
并 且 F = 0, 这 其 至 是 一 个 多 少 更 令 人 感到 惊异 的 结果 . 

在 15.1 布 中 , 我 们 说 过 ， 似 乎 可 以 合理 地 假设 在 水 和 空气 中 
六 应 力 总 是 等 于 零 的 。 当 使 用 无 粘 流 体 的 假设 来 讨论 分 层 不 可 压 
缩 流 体 稳定 性 和 气体 中 的 可 压缩 波 时 ， 得 到 了 很 好 的 结果 .但 是 
我 们 却 不 能 接受 这 个 理论 给 出 的 绕 二 维和 三 维 物体 的 流动 中 没有 
阻力 的 结果 . 这 里 有 两 条 有 价值 的 教训 . 《〈i) 一 个 合理 的 ”假设 
可 能 是 一 个 好 的 假设 ,也 可 能 不 是 一 个 好 的 假设 ;《〈i) 一 个 给 定 的 
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数学 模型 在 某 些 情况 下 可 能 完全 满足 要 求 ， 而 在 另 一 些 情况 下 则 
不 满足 要 求 . 

不 存在 阻力 的 预测 称 之 为 达 朗 伯 伴 衣 ?。 人 们 听 到 这 样 一 种 
违反 直观 的 结果 后 ， 第 一 个 反应 是 它 是 作为 推理 中 的 一 种 错误 而 
得 出 来 的 。 只 有 数学 证 明 才 能 使 人 完全 信服 恰恰 是 基本 假设 本 身 
是 有 毛病 的 。 附录 15.1 概述 了 三 维 情况 下 的 焉 朋 ， 

解决 达 良 伯 伴 雇 要 求 对 粘性 流体 作 研究 ,这 时 ,考虑 了 前 切 应 
力 的 可 能 性 .第 工 卷 第 三 章 中 做 到 了 这 一 点 。 人 们 发 现 , 无 论 粘 
性 系数 多 么 小 ,在 邻近 固体 边界 的 薄 层 中 ,也 许 还 有 其 他 地 方 ， 航 
切 应 力 总 是 重要 的 。 当 粘性 系数 趋向 于 零 时 ， 这 些 层 的 厚度 也 赵 
向 于 零 ; 但 对 于 “ 钝 体 * 来 说 ,粘性 对 阻力 却 有 一 种 并 不 趋向 于 零 的 
效应 。 另 一 方面 ,对 于 诸如 机 起 那样 的 流线型 物体 , 薄 层 对 流动 只 
有 很 小 的 作用 ; 当 粘 性 变 为 零 时 ,阻力 趋向 于 零 。 这 样 ， 对 于 流 线 
形 物体 ， 达 朗 伯 伴 廖 实际 上 是 一 种 正确 的 结果 ， 这 是 因为 作用 在 
物体 上 的 阻力 很 小 。 此 外 ,二 维 力 公 式 (26) 也 是 解释 机 村 升力 的 
基础 . 

总 之 ， 二 粘性 模型 为 我 们 提供 了 研究 绕 流线型 物体 流动 的 -一 
个 很 好 的 一 级 近似 ,但 是 , 绕 钝 体 的 流动 与 经 典 的 无 粘 流 动 理论 的 
简单 预测 是 非常 不 同 的 。 绕 流线型 物体 流动 理论 的 最 重要 的 原理 
在 第 1 卷 第 三 章 加 以 讨论 。 然 而 ,读者 将 找 不 到 绕 钝 体 流 动 的 明 
确 的 处 理 方 法 ;这 里 的 主要 问题 仍然 没有 解决 . 


练 习 


1. (a) 如 果 《是 负 的 , 那 末 (10b) 人 12) 和 (13) 式 没有 非 平 唐 解 . 
(b) 试用 直接 代 人 法 证 明 , (19) 式 满 足 所 有 需要 的 方程 和 边 委 
条 件 ， 
(c) 试 证 明 (26) 式 ， 
1) 174» 年 欧 拉 给 出 了 二 维 情 况 下 的 证 明 . 1752 年 达 朗 伯 “ 再 次 发 现 或 正确 地 佑 
价 了 ?这 个 伴 廖 ， 语 来 (1768 年 ) 他 以 答 人 昕 图 的 措 词 再 次 断 忆 了 这 一 现象 
(Truesdell 和 Toupin，1960, 第 541 页 .) 
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《dj 利用 但 努 利 方 程 (24) 给 出 的 压力 和 速度 之 间 的 关系 证 明 
(26 ) 式 是 似 然 的 ， 
(e) 试 证 明 式 421) 下 面 氢 述 的 环 量 和 由 的 改变 之 间 的 关系 。 

2.《a) 我 们 已 证 明 , 措 述 均 匀 流 绕 贺 柱 体 的 速度 势 由 (19) 式 给 出 . 
确定 相应 的 驻 点 , 即 v 二 0 的 点 。 务 必 把 下 列 几 种 情况 区 . 
分 开 来 : 2aU > 4, 2aU 二 4 ,2aU 一 ua。 指出 在 这 几 种 情 
i 况 下 相应 于 圆柱 的 驻 扣 位 置 . 

(b) 假定 v(x, 1) 是 可 微 的 ,并 证 明 除 了 驻 点 外 , 流 线 具 有 意义 
明确 的 正切 .再 得 出 结论 : 流 线 只 能 在 这 些 ( 驻 ) 点 上 相交 . 
3. 注意 到 无 穷 远 处 的 流动 是 均匀 的 , 赔 必 是 流 线 的 一 部 分 ,在 星 后 
处 请 线 可 以 分 文 ， 那 末 我 们 就 可 以 对 上 面 的 问题 画 出 尺 人 精确 
的 流 线 图 。 请 按照 这 种 方法 去 做 . 
4. 假定 存在 速度 势 $, 试 证 明 g(p1) 一 4(p,) 等 于 速度 沿 连接 如 
和 pp 扣 罗 曲线 的 线 积 分 。 从 而 给 出 了 势 函 数 的 一 种 意义 。 

9. (a) 假定 速度 场 V(x, y) 存在 着 一 个 速度 势 bx, y). 汽 虑 到 
极 坐 标的 变换 。 试 证 明 径 向 速度 分 量 了 ,(r , 6) 与 极 坐标 
下 的 速度 势 B(r ,09) 之 闻 的 关系 是 了 ,一 38/8x:。 以 如 下 
的 方法 用 直接 计算 来 做 。 因 为 e" 一 cos9i 十 sin6j 是 与 
正 * 轴 成 9 角 的 单位 天 量 , 并 且 TV, 一 v'e", 于 是 

Vr 一 29 cos0 十 db sinp 
Dx Oy 
利用 连锁 法 则 把 88/68x 和 ”848/68y 改变 成 对 极 坐 标的 微 
分 . 
(b) 通过 证 明 并 完成 下 列 步 邓 证 明 方 位 角速度 分 最 Fe 可 以 表 
示 为 Vo 一 7 (68801697): 


这 里 qd/as 是 0 增加 方 同 的 方 同 导 数 ， 
“6. 利用 动量 交换 方程 推导 (26) 式 . 《参阅 练习 14.2.5) 
7. 考虑 均匀 密度 的 无 烙 流 体 绕 半 径 为 4 的 圆 球 的 位 势 流 动 (v= 
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-长 
由 
ok 
BR 

这 
is 


《 


图 15.13 练习 7 所 讨论 的 情 识 的 示意 图 


v8)， 调整 坐标 轴 ,使 远离 圆 球 p 一 a。 处 ,均匀 流速 为 一 Uk， 
U 是 常数 .使 用 球 坐标 .( 见 图 15.13) 寻找 一 轴 对 称 流 动 (0] 
60 一 0) ,并 证 明 问题 可 归结 为 8(p, $) 的 下 列 方程 : 


9 (200) -8 (sn 0) 0; 


sin 0 一 一 一 一 
Op Op Og 


Mp-—”>00 上 时， 划一 一 Upcos 中 ; 


0 
在 p 一 a 处 2 0. 
Op 


求 出 用 分 离 变量 法 得 到 的 最 一 般 的 解 。 你 将 需要 下 列 事实 : 
y(d) 的 勒 让 德 方程 是 


1 1 f/f., 全) 十 ~ 
rt js (sn 2 Ry = 0. 


对 于 所 有 的 中 , 仅 当 KR 一 n(n 十 1 )， n=—0,1, 2,*，…… 肝 , 这 个 
方程 的 解 才 是 有 限 的 . 相应 的 解 是 P,( cos$) 的 倍数 ， 其 中 
Ps 是 2 阶 ( 勒 让 德 ) 多 项 式 .。 例如 ， 


P(x) = 1, P(x) 一 zx， P(x) 一 于 (3z 一 1). 
8. 求 由 练习 ?7 的 流动 作用 在 球 上 的 净 力 。 通 过 积分 压强 的 局 部 效 
应 来 进行 。 
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3. (2) 如 条 把 体力 项 p 一 一 gj 加 到 (22a) 式 的 右 端 ， 试 说 明 
《23) 式 会 如 何 改变 。 
(b》 证 明 (a) 中 所 著 虑 的 效应 将 以 浮力 项 加 到 的 公式 026) 中 
去 。 


附录 15.1 三 维 情况 下 达 上 明代 和 伴 焉 的 -一 种 证 明 


学 虑 一 个 封闭 物体 的 运动 所 产生 的 三 维 无 烙 流 体 的 无 旋 运 
动 ,并 假定 流体 在 无 穷 远 处 是 静止 的 。 令 v 一 V4$, 这 里 上 是 速度 
势 。 如 果 流 体 的 密度 均 习 ， 那 末 Y .vv 一 0, $9 是 调和 的 ， 并 具 
(16.1.18) 式 可 以 应 用 .这 个 方程 代表 操 P 了 处 的 一 个 调和 了 哨 数 ， 它 
是 用 包围 着 了 后 的 区 域 RR 的 边 寞 GR 上 的 积分 米 表 示 的 ,如果 P 
是 原点 , 那 末 这 个 方程 为 


$00) = 一 土 |||s 二 (+) 一 2|a0 cot 也 外 法 


Dr 、\、 人 7 r On 
稍 作 重 新 解 释 ,我 们 便 可 写 出 
po 一 一 直 中 5 训 全 )- 二 让， 


式 中 六 是 从 到 在 GR 上 移动 的 积分 变量 之 则 的 距离 . 

设 RR 为 内 部 以 5 为 边 宰 、 外 部 以 为 边 守 包 含 着 x 的 一 个 区 
域 ,这 里 5 是 包含 上 述 物 体 的 一 个 曲面 ,3 为 以 x 为 中 心 ? 为 半径 
的 一 个 大 球面 ( 风 图 15.14). 

不 难 证 明 ( 练 习 1)， 人 


1 | ddc 十 元 | [Vv# nldo 


1 fl 1 op]1 
+ 4 | E On (3) + On er. 
(2) 
在 Q2) 式 及 以 后 ,并 不 明确 地 指明 时 间 马 因为 在 我 们 购 全 部 讨论 
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图 15.14 对 于 绕 物 体 0 的 流动 ,用 来 表示 x 处 速度 势 的 区 域 中 .人 秋 
量 n 是 RR 的 积 丈 的 单位 外 法 线 . 
中 ,都 把 时 间 看 作 是 固定 的 ， 

(2) 式 的 第 一 个 积分 是 四 在 以 x 为 中 心 ,P 为 半径 的 球面 上 平 
均值 ， 让 我 们 暂时 认为 下 面 的 说 法 是 理所当然 的 ， 即 这 个 积分 值 
在 p 一 co 时 的 极限 与 x 无关 ， 我 们 将 在 下 面 对 这 种 说 法 作 一 醒 
概 的 证 明 . 

(2) 式 的 第 二 个 积分 在 上 述 极限 下 趋向 于 等 ,因为 已 假定 在 无 
穷 远 处 流体 没有 运动 ， 所 以 这 个 结论 可 从 在 离 原点 距离 很 大 时 根 
据 V4 ->0 这 一 事实 推论 出 来 . 四 

现在 假定 物体 以 均匀 速度 一 运动 。 取 相对 于 老 坐 标 轴 以 速 
度 一 恕 运动 的 新 坐标 轴 。 《在 新 的 坐标 系统 下 ,物体 是 固定 的 ， 远 
离 物体 的 流体 以 速度 U 运动 .) 利 用 到 此 为 止 所 作 的 推导 , 我 们 知 
道 ,速度 势 满足 

px) 一 也 .x 十 常数 
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1 四 | 
十 一 一 一 1 一 | 一 一 一 |d 3 
-|| [ On 攻 +r On " (3) 


下 


练习 2 证 明 , 当 ， = |x| > oo 时 ,我 们 可 从 (3) 式 推 得 
p(x) 一 U- x 十 常数 一 + 0(r-’), (4) 


i Try 
F=|\| 9a0—)) vo. nr —)|v: mo 


是 六 体 通过 5 的 净 流 出 量 。 因 为 没有 源 , 我 们 必然 有 
: F =0. (5) 
为 了 证 明 这 一 点 ,请 注意 散 度 定理 指出 
F 一 人 ve :nzz 一 0 (6 ) 
牺 体 


但 是 式 (6) 中 的 第 二 个 积分 为 零 , 因为 在 固定 的 物体 上 va 一 


4 。 

根据 (4)、(5) 式 和 伯 努 利 方程 (4.24), 我 们 得 到 如 下 的 结论 
[练习 2(b)] 

当 > 一 co 时 ， 

v=U+oO( 3), p=po+ Ol(r™). (7) 


因为 我 们 知道 速度 和 压力 以 上 面 的 方式 趋同 于 它们 在 无 穷 远 处 的 
值 , 由 练习 14.26 可 知 , 没 有 力作 用 在 物体 上 . 

注 评 。 对 于 二 维 物 体 ， 不 能 用 上 面 的 讨论 来 对 无 穷 远 处 的 性 
质 作出 估计 ， 因 为 速度 场 可 能 是 多 值 的 。 我 们 可 以 应 用 解 的 识 松 
积分 表达 式 ”, 或 者 可 以 根据 解析 兆 数 理论 来 进行 ， 

和 镜 下 来 要 证 明 的 是 下 列 引 理 : ”上 $ 在 半径 为 P 的 球 Sz 上 的 平 
均值 与 它 的 中 心 点 位 置 x 无 关 。 用 Mp(x) 表示 这 一 平均 值 ,并 
令 uu 代表 单位 和 天 量 。 于 是 : 

Mpo(X + au) 一 Mp(x) 


1) 泊 松 积分 表达 式 是 (16.2.13) 式 的 二 维 形式 , 具 有 一 个 对 数 奇 点 . 
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4 | (bb)do, (8) 


"和 


式 中 g* 是 $8 按照 必须 把 第 一 个 积分 中 积分 区 域 从 Sx+owm 移动 到 
$x 的 变量 变换 得 到 的 。 根据 积 分 中 值 定理 ,我 们 从 (8) 式 推 得 
Mp(x+ au)— Mp(xX)=p p=Vp: 

~ 数值 a 的 天 量 )， (9) 
式 中 g* 一 和 Vg 都 是 在 5S 上 的 某 点 计算 的 ， 因 为 当 p 一 % 
时 ,|vd| 一 0, 我 们 推论 得 到 ,对 于 任意 的 5 和， 
MX 二 at) 一 Mg) 一 0， 
因此 M。(x) 为 冰 数 ， 


练 习 


1. 证 明 方 程 (2)、(3) 和 (6); 

2. (a) 证 明 (4) 式 ， 
(b》 证 明 (7) 式 ; 

3. 明确 地 完成 (8) 式 所 需要 的 变换 ,从 而 得 到 (9) 式 中 提 到 的 数量 
4 的 天 量 表达 云 ， 


附录 15.2， 极 坐标 和 柱 坐 标 


令 em(ro, 69) 是 点 (ro 00) 处 "r+ 变化 * 的 坐标 曲线 9 一 6 的 
单位 切 矢 量 。 令 ee@(ru, 90,) 是 同一 点 处 “6 变化 ”的 坐标 曲线 
r 一 ro 的 单位 切 矢量 ，e 和 et 分 别 指向 + 和 8 增加 的 方向 ( 练 
习 15.15)。 在 极 坐标 中 , 矢量 w(r, 9) 的 分 量 定义 为 sz? 和 v9， 
式 中 

vLr , 6) 一 zolr， 9)Jen(r ,9) 
+ ver yo)eo(r ,0). (1) 
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13.13 图 定 的 笛 卡 儿 单位 和 拓 量 i 和 j 以 及 一 对 典型 的 
变化 善 的 极 坐 标 单位 矢量 en 和 ef(C 


因为 e” 和 e “是正 交 单 位 矢量, 所 以 


sy" = Vv. e", v= Veo, (2) 
特别 是 , 当 v 一 V8@ 时 ,关系 式 
1 (3) 
几乎 直接 从 下 列 单位 矢量 e 方 网 上 的 双 的 方 回 导数 的 公式 而 来 。 
~— V9. e. 


下 列 公 式 把 极 坐 标 与 第 卡 儿 坐 标 ( 单 位 矢量 1 和 jj 速度 分 量 
x 和 v ) 联 系 在 一 起 。 如 果 


i 一 Cie" 十 Ce， 


击 末 

ee ” ] = Ci, Ci 一 一 cos0; 

el) ,i= CC,, (> = eos (9+ 三 ). 

因此 

i 一 cosOQe™ 一 sin Ge (4) 
类 似 地 ， 

j= sinOe™n + cosbe) ， (5) 
并 且 
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Cr _ ， 4 5 a 
e'”" =— cosoi 一 St 03, (6 ) 


et = — sin Oi + cos ti. (7) 
根据 (1) 6) 和 (7) 式 ,因为 一直 十 

7) 一 bcos 十 zsing， (8) 

0 一 一 ksing 十 zcosO (9 ) 
类 似 地 ,利用 (4) 和 (9) 式 ， 

Hz — ycos0 — v0 sin 0, (10) 


y = y'sin0 — vcosh, (11) 


在 柱 坐 标 中 ,(x, y) 平面 内 用 极 坐 标 ,而 > 分 量 则 与 币 卡 儿 从 
标 是 相间 的 ， 例如 ,en(r。， 0,, z0) 是 点 (ro， 2， 20) 处 曲线 fro 
z 一 20 的 单位 切 同和 失 量 。 速 度 和 拓 量 v(ro, 0。, zo) 的 分 量 为 
[vy (ro, Oo0, 20), vO (ro, O00, 20), wlro, Oo, 20)], 
因而 
二 pe") + 1 te 十 wk 


像 往 曾 一 样 ,E 表示 沿 = 轴 的 单位 和 天 量 ， 
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第 十 六 草 位 势 理论 


引力 位 势 理 论 及 其 在 静电 学 .电磁 波 和 声波 理论 中 的 推广 ,为 
说明 数学 分 析 的 威力 提供 了 一 些 极 好 的 例子 ; 但 也 引起 了 一 系列 
非常 难以 捉摸 的 挑战 性 的 问题 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 这 个 论题 
中 的 一 些 最 精采 的 部 分 ， 以 使 读者 对 它 的 推断 和 结果 的 范围 有 一 
个 感性 的 认识 . 

在 引力 位 势 的 启示 下 ,我 们 在 16.1 节 中 推导 了 拉 普 拉 斯 方程 
和 泊 松 方程 的 各 种 结果 。16.2 贡 主 要 讨论 了 格林 函数 的 结构 及 其 
应 用 ; 静电 学 为 此 提供 了 物理 基础 。 最 后 一 节 论 述 了 一 个 归结 为 
圭 姆 交 兹 (Helmholtz) 方程 的 无 粘 流 动 问 题 ， 即 一 道 平面 声波 碰 
到 屏幕 上 的 一 个 小 孔 时 所 产生 的 衍射 间 题 ， 


16.1 ” 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 

本 节 最 主要 的 公式 方程 (7) 给 出 了 由 分 布 在 整个 空间 中 各 个 
区 域 上 的 质量 所 引起 的 引力 位 势 YC(x)。 我 们 证 明 , 如果 x 在 质量 
分 布 区 域 之 外 ,V(x) 便 满足 拉 普 拉 斯 方程 (3)。 而 如 时 x 在 质量 
分 布 之 内 ,V(x) 便 满足 泊 松 方程 (8)。 然 后 ， 我 们 反 过 来 简要 地 
讨论 在 有 界 区 域 尺 内 满足 这 些 方程 的 函数 ， 其 目的 是 用 在 尺 的 边 
界 6R 上 的 积分 公式 来 表示 这 些 函 数 ， 对 于 拉 普 拉 斯 方程 ， 这 种 
表示 方法 给 出 了 中 值 定理 和 调和 函数 的 最 大 值 原理 .我 们 也 得 到 
这 样 的 结论 ;只 要 以 某 种 方式 规定 满足 泊 松 的 方程 的 函数 在 无 穷 
远 处 的 性 质 , 那 末 方程 (7) 就 为 这 个 函数 所 满足 。 本 节 以 某 些 有 关 
的 唯一 性 的 论述 为 结束 ,同时 ,似乎 以 定理 证 明 的 文体 来 叙述 较为 
合适 . 


离散 质量 分 布 的 引力 位 势 
如 同 引 论 性 物理 教程 中 所 讨论 的 那样 ， 一 个 位 于 狐 点 专 处 的 
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点 质量 mm 在 场 内 某 点 处 所 引起 的 引力 位 势 人 为 
V 一 一 — {7 2 | 
(x) x (1) 


(这 里 ，G 是 万 有 引力 常数 , 其 值 为 6.67X 10-3 达 因 … 厘米 ?/ 克 站 . 
按照 定义 ,引力 位 势 是 一 个 标量 , 其 负 梯 度 给 出 引力 g。 同时 , 从 
(1) 式 ,我 们 得 到 二 个 点 质量 mw 所 引起 的 与 距离 平方 成 反比 的 力 : 


gi(X) 一 一 < 一 一 Gm -于 一 (2) 


很 容易 证 明 [练习 1(b)] ,除了 x 二 二 以 外 ,引力 势 满足 拉 普 拉 斯 
方程 : 


vr DS 0. (3) 
在 复杂 的 问题 中 ,例如 ,在 除了 最 简单 形状 以 外 有 边界 存在 的 
问题 中 ,就 不 可 能 推导 出 位 势 的 精确 表达 式 ， 在 这 种 情况 下 ， 通 
常 最 好 从 位 势 所 满足 的 微分 方程 着 手 。 当 我 们 对 这 些 情况 有 了 准 
备 , 就 会 看 到 ,通过 寻找 偏 微分 方程 (3) 在 专 点 有 奇 点 的 解 ,我 们 就 
可 得 到 (1) 式 . 这样 一 种 说 明 实 际 上 是 相当 含糊 的 ,因为 还 有 其 他 
满足 同一 的 普遍 要 求 的 解 [例如 ,(1) 式 的 偏 导数 ]。 在 说 明 奇 点 的 
性 质 时 ,我 们 必须 更 精确 些 ， 事 实 上 ,为 了 重新 获得 (1) 式 ,我 们 应 
该 加 上 限制 条 件 


limrV = — Gm. (4) 


rf -*» 人 0 


由 位 于 &,， 二， "“""S é, 的 许多 质点 mM" "> Ws 所 引起 的 
9| 力 位 势 为 


k=1 ET 
当 开头 和夫 时 ,这 个 函数 了 也 满足 微分 方程 (3)， 为 了 从 (3) 式 获 
得 (5) 式 ,我 们 必须 规定 

eh xX— EV = Gm k= 1,2,..*, 5s. (6) 


V(x) 一 一 6 (5) 


我 们 以 后 将 看 到 , 炒 有 有 一 个 在 无 穷 还 处 要 规定 的 条 件 . 
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连续 介质 分 布 区 的 引力 位 殷 
如 果 有 一 种 密度 为 op(&) 的 质量 分 布 , 那 末 引 力 位 势 为 下 式 所 


给 出 
p( 志 )dT 
7(x) 一 一 G 直 el (7) 
式 中 dz 是 体 元 ,积分 是 对 专 进行 的 。 如 果 把 没有 质量 的 区 域 看 作 
p 三 0, 那 末 很 容易 把 无 穷 空间 取 作 积分 区 域 ， 对 于 在 这 些 区 域 中 
的 X， 拉 普 拉 斯 方程 仍然 满足 。 那 末 关于 充满 质量 区 域 中 的 某 一 
所 情况 又 怎样 呢 ? 
首先 ;有 一 个 积分 收敛 的 问题 ,但 这 一 点 可 毫 无 困难 地 加 以 证 
明 .。 其 次 ,如 果 我 们 希望 通过 从 形式 上 计算 (7) 式 的 梯度 去 计算 力 
矢量 的 话 , 问 题 就 变 得 比较 严重 了 ， 但 (7) 式 的 形式 上 的 徽 分 仍然 
可 以 证 明 是 合理 的 。 然 而 , 当 我 们 试图 计算 (7) 式 的 二 阶 导数 时 ， 
形式 上 的 步 又 就 不 再 是 正当 的 了 .事实 上 ,我 们 发 现 ， 引 力 势 (7) 
却 不 再 满足 拉 普 拉 斯 方程 (3), 但 却 满足 泊 松 方程 
VV = 4xGp. (8) 
虽然 ,我 们 将 立即 看 到 这 种 关系 的 形式 上 的 推导 是 相当 容 多 的 ,但 
对 于 充分 光滑 的 密度 分 布 ,二 阶 导 数 存 在 性 的 证 明 却 更 为 复 来 [ 参 
阅 Jeffreys 和 Jeffreys (1962), 兄 6.04 节 ] 我 们 的 讨论 将 从 一 个 把 
引力 通 量 与 质量 相关 联 在 一 起 的 著名 公式 开始 . 
定理 1( 高 斯 ) 引力 场 g 一 一 YF 的 通 量 下 定义 为 


FF 一同 gndo， (9a ) 
dR 


式 中 n 是 沿 8R 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 ， 而 6R 是 一 个 包围 区 
域 尺 的 表面 (假定 光滑 得 足以 允许 作 各 种 运算 )。 通 量 了 与 6R 所 
包围 的 总 质量 mw 由 下 式 相 关联 
一 一 4rCM (9b) 
我 们 把 一 个 位 于 表面 上 的 质量 点 看 作 一 半 在 里 面 一 半 在 外 面 . 
证 明 首先 考虑 一 个 点 质量 。 如 果 表 面 BR 并 不 包围 它 ， 那 
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未 我 们 由 散 度 定理 得 到 
全 g * N00 一 中 V gart 
一 一 二 v’Var 一 0. (10 
如 果 民 内 部 有 -~ 个 质量 点 , 壁 如 说 是 点 P, 那 末 上 述 定理 便 不 能 运 
用 . 但 是 ,让 我 们 画 一 个 中 心 在 点 质量 P 处、 半径 为 8 的 小 球 (图 
16.1).? 因 为 如 果 把 (10) 应 用 于 5 和 6R 之 间 的 区 域 , 它 是 成 立 风 ， 


所 以 我 们 有 


由 g .nart+ 由 8g -nic =0, 
dR 全 


图 16.1 用 一 个 半径 为 6 的 小 球 去 去 掉 奇 蜡 点 PP。 矢量 n 是 和 
6R 所 包围 区 域 的 外 法 线 之 间 的 单位 矢量 . 

在 这 个 方程 中 , 表面 OR 和 S 的 单位 法 向 量 n 都 是 从 这 两 个 面 所 
包围 的 区 域 指向 外 面 的 ， 特 别 是 $ 的 法 线 指 癌 质点 P。 在 表面 $ 
土 平方 反比 定理 使 我 们 能 够 计算 这 个 通 量 [ 练 习 3(a)] ,于 是 我 们 
立即 得 到 所 希望 的 一 个 点 质量 的 结果 (9b) 式 . 根据 登 加 原理 ,这 
个 公式 也 适用 于 一 般 情况 . 
定理 2 如 果 x 处 在 包含 密度 为 * 的 质量 连续 分 布 的 区 域 之 
中 , 那 末 (7) 式 的 位 势 V(x) 满足 泊 松 方程 (8). 


一 一 


1) 用 一 个 小 球 去 去 撑 奇 界 点 ， 这 是 一 个 很 有 用 的 方法 . 今后 我 们 还 将 枫 用 到 它 . 
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证 明 我们 把 (9) 式 写作 


g ' nao = — 4xG | eer. 
玉 


DR 


如 果 可 以 把 散 度 定理 应 用 于 这 个 方程 的 左 端 ， 那 未 对 于 任意 区 域 
R 我 们 便 有 

V(r gr tco)r ~ 0 (11) 
为 此， 对 于 被 积 函 数 是 连续 函数 的 一 个 邻 域内 的 任 个 一 点， 利用 
Dubois-Reymond 引 理 (4.1 节 ) ,我 们 可 得 到 所 望 的 结果 

一 Y .gg 一 V77 一 4rGp (12) 


关于 调和 涵 数 的 定理 


在 区 域 多 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 , 称 之 为 多 中 的 调和 

函数 。 例 如 ,如 (3) 式 所 述 ,函数 

= |x— | (13) 
就 是 以 x 为 变量 向 不 变 的 任何 不 包含 反 的 区 域 中 有 的 调 稍 
数 。 这 个 函数 对 志 为 变量 而 xx 固定 它 在 不 包含 并 的 任何 区 域 也 
是 调和 的 . 

我 们 现在 来 证 明 关于 调和 函数 的 三 个 定理 。 第 二 个 定理 也 许 
是 这 三 个 定理 中 最 重要 的 一 个 , 它 指出 ,调和 函数 中 在 处 的 值 是 
任何 的 义 为 中 心 的 球面 上 ( 迄 数 区 域 中 ) 该 函数 的 平均 值 。 如 果 
把 中 解释 为 定常 温度 (4.1 节 ), 那 末 在 物理 上 这 个 定理 是 合理 的 ， 
因为 如 果 在 x 处 的 温度 不 等 于 它 的 平均 值 ， 那 末 为 了 把 温度 分 布 
“开平 滑 ”， 我 们 就 会 指望 有 热流 动 。 如 果 赋 予 由 以 3.3 节 中 的 概 
率 的 解释 , 那 末 这 个 定理 就 陈述 了 十 分 似 然 的 结果 , 即 对 于 一 个 从 
x 处 起 动 的 质点 ， 离 开 边 界 菜 一 指定 部 分 的 概率 等 于 在 围绕 x 的 
球 上 (和 在 函数 的 定义 区 域 之 内 ) 出 发 的 各 质点 的 相应 概率 的 平均 
值 . 

定理 3 区 域 R 内 的 调和 函数 p(x) 由 它 在 R 的 边界 6R 上 
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的 值 及 其 法 向 导数 亡 确 定 ， 其 公式 为 (18) 式 ，《〈 为 了 完成 这 一 证 
明 的 各 步 , 我 们 假定 函数 充分 光滑 .) 
证 明 ”我 们 从 对 称 的 格林 公式 


| av’ — Yu)drt 


= 由 (woe —v Pe )ao (14) 
On On 


出 发 , 式 中 8/6” 表示 沿 外 法 向 的 导数 .公式 (14) 是 散 度 定理 的 下 
按 结果 . 《参阅 练习 3.4.8.) 在 (14) 式 中 ,我 们 令 

bp 一 中 ， v=r (15) 
并 把 $ 看 作 是 积分 的 变量 .wv 一 [x 一直 在 坐标 为 x 的 把 P 处 
有 一 个 奇异 点 .为 了 排除 这 一 点 ， 我 们 再 次 用 一 个 小 8 为 半径 的 
球 来 包围 P( 图 16.1)， 然 后 把 (14) 式 用 于 R 和 s 之 间 的 区 域 ， 因 
为 (14) 的 左 端 恒 等 于 零 ; 所 以 


Tr 


二 (D+ 全] 
-te 


在 S$ 上 ,法 向 导数 满足 8/6n 一 一 8/9 ,因此 ,第 二 个 积分 变 为 


中 全 + 二 如 | 
_ | 局 十 工 88| ez sin EdEdn, (17) 


0 e & 


式 中 5 和 分别 为 球 坐 标的 极 角 和 方位 角 ， 
现在 如 果 我 们 令 球 5 的 半径 s 趋 于 零 ,从 (16) 式 ,我 们 得 到 


J 名 -3 人 er 
或 
wo 证 [ 训 的 -3 攻 w。 5 
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a 


和 


表达 式 (18) 非 常 有 用 ,事实 上 ,我 们 已 经 用 它 证 明 过 达 庆 伯伯 
诬 ( 附 录 15.1). 

定理 4( 调 和 函数 的 中 值 定理 )。 令 x 为 半径 为 的 球 尺 的 中 

， 假 定 中 在 一 个 包含 尺 的 区 蕊 中 是 调和 的 。 那 未 


证 明 应 用 (18) 式 ， 并 利用 在 6R 上 6/8n 一 6/6， 的 事实 ， 
我 们 得 到 
Lf 


和 用 才 度 定理 ,我 们 立 见 和 第 一 项 的 积 人 等于零, 因为 等 二 
-vow = lv = 


”这 个 中 值 定理 现在 将 用 来 证 明 非 平庸 的 调和 函数 在 内 部 不 可 
能 具有 的 最 大 值 和 最 小 值 。( 试 比较 4.1 中 关于 传 热 方程 极 值 原 理 
的 注解 . ) 

定理 5( 调 和 函数 的 极 值 原理 ). 令 由 为 区 域 R 内 的 一 个 调和 
函数 ， 那 末 中 或 者 为 常数 ， 或 者 在 R 的 边界 上 出 现 极 大 值 或 极 小 
值 . 

证 明 假定 在 点 专 处 有 一 个 在 区 域 R 内 的 局 部 极 大 值 M ， 
因此 对 充分 小 的 8, 并 且 |x 一 直 三 6e, 有 1$(x)| 入 M， 应 用 定 
理 4;, 把 去 取 作 半 径 为 6 的 球 的 中 心 ,此 处 se 二 s, 这 就 得 到 


AAS) -入 | bo < or | Mao — M 


但 是 _%() 一 M ， 因 而 在 上 述 方程 中 等 号 必然 成 立 。 于 是 【练习 
4(a )] 

$x)=M, lx—¢|<e. (19) 
现在 取 一 系列 中 心 位 于 专 ， 半 径 为 |x 一 上 二 。 的 新 闻 , 重复 上 
述 论 点 ， 即 得 所 需 的 结果 ， 而 去 掉 域 内 极 小 值 的 证 明 本 质 上 是 相 
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癌 的 .了 


泊 松 方程 解 的 积分 表达 式 

让 我 们 再 次 使 用 格林 等 式 (14)。 象 以 前 一 样 ,我 们 令 "一 壮 !， 
但 现在 令 “ 一 V 为 满足 泊 松 方程 (8) 的 一 个 函数 。 我 们 就 得 到 
有 界 区 域 R 内 满足 泊 松 方程 的 一 个 函数 上 的 积分 表达 式 如 下 [ 练 
3 4(b)]: : 


y 一 一 上 上 下 [7 -8. (人 2) 一 二 Bu 
4 2 On \r r On | 
一 G | 2a. (20) 
F 
RK 


(20) 式 的 最 后 一 项 就 是 体积 分 (7), 给 出 了 由 密度 分 布 P 所 引 
起 的 引力 势 。 其 他 项 代表 曲面 $ 的 贡献 ， 我 们 也 可 以 给 出 它们 的 
物理 意义 。 这些 解 释 在 我 们 考虑 静电 学 问题 时 是 很 实际 的 ， 但 对 
于 引力 问题 , 却 是 相当 人 为 。 在 后 一 种 情况 下 ,表面 积分 事实 上 应 
该 看 作 是 由 于 R 之 外 的 质量 分 布 而 给 出 的 贡献 。 因而， 我 们 将 苍 
虑 表面 9R 一 co 的 情况 在 极限 情况 下 ， 我 们 是 在 讨论 无 界 区 
域 中 的 质量 分 布 ,因而 可 望 得 到 (7) 式 . | 

如 果 (7) 式 成 立 , 那 末 就 可 以 对 人 和 VV 在 无 穷 远 处 的 量 级 作 
出 形式 上 的 估计 ,我 们 得 到 / 

当 7 一 oo 时 ,VV ~1 1! ， VV~r (21) 

条 件 (21) 应 该 看 作 是 对 我 们 所 寻找 的 解 的 限定 。 否 则 就 不 能 
保证 唯一 性 ;事实 上 , 象 + "cosn9 这 样 的 调和 函数 可 坟 屋 加 到 了 
上 去 .在 加 上 了 条 件 (21) 以 后 , 当 表 面 9R 后 退 到 无 穷 远 时 , (20) 
式 中 的 面积 分 事实 上 便 趋向 于 零 ， 要 证 明 这 一 点 是 一 个 简单 的 计 
算 问题 [练习 5(b)]， 于是, 我们 便 得 到 如 下 的 结果 . 
”定理 6 (定理 2 的 部 分 逆 定 理 ) 令 了 在 区 域 尺 内 满足 泊 松 方 
程 。 如 果 尺 有 界 且 它 的 边界 充分 光滑 , 那 末 表达 式 (20) 适用 。 如 
果 R 无 界 , 并 且 在 大 > 时 了 具有 性 质 (21) 式 , 那 末 (7) 式 成 立 ， 
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唯一 性 


由 公式 (18) ,我 们 可 以 这 样 假定 ,一 旦 一 个 调和 盖 数 的 值 和 它 
的 法 癌 导 数 在 一 个 区 域 的 封闭 曲面 上 已 知 时 ， 那 末 这 个 国 数 便 在 
这 个 区 域 上 完全 规定 了 .这 个 假定 肯定 是 正确 的 ,但 是 在 实际 上 ， 
这 个 函数 既 可 为 曲面 上 的 函数 值 也 可 为 曲面 上 的 该 函数 的 法 同 导 
数 所 唯一 地 确定 . 〈 在 后 一 种 情况 下 ,仍然 存在 着 一 个 任意 可 加 常 
数 的 自由 度 .) 如 果 由 已 知 的 边界 值 去 寻找 一 个 调和 函数 ， 习 惯 上 
便 电 做 调和 函数 的 杏 利 赫 里 (Dirichlet) 问题 或 第 一 类 边 值 问 
题 . 如果 在 边界 上 给 定 阔 数 的 法 向 导数 ， 那 末 文 献上 便 称 作为 诺 
依 曼 (“Neumann) 问题 或 第 二 类 边 值 问题 . 

对 于 奇 利 赫 里 问题 和 谐 依 坚 问 题 (或 者 它们 的 组 合 ), 可 以 按 
照 类 似 于 证 明 热 传导 问题 唯一 性 的 论证 (练习 6) 去 证 明 它 的 唯一 
性 。 男 外 , 极 值 原理 仍 可 应 用 (练习 7)。 把 这 些 证 明 推 广 到 泊 松 
方程 是 很 简单 的 (练习 8). 


练 习 


1. (a) 证 朋 (2) 式 . 
(b) 试 证 明 , 除 了 x 一 二 处 外 (1) 式 所 定义 的 函数 了 满足 (3) 
式 
2. 给 出 (7) 式 的 积分 号 下 可 以 进行 两 次 导数 的 充分 条 件 , 从 而 证 朋 
当 x 为 无 质量 区 域 中 的 一 点 了 时, V(x) 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
3. 《a) 完成 定理 1 的 形式 证 明 . 
(b) 写 出 完成 该 证 明 所 需 的 细节 . 
4. (a) 利用 Dubois-Reymond 引 理 证 明 (19) 式 ， 
(b) 试 证 明 (20) 式 ， 
5.《a) 给 出 表明 (7) 式 包含 着 (21) 式 的 形式 上 的 计算 
(b) 试 证 明 ,如果 条 件 (21) 得 到 满足 , 那 末 (20) 式 中 的 面积 分 在 
表面 趋同 无 穷 时 趋向 于 零 . 
6. (a) 按照 得 到 (4.1.17) 式 的 一 般 方 法 ,证 明 奇 利 赫 里 问题 的 唯一 
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省 定 理 , 《目前 情况 下 的 证 明 实 际 上 是 比较 容易 的 .) 
(b) 对 于 诸 依 曼 问 题 ， 证 明 两 个 解 至 多 可 以 差 一 个 常数 ， 给 出 
这 是 一 个 合理 结果 的 物理 论据 ， 
(c) 所 求 的 调和 疯 数 其 值 已 在 部 分 边界 上 给 定 ， 并 且 在 其 余 边 
人 外 上 其 访问 导数 也 已 给 定 , 对 于 这 个 问题 , 试 证 明 其 唯一 性 
定理 . 
7.(a) 利用 极 大 值 原理 ,证 明 奇 利 灰 里 问题 至 多 只 有 一 个 解 。 
(b) 利用 极 大 值 原理 ， 证 明 奇 利 赫 里 的 解 连续 地 依赖 于 边界 上 
的 已 知 条 件 ， | 
8. 把 上 述 各 证 有 明 加 以 推广 ,使 它们 适用 于 泊 松 方程 . 


16.2 格林 泥 数 


在 本 市 我 们 构造 各 种 类 型 的 格林 函数 。 大体 上 讲 ， 这 些 函数 
给 出 了 集中 在 二 所 的 一 个 单位 ( 热 、 静 电势 .引力 势 等 的 ) 源 点 对 在 
场 后 xX 处 的 影响 ， 显 式 的 格林 函数 公式 是 对 自由 空间 和 存在 平面 
或 球面 边界 的 情况 给 出 的 ， 我 们 要 证 明 一 旦 确定 了 这 些 函 数 怎样 
便 能 求解 相应 的 一 般 边 值 问 题 . 


狄 利克 莱 问 题 的 格林 未 数 


为 了 加 深 我 们 对 调和 遂 数 的 理解 并 给 出 求解 这 些 问题 的 一 个 
有 用 的 方法 ， 我 们 应 该 引进 格林 函数 的 概念 。 这 一 点 已 在 静电 学 
课 租 中 做 得 很 好 了 ， | 

考虑 一 个 位 劳 为 零 ( 接 地 ) 的 理想 导体 中 的 一 个 空 腔 。 如 果 在 
内 所: 处 有 一 个 正 的 后 电荷。〔 源 点 ), 那 末 在 表面 上 就 会 感应 出 
一 些 负 电 人 和合。 这些 电 何 会 以 这 样 一 种 方式 分 布 以 使 得 表面 上 的 位 
舅 保持 为 零 。 那 末 在 其 他 任何 内 部 点 x (一 个 场 点 ) 的 位 势 就 是 一 
个 很 确定 的 量 了 , 而 且 我 们 可 以 用 <G(x, 上 ) 来 表示 它 。 G 是 一 
个 格林 函数 。 通 带 , 格 林 函 数 可 看 作 由 于 在 专 处 的 单位 < 原因 2?( 电 
荷 ) 在 和 点 处 所 引起 的 影响 (位 势 )。 在 点 专 附近 ,我 们 会 指望 直接 
3 于 电 傈 “所 引起 的 位 势 超过 表面 电荷 的 作用 ,因此 我 们 预期 


e. 站 十 驴 w- 


DA- 


rlx—e|->0I,， Gx,6)~r (1) 
此 外 ,位 势 ( 除 了 一 个 因子 e 以 外 ) 
G(x, 去 ) 二 G(X, 8)— rr (2) 
必然 是 仅仅 由 被 感应 的 表面 电荷 所 引起 的 。 因 此 G(Xx, 才 ) 不 可 
能 有 来 自 区 域内 的 奇 点 所 作 的 贡献 ， 在 空 肪 内 这 个 函数 必然 处 处 
油 和 和 . 
国 此 ,区 域 D 上 的 格林 涵 数 G(X: 上 点 ) 在 数字 上 可 以 定义 作为 
拉 普 拉 斯 方程 在 色 夺 志 处 的 解 ， 这 个 解 (i) 在 万 的 边界 上 为 震 ; 
(二 i) 满足 条 件 (1) 式 。 这 个 函数 也 称 作为 区 域 D. 上 ( 拉 普 拉 斯 方程 ) 
的 基本 解 ， 并 代表 函数 1/7 的 推广 ， 而 1/r 是 无 限 空间 上 的 基本 
解 . 
格林 淫 数 的 存在 性 是 不 容易 证 明 的 ,显然 , 它 的 存在 性 的 证 明 
与 函数 G.(x, 专 ) 的 存在 性 的 证 明 是 等 价 的 。 而 CE， 二) 在 D 
中 是 调和 的 ,并 且 满 足 边 界 条 件 Gi(x; 上) 一 一 L/r。 这 个 具体 的 
边界 条 件 并 不 使 问题 有 所 改善 ， 因 此 G 的 存在 性 的 证 明 一 般 亦 不 
比 狄 利克 莱 问 题 本 身 的 存在 性 的 证 明 容 易 . 


利用 格林 函 数 表示 调和 函数 


我 们 现在 来 证 明 ， 格 林 函 数 提供 了 调和 函数 的 一 种 表达 : 式 。 
与 (1.18) 相反 这 个 表达 式 既 不 利用 边界 上 函数 的 值 , 也 不 利用 边 
界 上 的 法 向 导数 .我 们 断定 ， 区 域 R 上 的 任何 内 点 处 的 调和 函数 
的 值 可 以 表示 为 / 


$l%) 一 一 产后 6 3 so (3) 


为 了 证 明 这 个 关系 式 ， 我 们 可 完全 按照 与 证 明定 理 1.3 相同 的 步 
唆 来 进行 ， 用 G 代替 1/7+, 因 为 G 在 边界 上 等 于 堆 , 所 以 (1.18) 式 
右 端 的 第 二 项 现在 就 为 零 所 代替 . 

于 是 ，(3) 式 利用 调和 函数 在 边界 上 的 值 定义 了 这 个 调和 函 
数 , 这 上 与 唯一 性 定理 是 相 从 的 . 
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格林 水 数 的 对 称 性 


在 自由 空间 中 ,放置 在 点 过 处 的 单位 电荷 在 点 区 处 所 引起 的 
位 势 与 在 x 处 的 单位 电 奏 在 § 点 处 所 引起 的 位 势 是 相间 的 ,这 是 
因为 1/r 对 (x,$) 是 对 称 的 。 这 一 点 对 于 导体 内 部 的 某 个 空 穴 
里 的 位 势 也 是 成 立 的 ,因此 我 们 指望 

GCCx Ki) 一 G(xs, Xi). (4) 
为 了 证 明 这 种 互 易 性 质 ， 我 们 仍 按照 证 明定 理 1.3 的 同一 步骤 来 
进行 ， 在 格林 写 出 (1.14) 中 ,我们 利用 函数 
wx 一 G(X, 吉 )， v= G(X, Et)， 

式 中 志 是 积分 变数 。 详 细 的 计算 留 给 读者 去 完成 (练习 1)， 


简单 区 域 的 显 公 式 


格林 函数 给 求解 调和 函数 边 值 问 题 提 供 了 一 条 线索 .不 幸 的 
是 除了 最 简单 的 那 种 区 域外 ， 并 不 可 能 写 出 格林 水 数 。 我 们 现在 
来 考虑 其 中 格林 函数 已 知 的 两 个 有 关 的 情形 : 《〈i 以 一 个 无 穷 平 
面 为 界 的 半 无 穷 空间 ;(i) 一 个 球 内 或 球 外 的 区 域 . 这 两 种 情况 下 
的 几何 形状 由 一 个 反 演 过 程 相 联 系 . 

无 穷 平 面 ”如果 有 两 个 符号 相反 的 电荷 ， 处 在 相对 于 一 个 平 
面 x 一 0 的 镜 象 位 置 上 , 那 末 这 个 平面 上 的 位 势 为 堆 。 因 此 , 对 
于 zi 之 0, 格林 函数 为 


1 1 
Glx, §) | 一直 jx 一 有 | (5) 
式 中 点 与 专 有 如 下 的 关系 : 
(&1, 上 2， 3 ) ( 1， 62, &3) (6) 


(点 5 和 互 为 相对 于 平面 x 一 0 的 镜 象 )。 于 是 按照 (3) 式 就 
得 到 右 半 空间 中 狄 利 赫 里 问题 的 解 (练习 2) 为 


p(X ry, x3) 7 | ¢b(0, 52» £,) [x ™ | go, (7) 


式 中 (相对 于 名 的 ) 积 分 是 在 无 穷 平 面 和 一 0 上 进行 的 。 
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球 ” 考 虔 -个 中 心 为 0 ,半径 为 a 的 球 , 在 这 种 情况 下 ， 可 以 

证 明 源 点 专 的 “ 象 ” 志 可 用 下 列 关 系 式 

二 (8) 
加 上 点 和 象 位 于 同一 径 线 上 的 要 求 来 定义 。 如 果 场 点 x 位 于 球 
上 , 那 末 按照 格林 函数 的 定义 并 处 的 位 势 为 零 . 图 16.2 画 出 了 在 
这 种 情况 下 的 几何 位 置 。 三 角形 00'P 与 0PQ 相似 ,因此 ， 

Ix—€| a 

ix 一 直人 9 
为 了 得 到 零 值 边界 条 件 , 那 末 与 位 于 8 的 电荷 相 比 ， 位 于 8' 的 电 
荷 除了 小 /上 | 倍 外 ,还 必须 符号 相反 ,因此 ,对 于 球 外 的 某 反 忌 ， 
格林 六 数 为 


1 a |€| 
G(x,8)=———— /sl 10 
OT (0) 
而 对 于 球 内 的 某 点 x, 格林 函数 为 
一 __ | 二 | /a ] 


由 这 些 销 数 ， 经 过 一 些 计算 以 后 ， 可 以 证 明 球 外 一 后 次 的 解 
《练习 4) 为 


p(x) = [一 和 人 中 ( 志 )da (12) 


4xe ,Ix — tl 


图 16.2 一 个 半径 为 4 的 导电 球 的 源 点 0 和 人 象 点 8 。 场 点 位 于 
球 上 ,所 以 那里 的 位 势必 然 为 零 ， 
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站 球 内 一 氮 生 的 解 (练习 5) 为 
| ( a7 一 和 |) { 四 )ao (13) 
4zxa oy | 区 一 & 3 


下 < 


(12) 和 (13) 式 称 之 为 泊 松 积分 公式 . 


p(X) 一 


源 、 象 以 及 倒 吻 概念 的 广泛 应 用 


我 们 一 页 在 讨论 的 有 关 狄 利克 莱 问 题 的 一 般 概 念 .可 广泛 应 
用 .我 们 已 在 第 三 章 的 扩 获 方程 中 用 到 了 它们 。 在 那里 与 这 里 一 
样 ， 我 们 用 包括 源 解 的 积分 求解 了 一 般 问题 。 我 们 也 用 过 镜 象 方 
法 .我 们 要 特别 提 一 下 的 是 倒 易 性 质 (4) 式 也 适合 于 作为 传 热 方 
程 的 基本 解 wo(x 一 $5, t) [我 们 从 3.4 市 记 得， 这 个 解 是 态 * 处 
时 间 上 时 的 温度 ， 它 的 存在 是 由 于 时 间 为 零 时 从 点 8 处 释放 的 单 
位 热量 所 引起 的 。 从 显 公 式 (3.4.4) 中 可 以 看 到 ， 加 全文 和 和 二， 
堵 末 wolx 一 ,1) 的 值 仍 然 不 变 .] 

了 我 们 看 到 了 热流 、 万 有 5 引力 和 裔 
电学 中 国有 的 倒 易 关系 。 但 是 这 远 不 是 完整 的 概念 。 我 们 再 举 改 
外 一 个 例子 ,由 寺 对 不 可 道 热力 学 所 作 的 贡献 ,特别 是 由 于 发 现 了 
传导 系数 的 某 些 倒 易 关系 ;上 . Onsager 在 1968 年 获得 了 话 内 尔 化 
学 奖 ， 

我 们 现在 通过 著 虑 拉 普 拉 斯 方程 的 不 同 边 界 条 件 ， 并 通过 处 
理 新 的 方程 

Vukau= 0, AD0 (14) 
来 推广 上 面 关 于 格林 函数 的 讨论 。 我 们 以 后 要 看 到 ， 六 个 堆 姆 云 
兹 方程 出 现在 波动 的 传播 问题 中 。 因此， 我 们 将 给 出 在 三 大 经 典 
数学 物理 领域 [ 波 传播 (由 拉 普 拉 斯 方程 制约 的 ) 乎 衡 和 扩散 ] 中 
应 用 源 解 的 份子 . 


话 估 蝎 问 题 的 格林 水 数 


狄 利 赫 里 问题 中 , 格林 函数 的 边界 条 件 使 我 们 得 到 了 解 (3)， 
这 个 解 仅 依赖 于 中 的 边 值 而 与 它 的 法 向 导数 无 关 。 还 有 关于 边界 
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条 御 的 另 一 本 达 择 ， 我 们 可 以 选 霸 定义 一 个 广 足 下 列 边 异 条 件 的 
第 二 交 格 林 函 数 H(x,&). 
在 边界 上 
on _ 
83， 
为 了 更 精确 起 见 , 除 了 式 (15) 外 ，, 闪 三 国定， 和 为 不 断 改 变 的 
变量 时 ， 函 数 HH(X,5) 在 除去 上 点 以 外 的 无 穷 区 域 D 上 是 拉 普 
拉 斯 方程 的 解 ,而 在 专 点 附近 ;我 们 有 


0. (15) 


H(x, 6)~r", + |x—é|. (16) 
如 果 我 们 按照 16.1 节 的 推理 (练习 0), 代 之 以 (3) 式 我 们 将 得 到 
1 {(n dpa, 
p(X) 二 | H Dr ‘0. (17) 


在 这 里 应 该 作 一 反 不 很 重要 的 观察 ， 如 果 玉 是 一 个 第 二 类 格 
林 函 数 , 那 末 ,号 十 常数 便 是 另 一 个 第 二 类 格林 函数 。 然而 公式 
(17) 并 不 受 这 种 改变 的 影响 ， 因 为 《如同 在 定理 1.4 中 所 证 明 的 ) 
额外 的 一 项 为 零 。 因此， 我 们 得 到 了 第 二 类 边 值 问题 的 一 个 形式 
的 公式 。 我 们 看 到 ， 调 和 函数 中 完全 由 它 在 边界 上 的 法 向 导数 所 
规定 。 然而 请 记 住 ， 差 一 个 常数 的 二 个 函数 具有 相同 的 法 向 导 
数 . 

第 二 类 格林 函数 的 最 好 的 物理 解释 出 现在 流体 动力 学 例子 之 
中 。 在 16.3 节 中 ,我 们 将 详细 一 点 讨论 这 禅 一 个 例子 . 

第 二 类 格林 函数 的 显 式 表达 式 也 可 能 在 像 平 面 或 球 这 样 的 简 
单 边界 问题 中 存在 。 在 平面 x 一 0 的 情况 下 ， 仍 可 应 用 镜 象 法 
(练习 7) 得 到 解 


加 
HTH 


式 中 6 和 & 为 由 (6) 式 相关 的 镜 象 点 。 这里， 不 像 狄 利 赫 里 情况 
下 的 (5) 式 ， 有 两 个 同 号 项 。 读者 应 该 解 出 圆 球 情 况 下 的 格林 函 
A | : 


1 


“3. 


埠 姆 玄 效 万 程 的 格林 了 数 


格林 函数 的 概念 可 推广 到 其 他 铀 个 分 方程 中 去 。 考 虑 堆 姐 交 
兹 方程 (14)。 在 球 坐 标 (p, $8, 9) 情况 下 , 它 是 


工 0O 2 0 2,， -一 
广 | 妆 (lo EE)+ 9 | “+ 名 0 ， (19) 
式 中 
_ 1 81 ae 1 8 
sin 中 | D9 A T Sin 80 (20) 
如 果 解 是 球 对 称 的 , 那 末 多 三 0, 我 们 可 把 (19) 式 写作 
-Cox) + RCpu) 一 0， (21) 
p 
pu 的 这 个 弟 系 数 方程 有 解 
u=—= pletike (22) 


解 (22) 中 的 任何 一 个 与 位 势 理 论 (* 一 0) 下 的 基本 解 > 相对 
应 ， 因 此 我 们 可 以 构造 两 个 格 杯 函 数 


G(x, §€,) ~ 


2 ikIx—€| 


23a 
Ey C23a) 


Gx, §, 1) ~ -Ee (23b) 


这 两 个 解 是 除了 点 外 乱 姆 刻 兹 方程 (14) 的 球 对 称 的 解 ， 它 们 在 
r 一 oo 时 满足 合适 的 边界 条 件 G -> 0. 


练 习 


1. (a) 试 证 明 (47) 式 . 
2. 《a) 试 证 明 (5) 式 具有 格林 函数 所 要 求 的 性 质 . 

(pb) 证 明 半 无 穷 大 球 上 的 一 个 积分 可 以 忽略 ,从 而 推导 (7) 式 ， 
3.《2) 试 证 明 (9) 式 . 

(b) 证 明 (10) 和 (11) 式 都 是 合适 的 格林 函数 。 
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4. 推导 (12) 式 ， 

5. 推导 (13) 式 . 

6. 推导 (17) 式 . 

7. (a) 试 证 有 明 (18) 式 给 出 了 半空 间 上 诺 依 受 问 题 的 格林 函数 。 
(b) 把 (ay) 的 结果 推广 到 球 的 情况 ， 


16.3 小 孔 对 声波 的 衍射 

光波 仅 能 作为 一 个 狭窄 的 光束 通过 壁面 上 的 一 个 小 孔 而 传 
播 ， 而 声波 却 可 以 相当 自由 地 传播 。 后 一 种 情况 是 波长 比 孔 的 线 
度 大 得 多 的 波 的 行 射 情况 。 我们 现在 借助 共有 任意 长 度 的 波 的 格 
林 函 数 来 若 察 这 一 现象 .我 们 将 看 到 ， 当 处 理 波 长 可 与 妃 的 大 小 
相 比 较 的 问题 时 ,衍射 现象 是 非常 有 趣 的 ， 对 于 这 种 长 度 的 波 , 我 
们 推导 出 有 声 和 无 声 互 相交 替 的 环形 特征 衍射 图 样 ， 


表述 
若 虑 由 下 列 线 化 的 无 狂 产 体 动 力学 方程 所 制约 的 声波 方程 式 
(15.3.9) 和 (15.3.10) 式 可 


Ba Oy; 

一 一 十 -一 0 1 
Or 2 Ox; (1a) 
Ov; , Oo 四 
Dr | Co Ox;” (1b) 


式 中 Co 是 静止 介质 中 的 声速 , v(x, t 是 把 x 处 时 间 上 时 介质 的 
速度 压缩 度 5(x, /) (无 量 纲 密度 扰动 ) 与 密度 2x(x, 1) 由 下 列 
公式 相关 : 

0 = 一 aol 十 9)， (2 ) 
式 中 oo 是 未 扰动 介质 的 密度 。 如 果 我 们 从 (1a) 和 (1b) 中 消去 vz， 
那 末 便 得 到 压缩 度 $ 的 波动 方程 ; 


di pepe 


Wr pp 


1) 我 们 把 经 常 表示 密度 的 符号 2 留 下 作为 一 个 球 坐 标 来 用 . 
过 659 委 


(3) 


DS 47 3 OS 
C0 > . 
OF 之 OX! A 
在 固体 边 乔 上 ;法 癌 速 度 分 量 为 . 1 利用 (16) 式 , 我 们 
得 到 i 
0 = Ov nm 一 一 二 Vo 一 一 Ci ec ， 
Or On 
BB 
OS 0 
On 


方程 43) 和 (4) 可 用 作 研 究 声波 的 基础 
男 一 方面 ， 如 替 我 0 ]5| 进 速度 势 由 ,使 其 满足 
0 
Ox 


那 末 , 从 (16) 式 我 们 可 导 得 关系 式 
， 口 ' 


5 一 一 Co 一 一 ， 
Or 


Ui 


因此 从 (1a) 式 得 到 中 的 波动 方程 


Og < 8?b 
口 / “ > Oxs 
从 (4) 式 及 由 的 定义 得 到 条 件 


在 困 定 边界 上 地 一 0， 
我 们 将 用 (7) 和 (8) 式 代替 (3) 和 (4) 式 作为 基本 方程 . 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


考虑 处 于 具体 频率 w 下 的 波动 ,我 们 来 研究 方程 (7) 具 有 下 列 


$b = e p(x), 
空间 函数 少 满 足 霍 姆 交 兹 方程 。 
2 2 2 0 
vy+ ryb= 0, R Cr 
这 个 方程 将 在 固 壁 边界 条 件 
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(9) 


(10) 


8 


Bn 
注释 .根据 方程 (10),《 是 
所 人 研究 的 波 的 波 数 ，2x/* 是 它 
的 空间 周期 。[ 与 (12.29) 式 的 
讨论 作 比 较 .] 

二 我 们 来 考虑 一 趋 近 于 具 
有一 个 小 孔 的 屏 x 二 0 的 平面 
六 ( 图 16.3)。 我 们 假定 ， 屏 下 
条 站 将 为 一 个 可 和 忽略 的 量 所 修 


正 。 这 种 理想 化 与 用 一 个 振动 


活塞 在 小 孔 处 模拟 的 人 射 平面 
波 相等 价 。 这 就 是 说 我 们 假定 
八 孔 处 的 运动 为 

V, 一 ve (12) 
式 中 vv 是 x 和 x; 的 一 个 已 知 
函数 。 我 们 对 求解 屏 上 面 的 半 
空间 上 的 解 感 到 兴趣 ， 那 末 在 
束缚 着 的 屏 上 ， 外 法 线 指向 x， 
组 的 负 方 向 。 因 此 在 小 孔 上 我 


一 0 (11) 


| 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -和 次 
~ 
局 
人 
> 


~ 
人 


上 上 


入 射 波 
图 16.3 由 屏 上 的 一 个 小 孔 所 衍射 的 


们 有 边界 条 件 波 . ( 仅 示 出 了 屏 的 四 分 之 一 ) 在场 点 
6 5u x 处 所 引起 的 效应 是 由 分 布 在 小 孔 上 
一 一 一 一 一 一 幼 的 源 点 志 处 来 的 影 渣 且 加 而 成 ， 
Dn Ox 
一 一 ye (13) 
因此 ,由 (9) 式 得 到 
Oy / 
< 风 一 一 14 
3 y (14) 


必须 引进 另 一 个 物理 上 的 考虑 。 我 们 对 从 下 面 而 不 是 由 别 的 
原因 到 达 愤 上 的 汉 所 产生 的 效应 感到 兴趣 。 这 些 效应 必然 仅仅 且 
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向 外 运动 的 一 些 波 的 全 加 因此， 我 们 加 上 了 上 面 用 着 重 号 儿 述 
的 那 段 话 适 用 的 条 件 . 《这 样 一 种 辐射 条 件 已 在 12.2 节 讨 论 纵向 
弹性 波 时 磁 到 过 .) 

作为 总 结 ， 我 们 列 出 表示 屏 上 一 个 小 孔 所 引起 的 平面 声波 的 
衍射 这 个 数学 问题 的 最 终 表 述 "。 我 们 用 表示 对 应 于 用 小 孔 的 
一 组 坐标 (xzi， x2), 


Ce | 


YA 二 AI 王 0，x>>10 (10) 
一 一 rm0, (x, EQ. (14) 
On 
0; nO, (xi X23) ¥ 0. (11) 

天 


解 必 须 是 同 外 运动 的 波 的 合成 疲 ， 
A 和 v(x X2) 是 已 知 的 . 


选择 合适 的 格林 函数 


在 《2.22) 式 中 , 我 们 记 下 了 球 对 称 霍 姆 北 兹 方程 (10) 的 解 . 
利用 (9) 式 ,我 们 得 到 了 速度 势 中 的 下 列 基本 源 解 : 
p ‘exp(—iwt + 1kp) = plexp[ik(p — ci))], (15a) 
p exp(—iw! — ikp)— p exp[—ik(p + ct)], (15b) 
式 中 2 是 从 某 原 点 量 起 的 球 坐 标 ; 而 “一 w/X. 
上 述 两 个 解 中 , 第 一 个 相应 于 出 射 玻 ， 第 二 个 相应 于 人 射流 . 
两 组 波 都 以 速度 “ 运动 ,而 且 在 两 种 情况 下 ,其 效果 都 可 以 看 作 是 
由 于 集中 在 原点 的 “原因 ”所 引起 的 。 我 们 希望 考虑 位 于 小 和 孔 中 任 
何 一 点 专 处 的 “原因 ”。 我 们 已 规定 只 考虑 出 射 疲 ,因此 ,我 们 利用 


1》 把 与 这 个 问题 有 关 的 各 种 细节 都 包括 进去 ,仍然 是 一 个 要 继续 进行 研究 的 问题 . 
有 一 篇 附 有 早期 工作 参考 文献 的 近期 文章 是 A. V. Chinnaswamy 和 R. P. 
Kanwal 的 “Uniform Asympototic Theory of Diffraction by a Planc 
Screen by the Method of Boundary Layers™” SIAM J. Appl. Math. 2&3,339 
—55 (1972). 
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具有 奇 点 的 格林 函数 
ef 天 | 和 一 5 
Ix— | 
因为 问题 涉及 到 法 向 导数 的 给 定 值 ， 所 以 我 们 选择 第 二 类 格林 函 


(D CK eR 
HM(x, €,%) el tx 
式 中 二 是 专 在 壁面 内 的 映 象 , 因此 , 如 果 xw 是 壁面 上 的 一 个 后 ， 
那 末 xw 一 专 一 一 (xw 一 二 )， 在 (16) 式 中 选择 正 号 , 那 末 我 们 用 


镜 象 法 构造 了 一 个 壁面 上 法 疝 导 数 为 零 的 格林 阔 数 。 


(16) 


行 射 积分 的 推导 
我 们 现在 将 证 明 , 解 为 “衍射 积分 ” 
(x) — 小 | Hz, §, k) SL do, (17a) 


式 中 积分 变量 为 志 , 积 分 是 在 屏 的 小 孔 上 进行 的 。 这 里 6y/Bn 假 
定 已 知 。 在 壁面 上 HD 一 2ewjr, 其 中 + 二 |x 一直。 因此 积分 
(17a) 也 可 写作 下 列 形 式 / 

p(X ) =- 寺 人 一 地 io (17b) 


2 -1 7 On 


这 个 公式 的 物理 解释 是 不 难 领悟 的 . 在 任何 一 点 x 处 的 波幅 可 用 
从 小 孔 处 单位 面积 强度 为 《2x) "6%/6n 的 扫描 ， 源 产生 的 让 的 
蕉 加 得 到 .每 一 个 源 点 专 都 与 它 自己 的 + 于 |x 一 志 | 相 联 系 , 因 
此 , 每 一 种 效应 在 其 传播 到 场 点 x 的 过 程 中 都 要 有 一 种 适当 的 位 
相 迟 后 。 复 杂 的 波动 现象 可 以 看 作 源 点 发 出 的 具有 适当 的 相位 差 
和 伴随 的 相 消 和 相 补 点 的 波 登 加 而 成 的 ,这 一 事实 称 之 为 Huygen 
原则 . 

解 (17) 式 的 形式 可 从 (2.177) 式 即 第 二 类 调和 函数 边 值 问题 的 
解 来 预测 。 因 为 在 无 穷 远 处 的 条 件 (17) 式 的 推导 需要 更 为 巧妙 的 
讨论 ， 
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如 了 于 我们 邯 滤 一 个 由 固 壁 和 屏 上 小 轧 上 某 点 为 中 心 的 -- 个 半 
球面 与 所 包 国 的 区 域 (练习 3)7， 那 未 我 们 可 以 容易 地 推导 出 解 的 
下 列表 达 式 : 


+ | (He By Se )ae. (18) 
| On On 


当 半 球面 S 的 半径 取 作 无 穷 大 时 ,人 们 指望 (并 且 必 须 证 明 ) ,半球 
面 上 的 积分 趋向 于 零 , 然 后 就 可 得 到 (17a) 式 。 

为 了 证 明 在 极限 情况 下 ， 来 自 5 的 贡献 趋向 于 零 ， 让 我 们 注 
意 ,H 4 和 由 中 的 最 大 项 具有 如 下 的 性 质 : 

it~ 一 ， J ~ Ee, (19a ,hb ) 

式 中 7 是 从 半球 面 5 上 一 点 € 到 离 屏 有 限 距 离 的 一 点 x 之 间 的 距 
离 ， 而 + 是 从 x 到 镜 象 点 的 距离 ( 见 图 16.4)。 因此， 出 现在 
(18) 式 中 的 被 积 函 数 HC6g/8z) 一 JCOHW/6n) 中 ， 最 大 的 项 
是 由 指数 因子 的 导数 引起 的 ,并 且 具 有 如 下 的 形式 


prkr er /Or 0 | 
一 一 一 -一 一 一 一 一 一 20 
” 人 | On Ban/ C20) 


半球 5 


图 16.4 源 点 专 及 其 锐角 ， 
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阅 当 > -> co 时 ,其 他 项 为 0(r)52。 一 些 计算 证 明 ( 练 习 4) 
Dr Dr _ 1 ~ 
En On 0 (= ) (21) 
因此 在 球面 上 的 被 积 沙 数 为 0(r“，)， 由 于 半球 的 面积 为 0(7”)， 
因此 所 希望 的 结果 成 立 ， 


行 射 积分 的 近似 计算 
为 了 比较 容易 地 进行 计算 ， 可 将 衍射 积分 《17) 式 加 以 简化 ， 
对 于 场 点 * 我们 将 采用 球 举 标 〈o, %, 6), 而 把 原点 放 在 小 孔 中 一 
个 人 台 适 的 点 上 (和 网 16.3)， 在 (17b) 式 中 ,我 们 仅 关 心 位 于 异 平面 中 
的 源 点 专 ， 我 们 把 这 些 点 的 球 学 标 取 作 (pi, r/2, 0) 我 们 将 在 
假设 po > p, 之 下 对 积分 作 和 近似; 即 我 们 仅 邯 虑 腐 开 小 孔 有 许多 
倍 小 扎 直径 的 场 点 。 利 用 余弦 定律 ,我 们 得 到 
7 = (p’ + pi— 2ppicosp) | 
=—p|1— cosw +t 0 (2 | (22) 
式 中 由 是 x 和 吉之 间 的 夹 角 ,在 x 和 志方 向 上 的 单位 天 量 则 为 
icosO sin pb + 1sinO sin® + kcos 
利 ] 1cosob 十 sin OO.,, 
取 冰 小 矢量 的 数量 积 , 我 们 得 到 
cosp = sin 由 (cos6cosb 十 sind sinO.,) 
一 singpcos(0 — 0.,). (23) 
而 且 , 在 大 多 数 情 况 下 ,小 孔 足 够 人 小， 以 致 可 以 证 明 能 把 被 积 阔 数 
中 的 By%/On 看 作 常 数 z。 有 了 这 个 假设 ， 再 利用 (22) 和 (23) 式 ， 
我 们 得 到 : 
4(p PO) ~ Spee) 一 


2 


x | exp[—ikp sing cos(0, 一 9)]d。 (24) 
fp 


1) 关于 O 符 号 的 定义 请 参阅 附录 3.1. 


es DO0T。 


在 半径 为 a 的 贺 孔 情况 下 ， 我 们 知道 do 一 pidpidg，p 从 1 
变 到 ,而 和 从 0 变 到 ?2r。 我 们 可 以 在 被 积 函 数 中 令 9 = 二 0， 市 
不 影 啊 结果 。 但 是 式 (3.1.29) 给 出 了 用 零 阶 贝 塞 耳 函 数 ,表示 的 
所 得 积分 的 表达 式 . 

工 | exp(—ihp) sin 中 cosgi )a0, 一 JoCkp sin $). (25) 


2Z7rJ0 
因 我 们 得 到 最 终 的 结果 (练习 5) 为 
2 yo? Ji(ka Si 中 ) ekp 
pb(p,P,0) ka sing p 9 (26) 
式 中 天 是 一 阶 贝 塞 耳 函数 ,并 且 下 式 与 jn 相关 
-和 [zj xz)] = xJlx). (27) 


我 们 从 (26) 式 看 到 ,波幅 在 J 儿 (Ra sin $) 二 0 的 方向 中 上 上 为 
堆 。 方 同 4$ 一 0 是 一 个 例外 ,因为 
ji J1( Kasin $ ) 
p>”0 Rasing 
因此 ， 静 环 ” 由 J 的 正 零 点 所 定义 
Ra sing = 3.832，7.016，10.173，、13.323。 等 等 ， (28 ) 
正如 和 人们 会 从 物理 上 的 考虑 预期 的 那样 ,在 $ 一 0 处 的 强度 是 一 
个 最 大 值 . 
请 注意 ,因为 总 有 一 个 满足 方程 组 (28) 中 任何 一 个 方程 的 实 
角 由 所 以 Ke 之 3.832。 这 就 是 说 ,波长 2x/% 必然 比 2xa /3.832 有 ~ 
0.8(24) 小 。 除非 波长 多 少 比 小 孔 的 直径 小 一 点 ， 否 则 就 不 存在 
静 环 ”. 另 一 方面 ,如 果 波 长 太 小 , 环 就 会 靠 得 太 近 以 致 不 能 很 满 
意 地 加 以 分 辩 . 许 多 类 型 的 波 遵循 波动 方程 《7) 及 其 为 零 的 条 件 
(8), 而 上 述 计算 只 要 稍 加 修正 或 不 加 修正 便 能 适用 .为 了 说 明 物 
质 波动 的 性 质 ，G. P. 汤姆 森 把 电子 东 送 过 一 个 小 孔 ， 并 得 到 了 
刚才 算得 的 这 种 衍射 图 案 ， 


1 
2 
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练 习 


. 证明 在 遵循 方程 式 (1) 的 问题 中 引进 [如 (15) 式 那样 的 ] 速度 势 

是 合理 他 J. 

写 出 一 段 或 二 段 有 关 假 设 (2) 式 的 优点 和 局 限 性 的 文字 ， 能 否 

引进 限制 较 少 的 假设 而 不 引起 太 多 的 额外 的 努力 。 

. (a) 证 明 到 的 法 向 导数 在 壁面 上 为 零 。 

(b) 推导 (18) 式 

.证 明 (19),(20) 和 (21) 式 

. (a) 根据 练习 3.1.21 中 贝 塞 耳 函数 的 级 数 定义 证 明 (27) 式 成 
立 ， 

(b) 求 (26) 式 ， 

. 讨论 由 (26) 式 给 出 的 各 种 最 大 强度 的 位 置 和 大 小 . 

.证 明 : 镜 象 点 者 正好 是 (19b) 式 中 可 以 选择 的 一 个 点 ; 屏 后 的 

任何 点 都 可 以 用 来 实现 我 们 的 目的 。 


Hom 


5 


名 


中 > 


cr 


-_- 吉 3 
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一 般 应 用 数学 
CourANT, R., and D. Hiriserr. (1953) Mershods of Mathematical 


Physics. Vol. I. New York: Interscience Publishers, a division of John 
Wiley & Sons, Inc. 561 pp. 

把 起 源 于 物理 问题 的 数学 方法 加 以 发 展 , 并 努力 使 结果 形成 
统一 的 数学 理论 . 习 第 二 卷 并 不 具有 第 一 卷 的 经 典 风格 ， 但 到 是 
偶 做 分 方程 理论 中 重要 结果 的 一 个 概要 。 ) 

FxiEDMAN. B. (1956) Pyinciples and Technigues of Applied 
Marthematics. New York: John Wiley & Sons, Inc. 315 pp. 

号 这 本 书 是 企图 证 明 由 *………… 让 象 研究 发 展 出 来 的 用 方 
法 如 何 能 用 来 使 求解 应 用 数学 问题 的 方法 和 技巧 加 以 系统 化 . 

GENIN, J., and J. S. MAYBEE. (1970) 7ztzodauctioz 1o Appied 
Mathemaiics, Vol. 1. New York: Holt, Rinehart and Winston, Inc. 
289 pp. 

由 于 或 多 或 少 受到 名 个 领域 中 提出 的 现实 问题 的 激励 ， 我 
们 已 答 试 着 以 统一 的 方式 来 叙述 这 些 材料 。 同 时 我 们 也 尝试 着 清 
晰 地 摘 述 一 下 可 以 用 所 提出 的 方法 获得 的 实际 知识 的 性 质 和 范 
围 。 一 一 大 学 三 、 四 年 级 水 平 ， 

JerFrreYs, H., and B. JerrreYs. (1962 ) Meshods of Mathematical 
Physics. New York: Cambridge University Press. 716 pp. 

这 本 书 的 目的 是 叙述 物理 学 中 通常 最 需 的 纯粹 数学 的 全 此 
部 分 作为 示例 ,我 们 给 出 了 对 具体 问题 的 大 量 应 用 . 

KARMAN, T. von, and M. A. Biror. (1940) Mathematical Me- 
thods wm Engincering. New York: McGraw-Hill Book Company. 505 
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“关于 数学 应 用 于 工程 问题 的 艺术 ,有 了 两 种 教学 方法 ， 一 种 是 
按 排 由 选 定 的 数学 分 支 组 成 的 系统 课程 ， 其 中 包括 为 应 用 而 选 出 
上 适当 的 例子 。 另 一 种 方法 是 选择 某 几 组 有 代表 性 的 工程 问题 说 


明 求 解 它 们 的 数学 方法 ，……………… 这 本 书 可 认为 是 第 二 种 方法 的 一 
个 实验 。 


Portrarp, H. (1972) Applied Marhematics: An lnitroduction. 
Reading, Mass.: Addison-Wesley Publishing Co., Inc. 99 pp. 


“我 希望 …… 通 过 叙述 少量 有 选择 但 却 十 分 重要 的 问题 ,…… 
使 学 生 既 对 成 功 又 对 失败 引起 注意 ， 使 高 年 级 大 学 生 和 开始 学 习 
的 研究 生 相 信 :……… :应 用 数学 是 有 趣 的 。” 


SAGAN, H. (1961) Boundary and Figenvalue Problems in Ma- 
thematical Physics. New York: John Wiley & Sons. Inc. 381 pp. 

一 本 高 年 级 研究 生 的 教科 书 ， 它 为 本 书 第 一 部 分 的 大 部 分 材 
料 提供 了 可 供 选 择 的 很 好 的 参考 资料 , 


部 等 微 积分 


FrANKLIN, P, (1940) A Treatise on Advanced Calculus. New 
York: John Wiley & Sons, Inc., 1940. Reprinted by Dover Publi- 
cations, Inc., New York, 1964. 595 pp. 

HirpgBrAND, F. B. (1962)Advanced Calculus for Applications. 
Englewood Clhtfs, N.J.: Prentice-Hall, Inc, 646 pp. 

KaPLAN, W. (1952.) Aadvanced Calculus. Reading, Mass.: 
Addison-Wesley Publishing Co., Inc. 678 pp. 


微分 方程 


Boyce, W., and R. DiPrima. (1969) Flementary Differensial 
Equations and Boundary Value Problems, 2nd ed. New York: John 
Wiley & Sons, Inc. 583 pp. 

本 书 是 从 ……………… 应 用 数学 家 的 观 挟 来 号 的 ,应 用 数学 家 对 微 
分 方程 的 兴趣 可 能 同时 是 相当 理论 ,又 十 分 实际 的 。” 
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CoppINGTON, E.. and N. LeviNsoN. (1955) Theory of Ordinar'y 
Differential Fauations. New York: McGraw-Hill Book Company. 
429 pp, : 

权威 性 的 高 等 工作 . 

GARABEDIAN, P. (1964) Partial Differential Equations. New 
York: John Wiley & Sons, Inc. 672 pp. 

一 本 研究 生 的 教科 书 ，' 为 工程 师 和 物理 学 家 以 及 数学 家 与 
的 。” 

Ince, E. (1927) Ordinary Differential Equations, Kssex, Eng- 
land: Longman Group Ltd. Reprinted by Dover Publications, Inc., 
New York, in 1956. 558 pp. 

经 典 理论 的 一 本 极 好 的 原始 资料 . | 

KELLOGG, O. (1929) Porential Theory. Reprinted by Dover 
Publications, Inc., New York, 1953. 384 pp. 

大 量 地 求助 于 物理 直觉 和 示例 说 明 , 这 是 本 书 主题 的 性 质 所 
固有 的 ,而 这 一 点 是 做 到 了 。 然 而 ,为 了 使 本 书 给 学 生 以 正确 的 概 
念 , 间 时 也 能 为 数学 家 所 用 , 既 能 作为 参考 资料 , 又 能 用 作 进 一 步 
发 展 的 基础 ,我 们 用 严谨 的 方法 给 出 了 证 朋 . ” 

MosEgr, J. (1973) Stable and Random Motions in Dynamical 
Systems, with Special Fmphasis on Celestial Mechanics. Princeton, 和， 
J.: Princeton University Press. 198 pp. 

一 个 很 新 很 深 的 研究 课题 . 

TxycHONOvY, A,, and A. SaAMARSKI. (1964) Poxzral Differential 
Faquations of Mathematical Physics, Vol. I. San Francisco: Holden- 
Day, Inc. 390 pp. Vol. II, 1967, 250 pp. 

这 本 书 是 一 大 类 书籍 的 代表 作 , 比 较 简 车 ,很 好 地 未 明了 如 何 
使 用 数学 . 


量 纲 分 析 
BRKHOFF，G.《1960 ) Hydrodynamics-—A Siudy in Logic, Fact, 
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and Similitude, 2nd ed. Princeton, N.J.: Princeton University Press, 
Also reprinted by Dover Publications, Inc., New York, 1955. 186 
pp. 

本 书 值得 注意 的 是 利用 群 论 把 量 岗 分 析 和 相似 理论 的 概念 统 
一 起 来 . 本 
BrivGMAN, P. W. (1931) Dimensional Analysis, rev. ed. New 
Haven, Conn.: Yale University Press. 人 Peace cdition，1963. ) 
113 pp. 本 

清晰 而 深刻 地 对 课题 的 基本 方面 作 了 讨论 . 

HuNnrLEY, H. E. (1967) Dimensional. Analysts. New York: 
Dover Publications, Inc. 158 pp. 

一 本 非常 宝贵 的 一 般 性 参考 书 . 

Krine, S. J. (1965 ) Sismilitude and Approximation Theory. New 
York. McGraw-Hil Book Company. 229 pp. 

对 量 纲 分 析 和 尺度 化 作 了 有 益 有 的 讨论 

LiGusrHuL, M. J. (1963) Laminar Boundary Layers, Chap. 1, 
L. Rosenhead (ed.). New York: Oxford University Press. 

本 章 的 第 三 部 分 只 有 11 页 ,对 量 岗 推理 及 其 在 简化 流体 力学 
问题 中 的 应 用 作 了 精辟 的 讨论 。 


扰动 方法 

Core, J. (1968) Perturbation Methods in Applied Maihematics. 
Waltham, Mass: Ginn/Blaisdell. 260 pp. 

“本 书 完全 是 从 应 用 数学 家 的 观点 来 写 的 ;与 对 基本 概 仿 刨 根 
究 底 相 比 ,我 们 尽量 很 少 把 注意 力 放 在 数学 的 下 密 狂 上 . 

LAGERSTrROM, P. A., and R. G. CAasreN. (1972) “Basic Con- 
cepts Underlying Singular Perturbation Techniques. Socety for Ind- 
ustrial and Applied Mathematics (SIAM) Review 14，63 一 120. 

一 篇 值得 一 读 的 最 新 的 评述 . 

Nayres, A, H., (1973) Perturbation Methods. John Wiley & 
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Sons，:Tnc2 425. pp 

有关 本 课题 的 最 近 和 最 全 面 的 书籍 

VAN DYKE，M. (1964) Perturbation ahezpodr 1n Fluid Mecpa-: 
Nics.. Mew Yerk:' Acddemic Press, Inc. 229 pp. 

六 于 绾 二 廊 法 证 个 加 加 的 畸 一 本 要 交代 书 错 ， 它 包括 了 痢 多 见 


概率 及 其 与 微分 方程 的 关系 可 

FerLEr, W. (1968) An Introduction toProbubidiry Theony and 
Ei:Yppliedtionss. Ve TI， New York: John Wiley- x Sons: "Ans, 509 
pp. 0 

“本 书 的 目的 在 于 避免 非 数 学 的 地; ;和 格 地 把 梳 率 1 仑 当 作 一 
全 省 立 的 课题 来 录 强 :同时 > 本 愉 办 图 挡 述 既 验 基础 ,为 广泛 类 型 
的 实际 应 用 发 展 感性 知 湿 -2 

Wax, N. (ed.) (193#4) télzezed Papeci} on Noise and Stochastic 
Plocéyses) New¥ork* Peover Publications, Inc. 337 pp. 

六 向 重要 论文 移 记 编 .1 襄 文 参 蓄 S. Chandrasekhar 的 “Sto- 
epastic Broblem in Rhysits :huid RAstronomy” and M. Kac 的 “Random 
Walk and the Theory of Brownian Motion”. 


连续 介质 力学 基础 


NA RR. LEE962 ) Vectors, Tensors, and the Basic Equations 
of Fluid Mechanics. Englewod Cliffs, N. J.: Prentice-Hall, Inc. 
2 

“着 手 证 明 张 量 微 积分 是 最 适 于 合理 地 人 研究 物理 场 论 的 合 
盏 .通过 详细 地 邯 虑 流体 力学 方程 来 示 明 这 一 论 扩 ， 

JauUNZEMIsS, W. (1967) Continuum Mechanics. New York: 
Macmillan Publishing Co., Inc. 604 pp. 

研究 生 教 笠 节 ,对 座 圳 是 的 沦 还 采 几 最 新 的 ” 站 格 肘 万 法 ， 重 
所 在 绰 性 理论 。 
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SOMMERFELD, A. (1950) “Mechanics of Deformable Bodics, ~ 
Press, Inc. 396 pp. : 

我 们 的 目的 是 为 读者 描 人 _ 幅 许 许多 多 各 式 各 样 物 质 的 入 
动 的 图 画 ， 当 选 定 了 合理 地 提高 的 有 利 的 观点 后 ,这 些 物质 恒 进 
入 了 理论 研究 的 范围 之 中 ,不 象 其 他 参 著 节 ,， 本 节 不 需 朗 瑟 量 知 
TkUESDELL, C., and W. Norr (1965) “The Non-lingmr Field 
Theories of Mechanics,” in Encyclopedia vf Physics, S. Flugge’ (ed.’), 

ol. HI/3, New York: Springer-Verlag New York, Inc. 602 pp. 
探求 与 基体 明确 的 物理 解释 相 一 致 的 最 大 的 数学 普遍 性 .” 

TRUESDELL, C., and R. TovuprIiNn. (1960) “The Classical Field 
Theories,” in Encyclopedia of Physics, S$. Flugpe (ed.), Vol. III/1, 
pp. 226—790. New York: Springer-Verlag New York, Inc. 

我 们 贸 述 场 观点 的 共同 基础 ,目的 在 于 为 读者 提供 研究 工具 
的 总 的 情况 。 因 而 由 于 不 仅 能 占有 最 新 近 的 发 现 ， 而 且 还 能 占有 
很 深奥 的 但 是 和 人们 却 都 经 党 肘 却 的 前 几 代 人 的 成 就 ， 他 月 已 就 可 
以 作为 一 个 理论 家 而 开始 工作 。 这 篇 专著 是 为 专家 和 而 不 是 为 初学 
者 而 写 的 ”. 


理性 理论 


GREEN, A. E., and W ZERNA. (1954) Theoretical Elasticity. 
New Ycrk: Oxford University Press, Inc. 442 pp. 


本 书 主要 与 弹性 理论 的 三 个 方面 有 关 .。 这 些 方面 近年 来 吸 


5 着 人 们 的 注意 力 ,…………， 它们 是 有 有限 弹 性 形变 ,二 维 问题 的 复 变 
并 数 方 靶 "0 : 和 和 薄 党 理论 


Love, A. E. H. (1944) A Treatise on the Mathematical 
Theory of Elasticity. 4th ed. New York: Dover Publications, Inc. 
643 pp. 


我 们 第 望 …… 在 各 个 方面 给 出 这 个 课题 的 清晰 的 描述 : ” 作 
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为 一 种 数学 理论 , 它 与 一 般 物 理学 有 重要 的 关系 ,在 工程 上 有 重 改 
的 应 用 . ”虽然 不 易 阅读 ,但 这 是 经 典 的 参考 书 . 

Prescorr, J. (1924) Applied Elasticity. Essex, Enpgland: Lon- 
2man Group Ltd. 666 pp. Reissued 5 Dover Publications, jnc .， 
New York. 1946. 

“在 写 这 本 书 时 ,我 力图 从 工程 师 而 不 是 从 数学 家 的 观点 来 看 
待 这 个 课题 ” 

SOoKOLNIKOFF, I. S. (1956) Mashematical Theory of Elastictty. 
New York: MeGraw-Hill Book Company. 476 pp 

也 许 是 最 好 的 一 本 参考 书 。“ 这 本 书 试 图 从 统一 的 观点 来 叙 
述 哗 性 理论 的 几 个 方面 ， 并 且 与 热 知 的 弹性 理论 的 场 方程 一 起 不 
出 了 了 某 苦 二 维 问 题 的 几 种 新 的 一 般 求解 方法 . 

TrMosHENKO，S. P.;, and J. M. Goopigr, (1970) Theory of 
Elasticity, 3rd ed. New York: McGraw-Hill Book Company. 267 
pP. 

“主要 目的 在 于 尽 可 能 以 解 题 所 人 允许 的 简单 形式 为 工程 师 提 
供 弹 性 理论 最 重要 的 基本 知识 以 及 汇编 一 些 工程 实验 及 设计 一 从 
重要 的 具体 问题 的 解法 ， 

主要 的 期 刊 是 Journal of Applied Mechanics 


流体 力学 

BATCHELOR, {Gr. K. (1967) An lniroduetion 加 Fluid Dynamics. 
New York: Cambridge University Press. 615 pp. 

“这 一 本 可 汶 学 应 用 数学 的 学 生 采 用 的 教科 书 , 它 把 过 去 研究 
所 得 到 的 物理 的 理解 和 知识 结合 在 一 起 。” 

LaMms, H. (1932) Hydrodynamics, 6th ed. New. York: Camb- 
ridge University Press. 738 pp. 四 

经 典 结果 的 百科 人 全书 式 的 汇编 。 

LanpAvu, L. D., and E. H. Lagscarrz.(1959 )Fiwd Mechanics, 

Elmsford, N. Y.: Pergamon Press, Inc. 536 pp. 
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本 节 把 流体 动力 学 作为 理论 物理 的 一 部 分 及 阐述 ,这 和 在 很 大 
程度 上 决定 了 本 书 的 性 质 。” 

PraANDTL, L., and O, G, TreTJENS. (1934) Applied Hydro-and 
Aeromechanics. New York: McGraw-Hill Book Company. 270 pp. 
Also available from Dover Publications, Inc.， New York, 1957, as 
Fundamentals of Hydro- and Aero Mechanics. 

人 简洁、 便宜 。 有 大 量 的 物理 理解 ， 

SEEGER, R. J., and G. TEMPLB (eds.). (1965) Research Fron- 
tiers in Fluid Dynamics. New York: Interscience Publishers, a division 
of John Wiley & Sons, Inc. 738 pp. 

收集 了 许多 有 用 的 评述 文章 ， 

SERRIN, J. B. (1959) “Mathematical 了 Principles of Classical 
Fluid Mechanics, in Encyclopedia of Physics, S$. Fliigge (ed.), Vol. 
VII/1I, pb. 125—263. New York: Springer-Verlag New York, Inc. 

我 们 的 和 目的 ………… 是 以 形式 上 简洁 、 数 学 上 正确 的 方法 ， 又 
并 不 是 对 基础 一 提 而 过 的 方式 叙述 经 典 流体 力学 原理 。” 

两 种 主要 的 期 刊 是 Journal of Fluid Mechanics 和 Physics of 
Fluids. 从 1969 年 开始 Annual Review of Fluid Mechanics 已 为 
Annual Review Inc.，Palo Alto Calif. 出 版 ， 它 收集 了 研究 进展 的 
权威 性 的 概述 . 


数值 分 析 

Rarsron, A. (1965) A First Course in Numerical Analysis. 
New York: McGraw-Hill Book Company. 578 pp. 

一 本 标准 的 引 论 性 教科 书 . 

WiLKINsoN, J. (1963) Rounding Errorsin Algebraic Procerses. 
London: Her Majesty s Stationery Office. 161 pp. 


一 本 薄 书 ,有 候 多 概念 ， 
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手册 和 图 表 
AprAMOWwIrz, M., and I. SrFrGuN. (1964) “Handbook of Ma- 


thematical Functions, National Burcas of Standards /Applied Mathema- 
fics Series 55, 1046 pp. Reprinted by Dover Publications, Inc., New 
York, 1965., 

这 是 一 本 非 第 宝贵 的 公式 \、 图 表 集 ， 

FrEIBErRGER, W. (ed.) (1960) The [nternational Dictionary of 
Applicd Mathematics. New York: Van Nostrand Reinhold Company. 
i1173 pp. z / 
本 书 就 数学 在 31 个 科学 和 工程 领域 中 的 应 用 定义 了 术语 ， 朱 
述 了 方法 . 池 中 还 列 出 了 本 书 所 定义 的 术语 在 法 文 、 德 文 、 俄 文 各 
四 班 牙 文中 的 名 词 . 

MurpHY, G. (1960) Ordinary Differential Equations and Their 
Solution New York: Van Nostrand Reinhold Company. 451 pp. 

列 出 了 2315 个 方程 及 其 解答 ， 
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5 只 限于 有 + 的 练习 ) 


3.3 节 

7 (b). 提示 : 把 项 g[w (mm 十 1 N 1) ao N 一 1 十 
wm— 1,N— 1)] 分 开 . 

3.4 让 


9 (a). Pl(;)= (lInRC— nr)/CaR 一 lne). 
(b). Plp)= (R71— pp)/(R 8 ). 
4.2 节 
2 (a). 提示 : 把 问题 化 为 交错 级 数 . 
5 提示 : 利用 分 部 积分 . 
5.1 节 
6. £ 一 0.004cm /sec. 
7. 按照 已 有 的 资料 。 冷 却 过 程 大 约 要 用 3x10' 年 .。 现在 大 家 相 
信 ,放射 性 物质 放出 的 热量 是 所 观察 到 的 温度 梯度 的 主要 来 源 . 
6.2 节 
3 (c). T/(L/g)Y 一 人 4/L)， 这 里 4 是 摆 狂 的 初始 线 位 移 。 当 
A/L 很 小 时 ,f(A4/L) 可 以 用 f(0) 代 准 , 因 此 这 部 分 的 结 
果 可 简化 为 (b) 的 结果 / : 
10 (b). 提示 : 你 必须 求解 形 为 [y, 6fC31，…, ys)/681] /fy1，…， 
ys) 一 0 的 方程 ， 
6.3 节 
2.U = Aexp(—ab),L =a 
9 (b). 按照 a 二 0 时 的 零 阶 解 C7.1.2), 有 时间 尺 大 应 该 仍然 是 o0 
9* 的 尺度 为 8w0 . 
(c). 如 果 < 显著 地 比 8ws' 大 , 那 末 和 角 尺 度 应 该 是 a 或 800 ). 
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如 果 这 两 个 量 的 大 小 差不多 ， 那 末 就 可 用 这 了 两 个 尺度 之 一 
或 它们 内 平均 或 几何 平均 ， 

?7.1 节 

z (a), 提示 : 利用 导数 的 定义 ， 

4. 提示 : 推导 一 个 表示 能 最 守恒 的 方程 ,并 考虑 它 的 结果 ， 

7.2 节 

1. 提示 : 如 果 区 一 pv, 则 | dv/dz = (adv/dx)(ax/dt) = vav/dr. 


11 (a). 1 = —2m/«| rsin’nxadx 
0 


一 —(2n/n) [二 x 十 四 2 )} 


8.2 节 
6(a). 部 分 答案 。 对 于 任意 Ax， 定 常 状态 的 质量 守恒 方程 为 
F(x) 一 Fi(x 十 Ax) 一 0, 所 以 F, 为 常数 . 
9.1 节 
2 (b). 如 课文 中 指出 的 那样 ， 由 引进 :一 em 到 (1) 式 开始 , 式 
中 :可 以 确实 地 假定 为 具有 以 。 为 暴 次 的 麦克 劳 林 展开 
式 . 
3. 提示 : 在 展开 平方 根 时 ,把 (4 一 8》? 写 成 等 于 2 |1 一 | 
是 很 有 帮助 的 ,然后 再 利用 二 项 定理 。 _ 
4 (f). 提示 : 引进 新 变量 y 二 xe". “ 
8 (a). 用 6E? 除 (13) 式 . 
(b). 用 互 除 (13) 式 , 记 住 元 ,因此 巨 在 s 一 0 时 亦 不 趋 近 于 非 零 
极限 . 
9.2 节 
上 


2 (0). ylx) = exp (- 2 2 )， y(£)=h | exp ( — 了 se ) gs: 


R= | exp (- 过 4 ) ds. 
4 (c). 部 分 答案 。 平衡 微分 方程 的 头 两 项 ， 我 们 就 看 出 小 * 时 的 
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时 间 尺 度 为 ki 按照 第 二 个 初始 条 件 ， 那 末 就 可 得 到 
1w ”是 位 移 的 正确 的 尺度 ， 

5. 提示: 在 + 一 1 和 x 一 一 1 附近 边界 层 的 厚度 为 0O(s )。 

8. 如 朵 gx 一 o(1 ), 极 限 为 1; 如 果 gx 一 十 o(1), 极 限 为 < 天 ;如 

所 1/x 一 o《8), 极 限 为 0. 

10.2 节 

3 (c). 提示 : 利用 待定 系数 法 。 

5(a). 提示 : 利用 (2) 式 ,证 明 的 方程 有 一 个 比较 简单 的 积分 因 
子 , 并 可 写成 


d 1 天 十 1 —k 无几 . 
(st a ) 本 远 十 大) rwo 十 | 下 
因此 完成 求解 过 程 要 求 计算 
—k KN 
je 十 £) u(w 十 | A 
这 可 以 采用 部 分 分 数 来 完成 . 
8 (d). 提示 : 把 分 子 分 母 乘 上 同一 个 参数 常常 很 有 帮助 。 
11.2 节 
3. 提示 : 出 现 一 个 与 (20) 式 十 分 类 似 的 方程 组 。 方 法 是 再 去 寻找 
一 个 类 似 于 全 十 了 的 方程 。 当 完成 了 这 两 步 后 ,将 发 现 有 关 
的 国 数 中 有 一 个 恒 等 于 零 . 
7(b). 在 建立 边界 条 件 时 ,忽略 试探 项 。 
12.1 节 
6. 提示 : 首先 用 莱 布 龙 次 法 则 进行 微 商 。 然 后 用 积分 中 值 定理 去 
变换 积分 ， 最 后 考虑 极限 N 一 M. 
12. 提示 : 利用 积分 中 值 定理 . 
12.2 节 
14 (b). 提示 : 首先 分 别 考 虑 两 个 特殊 情况 ff 一 0 和 gg 一 0 
16(a). O=(1—£+2ix)/(l+£), B=1, d= tan [25/ 
(1 — x)]. 
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13.2 节 

1。v 一 1 十 xj 十 (《x， — tk. 

2 (b). 提示 : 微 团 的 轨迹 由 x 一 x(?),，y 一 y(G) 给 出 ,这 里 dx/ 
dt 二 y, dy/dt 一 x。 这 两 个 方程 的 解 可 以 用 消去 * 或 说 
去 ? 的 方法 得 到 . 

3(a). 二 x= /tO( Ft mm yoto tt K+ Xo), 


(b). x 一 = 了 十 X*0。》 二 元 上 十 (x 十 ] )z 十 yo, 


4 (a). x 二 一 exp( 一 y)cosi 十 常数. 


(b). x = > exp(—t 二 tm B)(sint— cost)+4 


1 exp(— BO) sln fo 一 coszt)， y 一 ! 上 -一 为 十 六 ， 
人 


13.3 节 

1. 部 分 答案 ,6(AA,1) = Aiexp(t) + A;sintexp( 一 t). 
13.4 节 

4(a). J = 1. 


(b). T= 一 . 41 


附录 13.1 
2. 82r /137 十 7 16r/197 + + Or/00. 


3 oH FE) tosing)" ol ab 0 ) 


+ (p'sin 由) 5 一 一 。 


附录 13.3 
2. 提示 : (a) 利用 三 角 不 等 式 . 
(b) 利 用 0 是 R” 的 内 反 这 一 事实 。 
14.2 节 
2.( 10) (2 Ti — 27, 一 了 2)。 
3 (c). 堆 。 
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6. 提示 : 在 半径 为 R 的 球 上 积分 ， 利 用 积分 的 绝对 值 不 大 于 被 积 
函数 绝对 值 的 4rR: 倍 这 一 事实 。 

14.3 节 

3 (a). 提示: 利用 积分 中 值 定理 . 

14.4 节 

4. 提示 : 写 出 一 A# 十 w， 试 证 明 K* 一 十 非 负 项 

15.1 节 

1 提示 : 把 仿 pn 变换 成 体积 分 并 利用 ?的 流体 静 力 学 表达 式 . 

4 和 5. 提示: 利用 等 式 curl (gradg) 一 0， 

5. AP 一 v|p-iap. 


8. 提示 : 利用 伯 努 利 方程 和 一 种 简单 形式 的 连续 条 件 ， 
10. 提示 : 利用 一 种 简单 形式 的 连续 方程 
15.2 节 
9. 第 一 个 定 首 解 不 稳定 ,第 二 个 定常 解 稳定 . 
9 (a)， 提示 : 如 果 0 三 020/6: , 试 证 明 0°0/6x? 一 《0， 
(b)， 和 情况 (i) 扰动 速度 维持 其 初 值 。 因为 没有 改变 初始 扰动 的 
机 理 , 所 以 既 没 有 增长 也 元 衰减,( 只 要 存在 着 最 小 的 粘性 ， 
这 种 情况 下 抗 动 就 会 帘 失 ，) 情 况 (1i) 压 强 的 微小 变化 以 及 
外 此 引起 的 压 蝇 饥 度 ,会 使 流动 随时 间 而 增加 ,直至 线性 化 
不 再 成 立 . 
10 (f)， 失 稳 在 8.(m) 的 极 小 值 即 (W 7 十 We 处 开始 , 当 mm 一 
mc 一 《75)” 时 出 现 这 个 极 小 值 . 因此 预期 的 失 稳 波长 
为 2n/(Yk)™,, 
10(g). 按照 这 里 研究 的 可 能 性 , 失 稳 会 在 首先 开始 超过 值 7 十 
k 的 本 候 建 立 ， 
15.3 节 
4(c). 对 于 实际 管道 中 的 某 个 给 定点 ， 在 扰动 到 达 管 端 并 且 有 反 
射 扰 动 返回 到 过 所 研究 的 这 个 点 之 六 ,这 个 解 是 合适 的 . 
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9 (a). 提示 : 利用 (41b) 式 并 引进 p15,+ 和 psS。 的 共同 值 mm， 


(41a) 式 保证 了 mm 的 存在 性 ， 
(e). 提示 : 利用 泰勒 公式 去 近似 p+ 一 pp- = p(pt+, s+) 一 p(p-， 
9 ), 
15.4 节 
06. 提示 : 把 柱 面 体 x 十 汪 二 RR，z = 土 1 用 作 控 制 面 ， 
令 R— 0o0, 
一 一 1 一 1 a/polecos 
1.$—=— Up |! 7 \ /py 4b, 
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